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WP�YW STRUKTURY GRADIENTOWEJ NA W�ASNO�CI 
SPR��YSTE KOMPOZYTÓW WARSTWOWYCH

Monika W�growska, Joanna Witkowska-Dobrev
Szko�a G�ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwa�a� jest wielowarstwowa przegroda zbudowana z kom-
pozytu o funkcyjnej gradacji w�asno�ci, charakteryzuj�ca si� pod�u�n� gradacj� materia�u 
(FGM – Functionally Graded Materiale). Ka�da z warstw kompozytu sk�ada si� z dwóch 
izotropowych jednorodnych sk�adników, b�d�cych w p�askim stanie odkszta�cenia. 

S�owa kluczowe: materia� typu FGM, pod�u�na gradacja w�asno�ci, modelowanie asympto-
tyczne

WST�P1

Materia�y z funkcyjn� gradacj� w�asno�ci (Functionally Graded Materiale – FGM)  
ju� od dawna by�y znane w Japonii. Robiono z nich s�ynne samurajskie miecze z ró�nych 
rodzajów stali. Obecnie materia�y typu FGM maj� bardzo du�e zastosowanie w wielu 
ga��ziach przemys�u, m.in. w budownictwie, medycynie, lotnictwie oraz w technolo-
giach kosmicznych. W równaniach opisuj�cych zachowanie si� tych materia�ów pojawia-
j� si� skokowo zmieniaj�ce si� wspó�czynniki, co powoduje niemo�no�� wyznaczenia 
w wi�kszo�ci przypadków rozwi�za� analitycznych, dotycz�cych problemów in�ynier-
skich. Stworzono wi�c wiele sposobów przybli�onego rozwi�zywania danego problemu. 
W�ród nich nale�y wyró�ni� metod� tolerancyjnego u�redniania oraz metod� modelowa-
nia asymptotycznego dla wielowarstwowych dwusk�adnikowych materia�ów typu FGM 
[Wo	niak i in. 2008, Wo	niak i in. 2010].

Celem pracy jest odpowied	 na pytanie: czy jest mo�liwe zaproponowanie takiej bu-
dowy kompozytu typu FGM, o pod�u�nej gradacji w�asno�ci, znajduj�cego si� w p�askim 
stanie odkszta�cenia, aby w ramach modelu asymptotycznego wyst�powa�y w nim zada-
ne a priori jednowymiarowe pola przemieszcze�?
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METODYKA  

Rozpatrywany kompozyt (rys. 1) w kon� guracji  odniesienia zajmuje obszar: � = 
= (0, L) × (0, H), x1 ��[0, L], x2 � [0, H].�Ka�da z warstw kompozytu ma sta�� grubo�� 
��= L/n, ��<< L, i sk�ada si� z dwóch izotropowych, jednorodnych sk�adników, nosz�cych 
nazw� matrycy oraz wzmocnienia. Ich w�asno�ci opisane s� sta�ymi spr��ysto�ci Lamego 
i wynosz� odpowiednio: w matrycy �M, �M i we wzmocnieniu �R, �R. 

Cz��� kompozytu zaj�ta przez materia� matrycy oznaczona jest przez ,M
��

a wzmocnienia – przez R
�� . Funkcja �R(x2), x2 � (0, H) dla kompozytów o po-

d�u�nej gradacji jest funkcj� opisuj�c� �redni� frakcj� wzmocnienia w warstwie: 
� � � � � � � � � � � �1

20, ,  0, 1 ,  1R R M RC H x� 	 
 � 
 � 	 � � � 	  – rysunek 2.

M R�� ��� �

Rys. 1. Schemat kompozytu typu FGM o gradacji pod�u�nej
Fig. 1. Scheme of  FGM with longitudinally gradation

HH
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Rys. 2. Przyk�adowy rozk�ad funkcji charakteryzuj�cej frakcj� wzmocnienia �R(·) w warstwie
Fig. 2. Example of function characterizing reinforcement fraction �R(·) in a layer
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Równania rozpatrywanego kompozytu w ramach liniowej teorii spr��ysto�ci dla za-
gadnie� stacjonarnych przyjmuj� posta�: 

� � � � � �, , , , , , ,1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 22 + + + + = 0w w w w� � �� � � �� �� � �� �� �  (1)

� � � � � �1 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2, + , , + 2 + , , + , , = 0w w w w� � � �� �� �� � � �� � � �

Z powodu skokowo zmieniaj�cych si� warto�ci wspó�czynników w równaniach (1)  
w wielu przypadkach in�ynierskich nie posiadaj� one analitycznych rozwi�za�. W celu 
znalezienia rozwi�zania pola przemieszczenia nale�y wykorzysta� zaproponowan� przez 
Wo	niaka i innych [2010] metod� modelowania asymptotycznego. 

W procesie modelowania asymptotycznego zak�ada si�, �e wektor przemieszczenia  
przyjmuje posta�:

h� �w u v

gdzie h� jest dan� z góry funkcj� kszta�tu [W�growska 2010], a poszukiwane s� pola 
� � � � � �1, C	 	 
 �u v .

W wyniku zastosowania procedury modelowania asymptotycznego otrzymuje si� 
równania na sk�adowe � � � �1 2,u u	 	  nowego pola przemieszcze� � � � � � �� �1 2,u u	  	 	u :

� � � � � �, , , , ,1 11 0 2 1 2 0 1 2 202 + + + + = 0u u u� �� � � � �� �
�  

(2)

� � � �, , , , ,0 1 1 2 0 2 11 2 2 2+ + + 2 + = 0u u u� �� �� � � � �� � � �
�

a równania na � � � �, ,	 	1 2v v  gdzie � � � �� �1 2 	 	v v ,v  przyjmuj� posta�:

� � � �
� � � �� � � �

1

, ,1 1 2 2

=
+2 + +2

2 + 2 + +  

R M

M R
R R M M

R R M M R Mu u

� �� �� �� �
� � � � � �� �� �

� �� � � � � � � � �� �

v

� � � � � �� �, ,2 1 2 2 1

R M

R M R MR M
M R

u u
� �� �� � � � � � �� � � ��� �� �� � �� �� �

v   

(3)

W równaniach (2) i (3) wyst�puj� nowe wspó�czynniki, zwane modu�ami efektywny-
mi, które wynosz� odpowiednio:

� � � �
� � � �

2 2
2 2

R M
M M R R R M

M R
R R M M

� � � � � � � � � � �
� 

� � � � � � � � �
�

 

(4)



8                                                                                                                                            M. W�growska, J. Witkowska-Dobrev

Acta Sci. Pol.

2
2 2

2 20� �
� � � �

� � � � � �
�� � 

�� � �� �
�� � � �� �

R R M M
M

M M
R

R R

 (4)

0
R M

M R
R M

� �
� 

� � �� �

ANALIZA

Rozwa�ania zaw��ono do zagadnienia jednowymiarowego o niezerowej sk�adowej 
wektora przemieszczenia u2(·), która zale�y od zmiennej x2. W zwi�zku z tym równania 
równowagi redukuj� si� do jednego równania na jedn� sk�adow� pola przemieszczenia 
u2(·):

� �� �, ,2 2 22 0u� � �   (5)

Zak�ada si� dodatkowo, �e �R = �M = �, wtedy modu� efektywny 2� � �  redukuje si� 
do postaci :

� � � � � � � � � �

� � � �

2 2 2 � 2 2 � 2

2 1

M R R R
M R M M R

R
R

� � �  � � � � � � � �  � � � � � � � � � � � � 

� � � � � � � �� �� �� �

gdzie: 
2
2
M

R

� � �
� �

� � �

Zak�adaj�c dodatkowo, �e � ��	
����co nie ogranicza tych rozwa�a�, otrzymuje si�: 

� �
� � � �2,2 2

21 R
Bu x

x

� � �� �

 (6)

gdzie B powinno by� wyznaczone z warunków brzegowych.
Z równania (6) wynika, �e funkcja charakteryzuj�ca �redni� frakcj� wzmocnienia 

vR(x2) wynosi:  

� � � �
� � � �

2,2 2
2

2,2 21
R B u x
x

u x
��

� 
��

 (7)

Nale�y odpowiedzie� na pytanie: czy istnieje taki rozk�ad funkcji �R(·), dla którego 
w ramach modelu asymptotycznego otrzyma si� jednowymiarowy zadany a priori roz-
k�ad przemieszczenia, spe�niaj�cy warunki brzegowe: � � � �0

2 1 2 2 1, 0 ,    , 0,u x u u x H 
� �1 0, ?x L
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Przypadek 1. Nale�y sprawdzi�, czy istnieje taki rozk�ad malej�cej funkcji �R(·), spe�-
niaj�cej warunki �R(0) = 1, �R(H) = 0, dla której jednowymiarowa malej�ca funkcja prze-
mieszczenia spe�nia zadane warunki brzegowe (rys. 3).

Odpowied	 jest pozytywna, gdy gradient zadanego wektora przemieszczenia spe�nia 
dodatkowe warunki:

� � � � � � � �2, ,2 2 2 2 2 2 20 ,   0, 0,u H u u x x H� ��   ! 


Wtedy �R(·) przyjmuje posta�:

� �
� � � �

� � � �
� � � �

� � � �
, , , ,2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
, ,2 2 2 2 2 2

0

1 1
R

u u x u H u x
x

u x u x

� ��� � ��
�  

�� ��
 (8)

Przypadek 2. Nale�y sprawdzi�, czy istnieje taki rozk�ad malej�cej funkcji �R(·), spe�-
niaj�cej warunki �R(0) = 1, �R(H) = 0, dla której jednowymiarowa malej�ca funkcja prze-
mieszczenia spe�nia zadane warunki brzegowe (rys. 4).

� � 0
202 1
u,xu 

x2

x1

� � 02 1 H,xu

� �L,x 0
1



LL

� �L,x 0
1




HH
Rys. 3. Model asymptotyczny kompozytu o gradacji pod�u�nej z zadanymi warunkami brzegowymi
Fig. 3. Asymptotic model of FGM with longitudinal gradation with given boundary conditions

Rys. 4. Model asymptotyczny kompozytu o gradacji pod�u�nej z zadanymi warunkami brzegowymi
Fig. 4. Asymptotic model of FGM with longitudinal gradation with given boundary conditions

Przypadek 2
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Odpowied	 jest pozytywna, gdy gradient zadanego wektora przemieszczenia spe�nia 
dodatkowe warunki:

� � � � � � � �2
2 2 2 2 2 2 2, , 0 ,      0 , 0,u H u u x x H� ��   ! 


Wtedy �R(·) przyjmuje posta�:

� �
� � � �

� � � �
� � � �

� � � �
, , , ,2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
, ,2 2 2 2 2 2

0

1 1
R

u u x u H u x
x

u x u x

� ��� � ��
�  

�� ��
 (9)

Ilustracja gra� czna, przedstawiaj�ca zale�no�� mi�dzy rozk�adem przemieszcze� i od-
powiadaj�cych im nasyce� przy zadanych warunkach brzegowych.

W przypadku 1, gdy:

� � 2
2 2 2 2 ,u x ax bx c � �  u2(·) jest wypuk�� funkcj� kwadratow�,

� �
� � � �

0 0
02

1 2
,   ,   ,

11
u u

a b c u
HH

�� �
 �  � 

����

wtedy odpowiadaj�ca im funkcja �R(·) jest rosn�ca i opisana wzorem:

� � � �2,   0,
1

R x x H
x H

��  

�� �

Wykresy funkcji przemieszczenia u2(·) i odpowiadaj�cej jej funkcji �R(·) dla ró�nych 
warto�ci � przedstawia rysunek 5.

W przypadku 2, gdy:

� � 2
2 2 2 2 ,u x ax bx c � �  u2(·) jest wkl�s�� funkcj� kwadratow�,

� �
� � � �

0 0
02

1 2
,   ,   , 

11
u u

a b c u
HH

�� �
 �  � 

����

wtedy odpowiadaj�ca im funkcja �R(·) jest malej�ca i opisana wzorem:

� �
� �1

R H x
x H

� �
� 

�� � �
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Wykresy funkcji przemieszczenia u2(·) i odpowiadaj�cej funkcji �R(·) dla ró�nych 
warto�ci � przedstawia rysunek 6.
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Rys. 5. Wykresy funkcji  przemieszczenia i odpowiadaj�cej jej funkcji nasycenia dla � = 0,2, 0,1, 
0,05, H = 10

Fig. 5. Graphs of functions of displacement and reinforcement fraction for � = 0,2, 0,1, 0,05 
H = 10
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WNIOSEK

W ramach modelowania asymptotycznego dla zagadnienia jednowymiarowego 
w przypadku kompozytów typu FGM, charakteryzuj�cych si� pod�u�n� gradacj� w�a-
sno�ci, mo�na zaproponowa� tak� posta� funkcji �R(·), dla której zostanie zrealizowane 
zadane a priori pole przemieszcze�:

gdy u2(·) jest funkcj� wypuk�� malej�c�, to �R(·) jest funkcj� rosn�c�,
gdy u2(·) jest funkcj� wkl�s�� malej�c�, to �R(·) jest funkcj� malej�c�.

–
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Rys. 6. Wykresy funkcji  przemieszczenia i odpowiadaj�cej jej funkcji nasycenia dla � = 0,2, 0,1, 
0,05, H = 10

Fig. 6. Graphs of functions of  displacement and reinforcement fraction for � = 0,2, 0,1, 0,05, 
H = 10
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INFLUENCE OF GRADIENT STRUCTURE ON ELASTIC PROPERTIES FOR 
MULTILAYERED COMPOSITES

Abstract. The aim of this paper is a multilayered thick plate with longitudinal gradation 
of materials. Every layer contains of two isotropic, homogeneous components which are in 
a plane strain.

Key words: FGM materials,  longitudinal gradation of properties, asymptotic modelling
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