
Architectura 9 (1) 2010, 17–29

ANALIZA STATECZNO�CI BELKI TIMOSHENKI 
SPOCZYWAJ�CEJ NA POD�O�U SPR��YSTYM

Agnieszka Dudzik, Paulina Obara
Politechnika �wi�tokrzyska w Kielcach

Streszczenie. W pracy poddano analizie belk� Timoshenki, spoczywaj�c� na dwuparame-
trowym pod�o�u spr��ystym. Wyprowadzone zosta�o ró�niczkowe równanie równowagi 
dynamicznej belki �ciskanej zachowawcz� si�� osiow� oraz zosta�a przeprowadzona ana-
liza rozwi�zania tego równania, w zale�no�ci od wzajemnych relacji mi�dzy jego wspó�-
czynnikami. Wyprowadzona zosta�a formalnie �cis�a macierz sztywno�ci podstawowego 
elementu belkowego, a rozwijaj�c otrzyman� macierz w szereg pot�gowy, wzgl�dem argu-
mentów wyst�puj�cych w niej funkcji, wyznaczona zosta�a macierz sztywno�ci elementu 
pracuj�cego z udzia�em spr��ystego pod�o�a i sta�ej si�y osiowej. Wykazano, �e macierze 
MES, otrzymane przy wykorzystaniu tzw. � zycznych funkcji kszta�tu, stanowi� liniowe 
przybli�enie macierzy formalnie �cis�ej. Wyznaczony zosta� równie� wzór na si�� krytyczn� 
dla belki swobodnie podpartej, wspó�pracuj�cej z pod�o�em spr��ystym.

S�owa kluczowe: stateczno�	, si�a krytyczna, pod�o�e spr��yste, belka Timoshenki

WST�P

Matematycznym modelem pod�o�a jest relacja mi�dzy obci��eniem pod�o�a (q) 
a przemieszczeniem (w) jego powierzchni (relacja q–w). Wszystkie modele pod�o�a 
mo�emy podzieli	 na modele analogowe (symuluj�ce ugi�cie obci��onej powierzchni 
pod�o�a) i masywu gruntowego (pod�o�e de� niowane jest jako trójwymiarowe kontinu-
um, które opisuje zachowanie si� zalegaj�cych pod fundamentem gruntów). Najprostszy 
z modeli analogowych to model Winklera, zde� niowany za�o�eniem, �e osiadanie do-
wolnego punktu powierzchni pod�o�a jest wprost proporcjonalne do obci��enia w tym 
punkcie. Modelami analogowymi, które lepiej ni� model Winklera opisuj� kszta�ty ugi�	 
obci��onej powierzchni pod�o�a, s� modele dwuparametrowe, które wprowadzaj� nowe 
elementy strukturalne. Do powszechnie znanych zalicza si�: model Fi�onienki-Borodi-
cza, model Hetenyi’ego, model Pasternaka, model �witki-Murawskiego. W przypadku 
modeli masywu gruntowego zale�no�	 q–w uzyskuje si� w ramach analitycznego lub 
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numerycznego rozwi�zania zagadnienia równowagi modelu pod dzia�aniem obci��e-
nia w ma�ym obszarze powierzchni. Klasyczn� podgrup� modeli analogowych masywu 
gruntowego stanowi� modele tzw. pó�przestrzeni spr��ystej, na przyk�ad pó�przestrze
 
Boussinesqa czy Bookera-Davisa-Balaama. Istniej� równie� modele uproszczone, które 
powstaj� na skutek na�o�enia na cia�o spr��yste wi�zów kinematycznych lub kinetycz-
nych. W�ród tego typu modeli pod�o�a do najpopularniejszych zalicza si� model W�asowa 
i model Kolara-Nemeca. Szczegó�owa klasy� kacja modeli pod�o�a zosta�a przedstawio-
na przez Dembickiego i innych [1988] oraz Gryczma
skiego i Jurczyka [1995]. Sposoby 
modelowania przedstawili równie� Jemielita i Szcze�niak [1992].

W pracy poddano analizie stateczno�ci belki kr�pe, spoczywaj�ce na pod�o�u spr��y-
stym. Rozpatrywany jest zmody� kowany analogowy model W�asowa o dwóch parame-
trach podatno�ci pod�o�a spr��ystego: podatno�ci pionowej (kw) oraz poziomej (ku) – ry-
sunek 1a. W warunkach równowagi ró�niczkowego elementu uwzgl�dniony jest wp�yw 
pionowej reakcji pod�o�a, proporcjonalnej do pionowego przemieszczenia � �,wk w x t� , 
oraz reakcji poziomej, proporcjonalnej do poziomego przemieszczenia dolnego w�ókna 
belki i skierowanej przeciwnie � �,k x t��� , przy czym / 2uk k h� � . Model matematyczny 
dwuparametrowego pod�o�a W�asowa dla spoczywaj�cej na nim belki kr�pej mo�emy 
wi�c zapisa	 w postaci: 

� � � � � �
2

, , ,
4w u

hq x t k w x t k x t� � ��� �  (1)

gdzie: h  – wysoko�	 przekroju belki,
��  – ca�kowity u�redniony k�t obrotu przekroju belki.

Rys. 1.  Belka na pod�o�u spr��ystym – a, u�redniony k�t odkszta�cenia postaciowego � �,x t���  – b

Fig. 1.  Beam on elastic fondation – a, average angle of  non-dilatational strain � �,x t���  – b
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W rozwa�aniach uwzgl�dniono równie� wp�yw odkszta�ce
 postaciowych. Za�o�enie 
to prowadzi do wprowadzenia u�rednionego k�ta odkszta�cenia postaciowego � �, ,x t���   
czyli k�ta, o jaki obróci si� p�aski przekrój belki wzgl�dem prostej prostopad�ej do osi 
odkszta�conej (rys. 1b):

� � � � � �,
, ,

w x t
x t x t

x
	

�� � ��
	

�
� �  (2)

Przyj�to nast�puj�ce charakterystyki belki: E – modu� Younga, G – modu� Kirchhof-
fa, A – pole przekroju, J – moment bezw�adno�ci, l – d�ugo�	 belki, S – si�a �ciskaj�ca, 
� – cz�sto�	 drga
 w�asnych, �  wspó�czynnik zale�ny od kszta�tu przekroju, �  g�-
sto�	 materia�u, oraz �  parametr, uwzgl�dniaj�cy wp�yw odkszta�calno�ci postaciowej.

RÓ�NICZKOWE RÓWNANIE RÓWNOWAGI DYNAMICZNEJ (rys. 2)

Przyjmuj�c za�o�enie pod�u�nej nieodkszta�calno�ci oraz niewielkich krzywizn osi 
w kon� guracji aktualnej � �cos 1, sin� 
 � 
 �� � � , równania równowagi dynamicznej in-
� nitezymalnego wycinka belki spoczywaj�cej na pod�o�u spr��ystym, z udzia�em du-
�ych si� osiowych S (rys. 2), zapisane w przemieszczeniach, mo�emy przedstawi	 
w postaci:
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B�dziemy poszukiwa	 rozwi�za
 uk�adu (3). Po wprowadzeniu zmiennej bezwymia-
rowej , 0, 1x l� � ��� � , nieznane uogólnione przemieszczenia � � � �, , ,w t t� � ���  przy-
j�to w postaci:

S

2

S +

dx

2

w

k  wdxw

A
4
h

uk dx

B

x

2

qdxmdx

w
x dx

T
M

2

2

t
wdx

w
x

w
x

T+ T dxx
M + dxM

x

w
x

dx
A

Rys. 2.  Ró�niczkowy wycinek odkszta�conej osi belki
Fig. 2.  Differential sector of deformed beam axis
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Z równa
 równowagi (3) otrzymano ró�niczkowe równanie amplitud ruchu harmo-
nicznego:

� � � �� �IV 4 2 2 2 4 2 4 II 2 4 4 4( ) ( ) 1 ( ) 0w ww w w� �� � � �� � � � �� �� �� � � � � �� � � � � �  (5)

oraz równanie amplitud ca�kowitego u�rednionego k�ta obrotu przekroju belki:
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przy czym:

4 2 2 2 4 2
4 4 4 2 2

2 2
1;  ;  ;  ;  ;  

4 1
w u

w
k l k h l A l Sl EJ
EJ EJ EJ EJ GAl�

�� �� � � � � � � � � � � �
�� �

 (7)

W przypadku analizy stateczno�ci zak�adamy, �e elementy s� niewa�kie (� = 0), wo-
bec czego równanie (5) przyjmie posta	:

� � � � � �IV II2 0w Aw  Bw� � � � � �  (8)

gdzie:

� �2 2 4 2 4 4 2 42 ;   1 ,    > 0w wA B B� �� � � �� �� �� � � � � � �  (9)

Rozwi�zaniem równania ró�niczkowego jednorodnego (8) jest funkcja:

� � 31 2 4
1 2 3 4e e e ekk k kw C C C C�� � �� � � � �  (10)

w której wspó�czynniki ki, i = 1, 2, 3, 4, s� pierwiastkami równania charakterystycznego 
i wynosz�:

2 2
1,2 1 3,4 2;k k k k� $ � $  (11)

gdzie:

2 2 2 2
1 2; ,k A A B k A A B� � � � � � � �  a Ci, i = 1, 2, 3, 4 s� dowolnymi sta�ymi.

 (12)
W zale�no�ci od wzajemnych relacji mi�dzy wspó�czynnikami A i B, opisanymi za-

le�no�ciami (9), pierwiastki (11) mog� by	 liczbami rzeczywistymi, urojonymi lub ze-
spolonymi.
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Analiza otrzymanego rozwi�zania

W uk�adzie wspó�rz�dnych prostok�tnych 2A i B (rys. 3) parabola B = A2 oraz o� 2A 
dziel� p�aszczyzn� 2AB na trzy obszary (parametr B – wzór (9), jest dodatnio okre�lony), 
w których zachodz� nast�puj�ce zale�no�ci mi�dzy wspó�czynnikami:

– obszar I: 2A > 0;  0 < B < A2,
– obszar II: B > A2,
– obszar III: 2A < 0; 0 < B < A2.
Ponadto mo�emy wyodr�bni	 granice poszczególnych obszarów, na których zacho-

dz� nast�puj�ce zale�no�ci:
– granica obszarów I–II: 2A > 0;  B = A2,
– granica obszarów II–III: 2A < 0; B = A2.
Tak interpretowany rysunek 3 jest obszarem geometrycznym wszystkich mo�liwych 

przypadków warto�ci i wzajemnych stosunków wspó�czynników równania (8). 

Na podstawie zale�no�ci (9), bior�c pod uwag�, �e wspó�czynniki podatno�ci pod�o�a 
(ku i kw) oraz parametr �, okre�laj�cy odkszta�calno�	 postaciow�, s� wielko�ciami nie-
ujemnymi, mo�na stwierdzi	, �e:

– je�eli wspó�czynniki A i B spe�niaj� warunki dla obszaru I, wówczas mamy do czy-
nienia z analiz� stateczno�ci belki Timoshenki wspó�pracuj�cej z pod�o�em spr��ystym,

– w przypadku elementów poddanych dzia�aniu si� rozci�gaj�cych wspó�czynniki A i 
B spe�niaj� nierówno�ci charakteryzuj�ce obszar III,

– spe�nienie warunków charakteryzuj�cych obszar II wyst�pi wówczas, gdy belki kr�-
pe spoczywaj�ce na pod�o�u spr��ystym b�d� poddane analizie statycznej.

Rozwi�zanie równania (8) w obszarach I i III

W przypadku gdy wspó�czynniki 2A i B przyjmuj� warto�ci z obszaru I, wspó�czynni-
ki 2 2

1 2 i k k  s� liczbami rzeczywistymi ujemnymi, a wi�c pierwiastki k1,2 i k3,4 maj� warto-
�ci urojone, natomiast w obszarze III 2 2

1 2 i k k  s� liczbami rzeczywistymi dodatnimi, st�d 
k1,2 i k3,4 maj� warto�ci rzeczywiste. Dla obu przypadków ca�k� ogóln� (10) doprowadzi	 
mo�na do postaci, w której argumenty s� liczbami rzeczywistymi:

– obszar I

� � 1 1 2 1 3 1 4 1cos sin cos sinw C p C p C m C m� � � � � � � � �  (13)

Rys. 3.  Podzia� p�aszczyzny 2AB na obszary
Fig. 3.  Division of 2AB plane in free areas
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gdzie:

2 2
1 1;p A B A m A B A� � � � � � �  (14)

– obszar III

� � 1 3 2 3 3 3 4 3cosh sinh cosh sinhw C p C p C m C m� � � � � � � � �  (15)

gdzie:

2 2
3 3;p A B A m A B A� � � � � � �  (16)

Je�eli uwzgl�dnimy zwi�zki mi�dzy parametrami pi i mi oraz odpowiednie zale�no�ci 
trygonometryczne, to ca�k� ogóln� (10) w obszarach I i III mo�emy zapisa	 ostatecznie 
w jednej postaci:

� � 1 2 3 4cosh sinh cos sinw C p C p C m C m� � � � � � � � �  (17)

Podstawiaj�c odpowiednie pochodne funkcji (17) do wzoru (6), dostajemy wzór na 
ca�kowity u�redniony k�t obrotu przekroju belki:

� � % &1 2 3 4
1 sinh cosh sin cosC D p C D p C H m C H m
l

� � � � � � � � � �  (18)

gdzie:
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p A B A m A B A D ep dp H em dm

e d
� �

� � � � � � � � � �

�� � � �� �
� �

� � � � � �

 (19)

Rozwi�zanie równania (8) w obszarze II

W przypadku gdy wspó�czynniki 2A i B ��przyjmuj� warto�ci z obszaru II, wspó�czyn-
nik 2

1k  i 2
2k  s� liczbami zespolonymi, wi�c pierwiastki k1,2 i k3,4 s� równie� liczbami 

zespolonymi postaci:

4 4
1,2 3,4

1 1 1 1cos sin ; cos sin
2 2 2 2

k B i k B i�  � � $ '� ' � $ '� '� � � �� � � �
 (20)

gdzie � – argument liczby zespolonej, przy czym:

cos A
B

' � �  (21)
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tak wi�c ca�ka ogólna (10) b�dzie mia�a posta	:

� � 1 2 2 2 2 2

3 2 2 4 2 2

cosh cos cosh sin
 sinh cos sinh sin

w C p m C p m
C p m C p m
� � � � � � � �

� � � � � �
 (22)

gdzie:

4 4
2 2

1 1cos ; sin
2 2 2 2

B A B Ap B m B� �� ' � � ' �  (23)

�CIS�A MACIERZ SZTYWNO�CI BELKI KR�PEJ UWZGL�DNIAJ�CA 
WSPÓ�PRAC� Z POD�O�EM SPR��YSTYM (rys. 4)

Rozwi�zuj�c odpowiednie zagadnienie brzegowe przy wymuszonych przemieszcze-
niach w�z�owych, otrzymamy formalnie �cis�� macierz sztywno�ci II rz�du dla podsta-
wowego elementu (rys. 4), uwzgl�dniaj�c� wspó�prac� belki ze spr��ystym pod�o�em. 
W tym celu korzystamy z funkcji ugi�cia (17) i wzoru na u�redniony k�t obrotu przekroju 
(18). Wyst�puj�ce w tych wzorach sta�e Ci s� wyznaczane z warunków brzegowych:

( 0) ;  ( 0) ;  ( 1) ;  ( 1)i i j jw w w w� � � � � � � � � � � � � � � �  (24)

które prowadz� do uk�adu czterech równa
:
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( )( )( )� �( )" # " # " #

 (25)

Znaj�c rozk�ad si� przekrojowych w elemencie:

� � � �

� � � � � �

I

I

EJM
l

GAT w l
l

� � � � �

 !� � � �� �" #�

 (26)

Rys. 4.  Podstawowy element belkowy
Fig. 4.  The basic beam element
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mo�emy okre�li	 si�y przyw�z�owe (rys. 4):

� � � � � � � �0 ; 0 ; 1 ; 1i i j jW W M W W M� � � � + � � � � � � + � � � �  (27)

Poniewa� belka jest �ciskana si�� osiow� (S), wi�c zgodnie ze schematem z rysunku 2 
oraz za�o�eniem ma�ych przemieszcze
 si�� o kierunku prostopad�ym do nieodkszta�co-
nej osi belki zapiszemy w postaci:

� � � � � �I
3 2

1 1EJW w l
l

 !
� � � �� �( )� �" #

 (28)

De� nicje (27) pozwalaj� na zapisanie zwi�zków mi�dzy wielko�ciami geometryczny-
mi a wielko�ciami statycznymi w nast�puj�cej postaci macierzowej:

R = K · r (29)

gdzie: r – wektor przemieszcze
 przekrojów skrajnych, r = {wi, �i, wj, �j},
R – wektor si� przyw�z�owych, R = {Wi, �i, Wj, �j},
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� � � �2 22 1 cosh cos sinh sin ,L DH p m D H p m� � � �

� �1 ( ) cosh sin sinh cos ,F Dp Hm D p m H p m� � �

� �2 ( ) sinh sin ,F Dp Hm H p D m� � �

� �� � � �3 cosh cos 1 sinh sin ,F DH Dp Hm p m Dm Hp p m� � � � � !" #
  (31)

� �4 ( ) cosh cos ,F DH Dp Hm p m� � �

� �5 ( ) sinh cos cosh sin ,F DH Dp Hm H p m D p m� � �

� �6 ( ) sinh sinF DH Dp Hm D p H m� � �    

gdzie wielko�ci D, H, p i m okre�laj� wzory (19).
Macierz sztywno�ci (30) mo�e s�u�y	 do �cis�ej analizy belki Timoshenki spoczywa-

j�cej na spr��ystym pod�o�u. Sformu�owanie to jest k�opotliwe rachunkowo z uwagi na 
uwik�anie funkcje parametrów zadania. Dokonuj�c rozwini�cia �cis�ej (w ramach przyj�-
tych za�o�e
) macierzy sztywno�ci (30) w szeregi pot�gowe wzgl�dem parametrów opi-

                                                                     (30)
– �cis�a macierz sztywno�ci belki Timoshenki 

poddanej dzia�aniu si�y �ciskaj�cej i wspó�-
pracuj�cej z pod�o�em spr��ystym, przy 
czym:
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suj�cych w�a�ciwo�ci pod�o�a (�w i ��) oraz wzgl�dem parametru opisuj�cego intensyw-
no�	 obci��enia �ciskaj�cego (�), otrzymamy odpowiednio: macierz sztywno�ci liniowej 
(K), macierz sztywno�ci geometrycznej (KG) oraz macierze spr��ystego pod�o�a zwi�za-
ne odpowiednio: z translacj� elementu (wp�yw podatno�ci pionowej pod�o�a spr��yste-
go) Kw i z obrotem elementu (wp�yw podatno�ci poziomej pod�o�a spr��ystego) K�:

w
GS �� � � �K K K K K  (32)

gdzie:
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Pozosta�e wyrazy rozwini�cia przedstawiaj� samozrównowa�one uk�ady reakcji w�-
z�owych o silnie malej�cych warto�ciach i mog� by	 pomini�te. Wymienione macierze 
mo�na uzyska	, aproksymuj�c pola przemieszcze
 � zycznymi funkcjami kszta�tu (tzn. 
funkcjami, które opisuj� stan przemieszczenia elementu sko
czonego spowodowany 
jednostkowymi przemieszczeniami w�z�ów oraz które zale�� od parametrów � zycznych 
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i geometrycznych elementu – s� to kombinacje odpowiednich wielomianów Hermite’a). 
Macierze te zawieraj� cz�ony korekcyjne, wyra�aj�ce wp�yw odkszta�calno�ci posta-
ciowej na warto�ci si� w�z�owych spowodowanych jednostkowymi przemieszczeniami 
w�z�owymi. Tym samym wyja�niony zosta� zwi�zek mi�dzy przybli�onym podej�ciem 
sko
czenie elementowym a �cis�� liniow� analiz� stateczno�ci. Dysponuj�c wyznaczony-
mi macierzami, mo�na przeprowadza	 analiz� stateczno�ci uk�adów na pod�o�u spr��y-
stym wed�ug algorytmu klasycznej metody przemieszcze
 lub w uj�ciu MES. 

SI�A KRYTYCZNA BELKI SWOBODNIE PODPARTEJ

Stateczno�	 (lub jej brak) okre�lonego po�o�enia równowagi zwi�zana jest w istot-
ny sposób z intensywno�ci� danego rodzaju obci��enia zewn�trznego. Przej�cie ze stanu 
równowagi statecznej do niestatecznej uwarunkowane jest obci��eniem pewn� warto�ci� 
obci��enia Skr, nazywan� si�� krytyczn�. Jest to najmniejsza warto�	, która utrzymuje ele-
ment w odkszta�conej postaci równowagi. W przypadku wyboczenia funkcja ugi�cia bel-
ki wyra�ona jest wzorem (13), a warunkiem na to, aby opisywa�a ona równanie wygi�tej 
osi, jest spe�nienie odpowiednich warunków brzegowych. Dla belki swobodnie podpartej 
warunki brzegowe, dotycz�ce ugi�cia i momentów zginaj�cych na ko
cach elementu:

( 0) 0;   ( 0) 0;   ( 1) 0;   ( 1) 0w M w M� � � � � � � � � � � �  (33)

prowadz� do uk�adu jednorodnych równa
 na sta�e ca�kowania:

1

2

3

4

1 0 1 0 0
0 0 0

cosh sinh cos sin 0
cosh sinh cos sin 0

C
CDk Hm
Ck k m m
CDk k Dk k Hm m Hm m

 ! !  !
( )( ) ( )� ( )( ) ( )* �
( )( ) ( )
( )( ) ( )� �" # " #" #

 (34)

Warunkiem istnienia niezerowych rozwi�za
 jest zerowanie si� wyznacznika podsta-
wowego uk�adu (34), co prowadzi do równania:

2sin sinh ( ) 0m k Hm Dk� � �  (35)

którego spe�nienie jest warunkiem bifurkacji stanu równowagi rozwa�anego elementu. 
Równanie ma rozwi�zania dla:

m = n�, gdzie n = 1, 2, 3... (36)

sk�d, po wykorzystaniu zale�no�ci (19) oraz dokonaniu odpowiednich przekszta�ce
, 
otrzymamy wzór na si�� krytyczn� �ciskanej belki kr�pej, spoczywaj�cej na pod�o�u 
spr��ystym: 

� �
2 2

kr 2 2 22 21
c d n EJS

n ld n

 !� ,( )� �
( ), � � � ," #

 (37)
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Na postawie wzoru (37) dla dowolnych charakterystyk belki oraz pod�o�a spr��yste-
go wyznaczy	 mo�na warto�ci si�y krytycznej.

PRZYK�ADY 

W celu ilustracji rozwa�anego problemu przyj�te zosta�y nast�puj�ce dane: E = 31 GPa, 
� = 0,2, 	 = 1,2, l = 6 m, b = 0,5 m, kw = 49,05 MN·m–3, ku = 11,77 MN·m–3, h = 0,6–2,2 m.

Na rysunku 5a pokazany zosta� wp�yw zadanego pod�o�a spr��ystego na warto�ci 
krytyczne belki, wyznaczone na podstawie wzoru (37), w zale�no�ci od 
 (parametr za-
le�ny od smuk�o�ci, wspó�czynnika Poissona oraz rodzaju przekroju, im wi�kszy, tym 
mniejsza smuk�o�	). W przypadku belki, dla której mogliby�my zastosowa	 teori� Ber-
noulliego (
�= 0,0016), wp�yw spr��ystego pod�o�a jest znaczny, bowiem ró�nica wynosi 
67%, natomiast dla 
�= 0,0267 ró�nica wynosi 4%. Tak wi�c mo�emy wnioskowa	, �e 
wp�yw pod�o�a spr��ystego jest du�y w przypadku belek o wi�kszej smuk�o�ci, a maleje 
wraz ze zmniejszaniem si� smuk�o�ci belek, czyli wzrastaniem parametru 
. 
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Rys. 5.  �cis�e warto�ci krytyczne obci��e
 dla belki swobodnie podpartej
Fig. 5.  The critical values of loads for the simply-supported beam
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W celu uzasadnienia zastosowania do analizy elementów kr�pych teorii uwzgl�dnia-
j�cej odkszta�calno�	 postaciow� przekrojów na rysunku 5b przedstawiono krytyczne 
warto�ci obci��enia dla belki wspó�pracuj�cej z pod�o�em spr��ystym przy zastosowaniu 
teorii Bernoulliego (bez uwzgl�dnienia odkszta�calno�ci postaciowej przekrojów) oraz 
teorii Timoshenki. B��d oblicze
 wzrasta wraz ze wzrostem parametru 
 (0,5–25%). 

Na rysunku 6 przedstawione zosta�y warto�ci pierwszej si�y krytycznej dla belki swo-
bodnie podpartej w zale�no�ci od 
. Podany zosta� wynik �cis�y obliczony na podstawie 
wzoru (37) oraz wyniki przybli�one otrzymane przy wykorzystaniu macierzy elementu 
sko
czonego (32). Obliczenia wykonano w programie Mathematica. Przy czym, przy 
wykorzystaniu formalizmu MES, okre�lamy odpowied� belki Timoshenki spoczywaj�cej 
na spr��ystym pod�o�u w sposób przybli�ony. Zadanie jest zlinearyzowane w odniesieniu 
do formalnie �cis�ej macierzy (30) i wymaga zag�szczania siatki podzia�u w celu otrzy-
mania dok�adniejszych wyników. 

WNIOSKI

1. Wp�yw pod�o�a spr��ystego na krytyczne warto�ci obci��e
 maleje wraz za zmniej-
szaniem si� smuk�o�ci belek, czyli wzrostem parametru 
.

2. W analizie stateczno�ci belki kr�pej wspó�pracuj�cej z pod�o�em spr��ystym nale-
�y stosowa	 teori� uwzgl�dniaj�c� odkszta�calno�	 postaciow�.

3. Wykorzystuj�c macierze elementu sko
czonego – wzór (32), do wyznaczania kry-
tycznych warto�ci obci��enia, mo�na zauwa�y	, �e zbie�no�	 do wyniku �cis�ego, obli-
czonego na podstawie wzoru (37), jest tym lepsza, im mniejszy parametr 
.

Rys. 6.  Warto�ci krytyczne obci��e
: �cis�e i przybli�one
Fig. 6.  The critical values of loads: exact and approximate
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THE STABILITY ANALYSIS OF TIMOSHENKO BEAM ON ELASTIC 
FOUNDATION

Abstract. The paper presents the analysis of Timoshenko beam on two-parameter elastic 
foundation. The differential equation for dynamic equilibrium of beam compressed by con-
servative axial force has been derived and its solution has been analyzed depending on 
mutual relationships between its coef� cients. The exact stiffness matrix of the basic beam 
element has been derived formally, and by the power series expansion of this matrix in rela-
tion to the arguments of the functions occuring in it the stiffness matrix of working element 
with elastic foundation and constant axial force has been determined. It has been demon-
strated that the FEM matrices obtained with the use of so-called physical shape functions 
are the linear approximation of the formally exact matrix. In addition, a formula for critical 
force is found for the case of free supported beam on elastic foundation.

Key words: stability, critical force, elastic foundation, Timoshenko beam
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