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O PEWNEJ METODZIE OBLICZANIA PIERWSZEJ
CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH SEUPOW STALOWYCH
W KSZTALCIE WYDRAZONEGO SCIETEGO STOZKA

Jacek Jaworski
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wyprowadzono wzory na pierwszg czesto$¢ drgan wiasnych (gigt-
nych) stalowego stupa w ksztalcie wydrazonego scigtego stozka (rury stozkowej) o zmien-
nej grubosci $cianki. Zastosowano pewien przyblizony sposéb wyznaczania okresu drgan
wiasnych stupa lub innej konstrukcji typu wiezowego. Uzyskane rozwigzanie zawiera cat-
ki, dla ktérych nie jest znane rozwiazanie ogolne, konieczne jest ich obliczenie numerycz-
ne. Rozwigzano takze przypadek rury stozkowej o statej grubosci $cianki.

Stowa kluczowe: stup stalowy, okres drgan wlasnych, pierwsza czgsto$é drgan whasnych

WSTEP

Obliczanie pierwszej czgstosci drgan wihasnych (gietnych) konstrukcji wiezowych
(utwierdzonych w podstawie pretow wspornikowych: wiez, stupow, kominéw) wynika
najczesciej z koniecznoscei oszacowania podatnosci konstrukceji na oddziatywanie pory-
wow wiatru. Powszechne zastosowanie w tych obliczeniach znalazty programy kompu-
terowe, wykorzystujace metode elementéw skonczonych, ktére umozliwiaja przeprowa-
dzenie analizy modalnej i okreslenie czestosci drgan wlasnych konstrukcji. Inne sposoby
postepowania dla roéznie uksztalttowanych konstrukcji wiezowych podane sg w normie
PN-77/B-02011.

METODA OBLICZEN

Jedna z przyblizonych metod obliczania pierwszej czestosci drgan wiasnych kon-
strukcji wiezowych, podana na przyktad w tablicy Z2-2 normy PN-77/B-02011, polega
na podziale stupa na pewna liczb¢ mas skupionych, okresleniu ugigcia stupa na wysoko-
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4 J. Jaworski

$ci kazdej z mas (pod dziataniem jednostkowej sity poziomej przytozonej do wierzchotka
shupa) i obliczeniu okresu drgan zgodnie z pierwsza forma wzoru (1). Korzystajac z tego,
ze dla stupow (takze niektorych wiez, kominow) o regularnych ksztattach, wykonanych
z materialow sprezystych o statej gestosci, moment bezwtadnosci przekroju poprzeczne-
go i ugigcie mozna wyrazi¢ funkcjami ciagtymi, sumowanie moze by¢ zastgpione catko-
waniem, jak podano w drugiej formie wzoru (1):

H
[ 12 oM ()
0 (1)

h

gdzie: T — okres drgan,
M; — wielkos¢ i-tej masy skupionej,
f; — przemieszczenie stlupa na wysokosci i-tej masy pod dziataniem sity P=1,
f1 — przemieszczenie wierzchotka stupa pod dziataniem sity P =1,
fix) — przemieszczenie shupa pod dziataniem sity P = 1 na wysokosci okreslonej
przez wspotrzedna x,
H — wysoko$¢ stupa.

Taka metoda postepowania dla stupow o statym przekroju walcowym jest powszech-
nie znana. Jej zaleta jest brak niedoktadnosci zwiazanej z przyjeciem skonczonej liczby
mas skupionych, a ograniczeniem — mozliwos¢ obliczenia tylko pierwszej czgstosci drgan
wiasnych (gigtnych). Podstawowa wada jest uproszczenie, polegajace na arbitralnym
przyjeciu ksztaltu drgan w postaci linii ugigcia. Inne uproszczenia tej metody omowiono
na przyktad w pracach Awrejcewicza i Kryski [2000] oraz Bijaka-Zochowskiego i innych
[2006]. Obszerne poréwnanie wynikdéw obliczen pierwszej czgstosci drgan wiasnych stu-
pa o przekroju walcowym tg i innymi metodami uproszczonymi znalez¢é mozna w pracy
Dylaga i innych [2000].

Zastosowanie tego sposobu postepowania dla stupéw w ksztalcie Scigtego stozka
(pelnego) doprowadzito do wyprowadzenia prostego wzoru na obliczenie okresu drgan
[Jaworski i in. 2009a]. Uzyskane rozwiazanie mozna tez tatwo dostosowac do stupow
w ksztalcie ostrostupdéw prawidlowych, a takze pewnego przypadku szczegélnego stu-
péw wydrazonych, kiedy tworzace stozka zewngtrznego i wewnetrznego przecinajg sie
na osi stozka w jednym punkcie. Poréwnanie wynikow z innymi metodami [Jaworski i in.
2009b] pokazato, ze otrzymano zblizone wartosci okresow drgan dla stupow w ksztalcie
$cigtych stozkow o matych i srednich zbieznosciach stozka i znacznie rézniace si¢ warto-
$ci okresow drgan dla stupéw o duzych zbieznosciach stozka.

W niniejszej pracy zastosowano opisana metod¢ postgpowania do przypadku shupa
w ksztalcie wydrazonego $cigtego stozka (rury stozkowej o zmiennej grubosci $cianki).
Wyprowadzono wzory na okres drgan takiego stupa. Rozpatrzono tez wazny, z prak-
tycznego punktu widzenia, przypadek stupa w ksztalcie $cietego stozka, wykonanego
z blachy o statej grubosci, czyli rury stozkowej o zmiennym przekroju i statej grubosci
$cianki.
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O pewnej metodzie obliczania pierwszej czestosci drgan... 5

SLUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ O ZMIENNEJ GRUBOSCI
SCIANKI

Przy wyprowadzeniu wzordw wykorzystujemy schemat budowy stupa i oznaczenia
przedstawione na rysunku 1. Przez n, m i o. 0znaczono odpowiednio stosunki srednic:
_ D dj dp

D, 2); m= Z A3 o= 4)

n

Rys. 1. Schemat do obliczen okresu drgan wilasnych dla rury stozkowej o zmiennej grubosci
$cianki: x — 0§ wspodtrzednych, H — wysoko$¢, L, / — odlegtosci wierzcholka stupa od
punktéw przecigcia tworzacych stozka zewngtrznego i wewngetrznego z osig stupa, D,
Dy, Dy, d, d,, dy,— zewngtrzne i wewngtrzne Srednice przy wierzchotku, dla wspotrzedne;j
x iprzy podstawie, P — sita poprzeczna, 1 — sita jednostkowa, k — odlegto$¢ od wierzchot-
ka do punktu przytozenia sily jednostkowe;j, f; — ugigcie wierzcholka stupa, f; — ugiecia
stupa na wysokosci okreslonej przez odlegtos¢ k, dx — elementarna dtugos¢, dM — ele-
mentarna masa

Fig. 1. Scheme for calculations of natural period for tube shaped like a cone with variable wall
thickness: x — coordinate axe, H — height, L, / — distances between the head of column and
points of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone axis,
D,, Dy, Dy, d,,, d,, di, — external and internal diameters at head, for coordinate x and at foot-
ing, P — transverse force, 1 — unit force, k — distance between the head of column and the
point of application of the unit force, f; — deflection at the head of column, f; — deflection at
the point defined by a distance k, dx — infinitesimal length, dM — infinitesimal mass
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6 J. Jaworski

gdzie: D — $rednica zewngtrzna rury przy podstawie stupa,
D,, — srednica zewngtrzna rury przy wierzchotku stupa,

d), — $rednica wewngtrzna rury przy podstawie stupa,

d, — $rednica wewngtrzna rury przy wierzchotku stupa.
Odlegtosci L i od wierzchotka shupa do punktu przecigcia tworzacych stozka zewnetrz-

nego i wewnetrznego z osia stozka moga by¢ okreslone w funkcji wysokosci stupa (H):

L:H—P:i; I=H p__ 7 ®)
n-1

zewnetrzng za$ i wewnetrzng srednicg na wysokosci okre$lonej przez wspotrzedna
x mozna wyrazi¢ jako:

D d
D, =7’”(x+L); dy =7’”(x+l> (6)

Masa elementarna (masa plastra o grubosci dx usytuowanego na wysokosci okreslonej
przez wspotrzedna x) jest zalezna od gestosci materiatu (p) i mozna ja okresli¢ wzorem:

2

D
dM = dx = p—pz[(n—l)z(x+L)2 —az(m—l)z(xw)z]dx 7
4H

22
n(Dx — dx )
p—
Wprowadzajac dla skrécenia zapisu dalszych wzoréw oznaczenia:
a=n-1 (8); b=am-1) ) c=m-1L (10); d=o(m—-1)I (11)
mas¢ elementarng mozemy wyrazi¢ jako:

2

D
dM = pﬁi[(a2 —b2)x? + 2(ac - bd)x + (¢ —dz)de (12)
4 H?

Moment bezwladnosci przekroju poprzecznego shupa mozna okresli¢, jak nastepuje:

4 4 4
_mDi—dp) Dy (=1 et )~ =1 e ) (13)

J
) 64 64

Ugigcie swobodnego (gérnego) konca stupa pod dziataniem przytozonej poziomo do
wierzchotka silty P =1 obliczy¢ mozna metoda Maxwella-Mohra jako:

Acta Sci. Pol.
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64H4

x%dx

_’]’ Py 6aH* T I
h - 4
o B/ mED," |

(n— 1) (x+L)

j Ky (x)dx

—o2(m-D*x+1)* TcED 4

(14)

Ugiecia na jednostke sity w odleglosci k& od wierzchotka shupa (0 < k < H) moz-
na natomiast okresli¢, przyktadajac site P = 1 do wierzchotka stupa, a sit¢ jednostkowa
w punkcie odlegtym o k od wierzchotka (& jest tu traktowane jak wielko$¢ stala):

fi= j x(x k) 64H

EJ(x) nEDp

JK2<x>dx k j Ki(x)ds (15)

k

Okreslone ponizej wyrazenia K;(x) i K,(x) mozna przeksztatci¢ do innej, wygodniej-

szej do catkowania postaci:

Ki(x)= o = - +
-+ —atm-D*x+n*  (@a=b)x+(c—d) (16)
o Bx+vy
(a+b)x+(c+d) (a® +b2)x? +(2ac +2bd)x +(c* +d?)
K ()C)= x2 =K (x)x:L.,.
2 =D+ D ot m=Dr e+t (a=b)x+(c—d) 17

Ay X

Bx +vx

(a+b)x+(c+d) (a® +b*)x* + (2ac +2bd)x + (> +d*)

gdzie a, b, ¢, d— jak we wzorach (8-11), a oy, o, B, y oraz 4, B, C, D okreslone zostaty

zaleznos$ciami (18) i (19):

D
o =——;
AB-CD
B=—o a® +b? —a a2+b2.
! a—>b 2 a+b ’
a* +b?

A=(a-b)2ac+2bd)—
a+

612 +b
B=(c+d)2ac+2bd)-
a—

B
Oy =———
AB—-CD (18)
2 +d? S +d?
=0y -2
c—d c+d
+d2
(a b)(c+d)— (a b)(a+b)
(19)
2 2
—dYc+d)-E +Z (a—b)(c+d)
c—
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8 J. Jaworski

2 2 2 2
C = (a+b)2ac+2bd) - (@ byc-d) = (a—bya+b)
a—b C—d (19)
2 2 2 2
D= (c—d)2ac+2bd) - c—aye+ dy- L (b -a)
a+b c+d

W powyzszych wyrazeniach mianowniki musza by¢ rézne od zera, co niesie ze sobg
nastgpujace ograniczenia:

1) n—1#0, z czego wynika, ze Dy # D,, a wigc powierzchnia zewngtrzna stupa nie
moze by¢ walcem, czyli przypadek walca nie jest przypadkiem szczegdlnym tego
rozwiazania,

2) m—1#0,zczego wynika, ze dj # d),, a wigc powierzchnia wewngtrzna nie moze by¢
walcowa,

3) a—-b#0, co prowadzi do warunku, ze g # g,, @ Wigc grubos¢ scianki nie moze by¢
stata i dlatego przypadek stupa w ksztalcie rury stozkowej z blachy o statej grubosci
nie jest przypadkiem szczegolnym tego rozwiazania i jest analizowany oddzielnie,

4) ¢—d+#0, coprowadzi do warunku, ze D, # d,,, a wigc grubos¢ Scianki przy wierzchot-
ku stupa (g,,) nie moze by¢ réwna zero.

Ponadto trzeba dodac, ze wzory zostaly wyprowadzone dla stupa, ktérego grubosé
$cianki 1 $rednica zewngtrzna przy podstawie sa wigksze niz przy wierzchotku jak na
rysunku 1.

Korzystajac z tablic wzoréw matematycznych [Spiegel i Abellanas 1991], obliczono
catke z K,(x) w granicach od 0 do H:

H
J‘Kz(x)dxz(i_F&jH_a c—d ln(a—b)H+(c—d)+
0

a-b a+b 1(a—b)2 c—d
o, c+d2 ln(a+b)H+(c+d)+ 2BH2+
(a+Db) c+d a”+b
v g actbd | (@’ +07)H? +2ac+bd)H +(P +d?) | (20)
2a* +b%) (@ +b*)? ¢ +d?

(a®> +b*)*(ad-bc)  (a* +b>)(ad —bc)

J{ Wac+bdy? P +d*)+y(ac +bd)}<

2,42
(a”+b )H+(ac+bd)—arctgac+bd _F
ad —bc ad —bc

X {arctg

Oznaczajac wynik catkowania przez F; (20), ugiecie wierzcholka shupa mozna wy-
razi¢ jako:

64 6AH*
== [K(0dr=—"7F @1
TEEDp 0 TCEDp
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Analogicznie, catkujac Ki(x) i K»(x) w granicach od k do H, otrzymamy wyrazenia
podane we wzorach (22) i (23):

H
oy ln(a—b)H+(c—aI)+ oy ln(a+b)H+(c+al)+

IKl(x)dx=
4 a-b (a-bk+(c-d) a+b (a+bk+(c+d)

. B ln(a2+b2)H2+2(ac+bd)H+(c2+d2)+ @)
2@*+b%) (@ +bH)k? +2(ac+bd)k + (¢ +d?)

2 2 2 2
i y- B(ac+bd) 1 arctg (a“+b )H+(ac+bd)_arctg (a” +b")k+(ac+bd)
a2 +b2 Jad—bc ad —bc ad —bc

H
.[K2(x)dx=(i_&j( _k)_al(c_d)ln(a—b)H+(c+d)+
k a—b a+b (a_b)z (a—b)k+(c—d)

_0L2(c+a’)ln (a+b)H+(c+d)+[3(H—k)+
(a+b)*>  (a+bk+(c+d) 4* +b?

J{ Y B(ac+bd)}n (a® +bH)H? +2(ac+bd)H +(c* +d*)

2a® +b%) @+ | (@ +bP)k? +2(ac+bd)k +(c* +d?) (23)

{ 2Plac+bd)® B +dP)+ y(ac+bd)JX

(@ +b*)*(ad-bc)  (a* +b)(ad —bc)

2 2 2 2
(@ +BDH +(actbd) (@ 4D )k+(ac+bd):|

X| arctg
ad —bc ad —bc

Jesli teraz do wzoru (15) wstawimy wyniki catkowania (22) i (23) oraz gdy staly pa-
rametr k zostanie zastapiony przez zmienna x, to wyrazenie na ugigcie shupa na dowolnej
wysoko$ci moze zostaé zapisane w nastgpujacej postaci:

4
0= R 4)

ey,

gdzie F(x) oznacza wyrazenie:

Fz(x)Z[i— ) :|(H—x)—0(1 C—d2+ X 1n(a—b)H+(C—d)+
a-b a+b (a—b)= a-b (a=b)x+(c—4d)

(a+b)*> a+b| (a+tb)x+(c+d) 4% +p?

{ v-Bx B(ac+bd)}n (¢> +6")H? +2ac+bd)H +( +d”) |

—Oﬂz{ c+d L }1n(a+b)H+(c+d)+ H—x

2a*+6%) (@ +b62)? | (@ +b5°)x% +2(ac+bd)x+(c? +d?)
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10 J. Jaworski

{ Blac+bd)’  Br-y)ac+bd)-B(’ +d?) 1)(

(a* +b%)?(ad - be) (a* +b*)(ad —bc) ad —be 05

2,12 2,2
«| arctg (a”+b )H+(ac+bd)—arctg (a® +b")x+(ac+bd)
ad —bc ad —bc

Druga forma wzoru (1) na okres drgan stupa w ksztalcie rury stozkowej przyjmuje
wigc postac:

2 H
T=2n 16921 \/ szz(x)[(a2 —b2)x? +2(ac —bd)x +(c? —dz)de (26)
ED *F,
p 1 Y0

Nie jest znane rozwigzanie ogdlne catki wystgpujacej pod pierwiastkiem we wzorze
(26). Wynikajace stad konsekwencje zostang omowione doktadniej w dalszym rozdziale
tej pracy.

SLUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ O STALEJ GRUBOSCI SCIANKI

Rozwigzanie jest analogiczne do przedstawionego w poprzednim rozdziale przypad-
ku ogolnego — schemat budowy stupa i podstawowe oznaczenia zamieszczono na ry-
sunku 2. Przez ¢ oznaczono rzut poziomy grubosci $cianki (g), a zwiazek migdzy tymi
wielko$ciami jest nastgpujacy:

J4H? (D, - D)
= 2H

Po oznaczeniu stosunku $rednic przez n, jak we wzorze (2), odlegtos¢ L moze by¢ wy-
razona jak we wzorze (5). Srednice — zewngtrzng 1 wewngtrzna, na wysokosci okreslone;j
przez wspotrzedng x mozna wyrazi¢ jako:

27

Dy-D, D,
=——xtD,=—Fx+D,  (28) d, =D, -2t 29)

X

Masg¢ elementarng na wysokosci okreslonej przez wspotrzedna x okreslono réwna-
niem:

D
dM:pg[D)%—dg}dx=pnt|:7px+(Dp—t):|dx (30)

a wyrazenie na moment bezwladnosci moze zostaé przeksztatcone do réznych postaci,
na przyktad:

Acta Sci. Pol.
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Schemat do obliczen okresu drgan wiasnych dla rury stozkowej o statej grubosci $cianki:
x — 0§ wspotrzednych, H — wysokos$¢, L, [ — odleglosci wierzchotka stupa od punktow
przecigeia tworzacych stozka zewngtrznego i wewngtrznego z osia stupa, D), Dy, Dy, d),,
dy, d; — zewnetrzne i wewngtrzne srednice przy wierzchotku, dla wspoétrzednej x 1 przy
podstawie, P — sita poprzeczna, 1 — sita jednostkowa, k£ — odlegtos¢ od wierzchotka do
punktu przylozenia sity jednostkowej, f; — ugigcie wierzcholka stupa, f; — ugigcia stupa
na wysokosci okreslonej przez odleglos¢ k, dx — elementarna dtugos¢, dM — elementarna
masa, g — grubos¢ $cianki, # — rzut poziomy grubosci $cianki

Scheme for calculations of natural period for tube shaped like a cone with constant wall
thickness: x — coordinate axe, H — height, L, / — distances between the head of column
and points of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone
axis, D), Dy, Dy, d,,, d, di — external and internal diameters at head, for coordinate x and
at footing, P — transverse force, 1 — unit force, k£ — distance between the head of column
and the point of application of the unit force, f; — deflection at the head of column, f; — de-
flection at the point defined by a distance &, dx — infinitesimal length, dM — infinitesimal
mass, g — thickness of wall, # — horizontal projection of wall thickness

D -D
p
TX+(DP —Z)i|><

€2))

2
D, -D
2 k 2 2
- J X +2Tp(Dp—t)x+(Dp —2D 1 +21%)
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12 J. Jaworski

Ugiecie swobodnego (gérnego) konca stupa pod dziataniem przytozonej poziomo do
wierzcholka sity P =1 okreslono metoda Maxwella-Mohra:

Hx dx 8

f:
lé[EJ

j K5 (x)dx (32)
a wystepujaca we wzorze (32) funkcja K3(x) moze by¢, jak pokazano nizej, przeksztalco-
na do wygodniejszej do catkowania postaci:

x2

K3(X)= =
2
Dy -D, Dy-D, 2 Di-D, 2 2
Tx+(Dp—t):| M x“+2 (Dp —0)x+(D," =2D 1 +2%)

H H

Dk—Dp 2 2
| (Dp_,)Z 7 Dy, (D), =2)x+ (D, —1)(D,,” 2Dt +2t7)

2 | D -D 2
DD k —Dp D,-D D, -D
)4 2| ———Fx+(D, -t k P 2 k r 2 2
[ o ] t H Dp=1) [Tj 42 (D, ~0)x+ (D, = 2Dt +24%)

(33)

Wykonujac catkowania analogicznie do przedstawionych w poprzednim rozdziale,
wynik obliczenia mozemy zapisa¢ jako:

8 B
=_ B (34)
J Ko nEl (Dy—D,)t ek

gdzie F73 jest nastgpujacym wyrazeniem:

2 2
Dy —1)? +1

Fy=(D, -1~ (D 2t)ln%+
p—l (D, —1)" +t

-2t(D, 1) {arctg (% - 1) —arctg (% - 1]}

Ugiecie od sity jednostkowej w odleglosci £ od wierzchotka stupa mozna zapisaé
jako:

(35)

A x(e—k) g
Ji = JE—dex =5 IJK4(X)dx (36)

Acta Sci. Pol.
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gdzie K4(x) jest okreslone wzorem:
x(x—k)

Ky(x)= 3
Dy -D, De-D,Y , _Di-D, , ,
{ - x+(Dp—t)} [[ | (D, —1)x+(D,> =2D,1+2%)

H

(37

Analogicznie do przypadku opisanego w poprzednim rozdziale mamy do obliczenia
dwie calki. Po wstawieniu w wyniku calkowania x w miejsce k otrzymamy wyrazenie na
ugigcie stupa na wysokosci okreslonej przez wspdtrzedna x w postaci:

8 H?
JX)=— =5 (%) (38)
nEt (D - D)t
gdzie
D, 1) _
F4(X)Z[U)H+(Dp—t)x]1n0 _DD" ! +
P (D, 1)
HD, (D,-2f) D, —t -2 442
{ 2(,UD( pD ))+ p2 x}n i (D —1)” +t .
- D, —-D 2D, -D,)D, —t
T (D 2") 24 2P = D)D) )x+Dp2—2Dpt+2t2
H H
X
Dy -D (Dg =Dp)—+(D, —1)
-l 2D, -0+ k 2 x arctg(&—lj—arctg PH !
D, -D, H t t
(39)

Wstawiajac wyprowadzone zalezno$ci do wzoru na okres drgan, otrzymamy dla shupa
o stalej grubosci $cianki nastgpujace wyrazenie:

H
[ 2 @M (x)dx
0

H _
=2n 8P—H\/IF42(X){D"H—D”)C+(DP—1)}1)C

A E(D; -D,)*Fy \ §

(40)

Podobnie jak w przypadku catki ze wzoru (26), takze dla catki wystepujacej pod pier-
wiastkiem we wzorze (40) nie jest znane rozwiazanie ogolne.

Architectura 9 (3) 2010



14 J. Jaworski

OCENA PRAKTYCZNEJ PRZYDATNOSCI WYPROWADZONYCH WZOROW

We wzorach (26) i (40) na okres drgan wystepuja wyrazenia F i F3. Ich wartosci
wynikaja z sumowania poszczegdlnych sktadnikow podanych we wzorach (20) i (35),
jedne z nich maja znak dodatni, a inne ujemny. Obliczenia te trzeba wykonywac z duza
doktadnoscia, gdyz wynik sumowania jest liczba okoto 10° razy mniejsza od wyrazow,
ktére dodajemy. Zachowanie wymaganej doktadnosci obliczen nie stanowi tu jednak
istotnej trudnosci.

Rozktadajac na elementarne sktadniki wyrazenia pod znakami catkowania we wzo-
rach (26) i (40), otrzymamy szereg catek, mi¢dzy innymi z wyrazen typu:

xP I (qx+by); xP In?(qx? +bx+c)); xParctg? (ax+by);
xP In(ayx +by) In(ax” +byx + ¢, x? In(ayx + by )arctg(ayx + b));

xP In(ayx? + bx + ¢y arctg(ayx + by )

gdzie p jest liczba catkowita z przedziatu od 0 do 3, ay, b; ¢; za$ moga by¢ dowolnymi
statymi. Obliczenie catek z wyrazen typu:

n? (a1 x+b); x> In? (a1x2 +bhx+cp); <3 In(ayx+by) 1n(a1x2 +bhx+c);
xz’arctg2 (a1 x+b)

i z wyrazen, w ktorych x przed logarytmem lub arkustangensem wystgpuje w nizszych
potggach, nie nastrecza trudnosci. Problem stanowi natomiast obliczenie catek z wyrazen

typu:

xPIn(ayx + by arctg(ax + b)) dlap=2,3

oraz

xP In(ax? +byx+cparctg(ax+by) dlap=0, 1,2, 3

Nie sg znane rozwigzania ogolne tych catek, wartosci catek oznaczonych musza by¢
obliczone przy uzyciu metod numerycznych.

Trzeba tu tez zauwazy¢, ze budowa okreslonych wzorami (25) i (39) wyrazen F,(x)
1 F4(x) jest taka, ze catki z ich poszczegolnych skladnikdw sa takimi liczbami, ze wynik
ich sumowania jest liczba okoto 103 razy mniejsza od wyrazow, ktore dodajemy (po-
dobnie jak to mialo miejsce dla wyrazen F i F3). Aby uzyskaé wiarygodne wyniki, wy-
magana jest wigc bardzo duza doktadno$¢ obliczen (co najmniej sze$¢ pierwszych cyfr
znaczacych pewnych). Zachowanie takiej doktadnosci stanowi istotng trudnos¢, takze
przy uzyciu nowoczesnych programdéw obliczeniowych.

Przyktady obliczen wykonanych przez autora wskazuja, ze tylko w niektdrych przy-
padkach uzyskano realne wartosci okresu drgan, w innych doktadno$¢ obliczen wykona-
nych w programie komputerowym okazala si¢ za mata.

Acta Sci. Pol.
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WNIOSKI

Przeprowadzone rozwazania pozwalaja na sformutowanie nastgpujacych wnioskow:

1. Stosujac przyjeta metodg postgpowania, uzyskano wzory na obliczenie zwigzanego
z pierwszg czgstoscig drgan wiasnych okresu drgan shupa w ksztalcie wydrazonego stoz-
ka, czyli rury stozkowej o zmiennej (a takze o statej) grubosci $cianki.

2. Wyprowadzone wzory na okres drgan zawieraja catki, dla ktorych nie jest znane
rozwiazanie ogoélne. Nie ma wigc mozliwosci uproszczenia tych wzorow do wygodnej
dla praktycznych obliczen inzynierskich postaci, jak to ma miejsce w przypadku stupow
w ksztalcie $cigtego stozka petnego [Jaworski i in. 2009a].

3. Przy liczeniu okresu drgan wymagana jest bardzo duza doktadnos¢ obliczenia war-
tosci catek z poszczegoélnych wyrazen, gdyz dodawane sg takie wielkos$ci, ze ich suma
jest liczbg okoto 10° razy mniejsza od poszczegdlnych sktadnikow.

4. Ze wzgledu na konieczna, trudng do uzyskania przy zastosowaniu komercyjnych
programdow duza doktadnos¢ obliczenia wartosci catek trzeba uzna¢, ze stosowanie wy-
prowadzonych w pracy wzoréw nie jest wygodna metoda dla inzynierskich obliczen
pierwszej czestosci drgan stupow w ksztalcie wydrazonego Scigtego stozka.
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ON SOME METHOD FOR THE CALCULATION OF FIRST NATURAL
FREQUENCY OF STEEL COLUMNS IN FORM OF TUBES SHAPED LIKE
A CONE

Abstract. Formulas for calculations of the first natural frequency (of transverse vibrations)
for tube columns shaped like a cone with variable wall thickness are derived. Some appro-
ximated method for calculations of the natural period for columns and towers is employed.
The general solution for some integrals involved in the obtained formulas is unknown and
thus numerical calculations are necessary. The case of a tube shaped like a cone with con-
stant wall thickness was also resolved.

Keywords: steel column, post, natural period, first natural frequency
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