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OCENA WRAZLIWOSCI SILY KRYTYCZNEJ PRETOW
SCISKANYCH NIEKONSERWATYWNA SIEA OSIOWA

Wojciech Gilewski!, Paulina Obara?,
Politechnika Warszawskal, Warszawa Politechnika SWiQtokrzyska, Kielce?

Streszczenie. W pracy poddano ocenie sit¢ krytyczna w precie wspornikowym poddanym
dziataniu niekonserwatywne;j sity osiowej. Zastosowano statyczne i dynamiczne kryterium
utraty statecznosci przez bifurkacje i flater. Wptyw parametru o, charakteryzujacego obcia-
zenie niekonserwatywne, przeanalizowano z punktu widzenia analizy wrazliwosci.

Stowa kluczowe: statecznos¢, sita niekonserwatywna, wrazliwosé

WSTEP

Przedmiotem pracy jest analiza wrazliwosci statecznosci preta prostego na niewielkie
zmiany parametru a, ktory okresla niekonserwatywny charakter obcigzenia osiowego.
Podano dynamiczne i statyczne kryteria utraty statecznosci przez flater i bifurkacje stanu
réwnowagi. Analiza funkcji wrazliwosci pozwala okresli¢, dla jakich parametrow zada-
nie jest czute na niewielkie zmiany kata nachylenia sily osiowej, oraz, co bardziej istotne,
czy 1 przy jakich parametrach zadanie jest nieczule na takie zmiany.

STATECZNOSC PRETOW SCISKANYCH NIEKONSERWATYWNA SILA
OSIOWA

Przedmiotem rozwazan bedzie stateczno$é¢ cienkiego wspornikowego preta proste-
go diugosci L, o statym przekroju poprzecznym (moment bezwladnosci przekroju J),
Sciskanego przylozona na swobodnym koncu sita osiowa S (rys. 1). Zakladamy, ze pret
pierwotnie posiadat o§ doskonale prosta oraz ze jest doskonale sprezysty (modut Youn-
ga E), a naprezenia nie przekraczaja granicy proporcjonalnosci. Gestos¢ masy preta na
jednostke dtugosci oznaczono przez p. Rozwaza¢ bedziemy przypadek, gdy sita S dziata
w kierunku nachylonym wzgledem kierunku konserwatywnego pod katem a, czyli jest
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czesciowo Sledzaca, a czg$ciowo konserwatywna. Kat o przeskalowano tak, aby zmieniat
si¢ w przedziale od 0 do 1, gdzie 0 charakteryzuje obciazenie konserwatywne, a 1 obcia-
zenie $ledzace (Timoshenko i Gere 1963, Gomulinski i Witkowski 1992, 1993).

Rys. 1. Oddzialywanie niekonserwatywnej sity osiowej
Fig. 1.  Effect of non-conservative axial force

Do wyznaczenia sily krytycznej postuzy nam réwnanie amplitud w zadaniu dyna-
micznym w postaci:

4 2
A0 LY =0 (1)
dg
2 274
gdzie zastosowano standardowe oznaczenia: ¢° = SL; A = &; E= X
EJ EJ L

Catka ogolna tego rownania rézniczkowego ma postac:

w(E) = C, cosh &+ C, sinh & + C; cose€ + C, sin €, (2)
. Vot +40* —6? Vo + 40t + 62
gdzie y = 5 D e= 5

Warunki brzegowe w zadaniu przedstawionym na rysunku 2 sg nastgpujace:

w(0)=0; w'(0)=0; M(1)=0; T(1)=0 o)

gdzie sita poprzeczna i moment zginajacy wyrazaja si¢ wzorami:

EJ| d*w dw EJ d*w
TE)=-"5|—F+c’(-a)— i ME) =-—F—— @)
ds dg " dg

Z warunkdéw brzegowych (3) otrzymujemy uktad réwnan jednorodnych na state cat-
kowania. Warunek istnienia niezerowego rozwiazania mozna przedstawi¢ w nastgpujacej
postaci:

2% +oo? +[20% + 6% (1—- )] cosh y cos € + (20.— 1)A %o sinhy sing = 0 &)
Roéwnanie (5) stanowi dynamiczne kryterium utraty statecznosci belki wsporniko-

wej poddanej dzialaniu niekonserwatywnej sity nachylonej pod katem opisanym przez
wspolczynnik a. Rownanie to obrazuje zaleznos$¢ parametru ¢ (czyli wartosci sity, ktora
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powoduje utrate statecznosci stanu rownowagi) od wartosci A (czyli od czgstosci drgan
preta) dla okreslonej wartosci wspotczynnika o (Thomson i Hunt 1973, Huseyin 1975).

STATYCZNE KRYTERIUM UTRATY STATECZNOSCI
Szczegolny przypadek rownania (5) otrzymujemy, przyjmujac A =0 (x =0, € = 0):

act +o*(1-a)coso =0 (6)

Jest to statyczne kryterium utraty statecznosci przy nickonserwatywnym dziataniu
sity osiowej, ktorego spetnienie jest warunkiem bifurkacji stanu rownowagi rozwazanego
preta. Na rysunku 2 przedstawiono wykres zaleznos$ci parametru krytycznego (o) od kata
nachylenia sity, a na rysunku 3 przekroje tego wykresu dla wybranych parametréw o. Pa-
rametr G, przy wspotczynniku a bliskim jednosci osiaga bardzo duze wartosci, ktore nie
mieszczg si¢ na skali rysunku — stad obserwujemy w tym obszarze ,,$cigcie” powierzchni
na rysunku.

1@
Rys. 2. Zaleznosci parametru krytycznego (o) od kata nachylenia sity (o) 1 parametru A
Fig. 2.  Dependence of the critical parameter () on the force angle (o) and parameter A

Réwnanie (6) pozwala uzyskac informacje o krytycznej wartosci sity osiowej tylko
dla a £0,5. Dla wigkszych o rozwiazanie rdwnania nie istnieje, co oznacza, ze nie jest
mozliwa utrata stateczno$ci konstrukceji przez bifurkacj¢. Konieczne jest wtedy zastoso-
wanie dynamicznego kryterium utraty statecznosci opisane rdwnaniem (5).
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Rys. 3. Zaleznosci parametru krytycznego (6) od parametru A w wybranych przekrojach dla wy-
branych wartosci wspolczynnika o
Fig. 3. Dependence of the critical parameter (c) on the parameter A in selected cross-sections for
several vaules of o

DYNAMICZNE KRYTERIUM UTRATY STATECZNOSCI

Dynamiczne kryterium (5) opisuje utratg statecznosci przez flater. Na rysunku 4
przedstawiono wykresy zaleznosci parametru krytycznego (o) od wymuszenia A dla kilku
wartos$ci kata a. W kazdym z przypadkéw analizowano po dwie pary wartosci wlasnych,
oznaczajac je jako (I) i (II) obok warto$ci parametru o.. Zauwazmy, ze flater moze wysta-
pi¢ zaréwno dla wspolczynnika a < 0,5, jak i dla o > 0,5. Rozpatrujac przypadek A = 0,
obserwujemy zblizanie si¢ wartosci pierwszej i drugiej wartosci parametru o, przy rosng-
cym wspotczynniku o, az do o = 0,5, przy ktérym otrzymujemy pierwiastek podwojny.
Interesujacy jest fakt przechodzenia kilku krzywych przez wspdlny punkt o wspdtrzed-
nych A =2,656, c = 4,007. Wyjasnienia tego faktu poszukiwaliSmy w analizie wrazliwo-
$ci rozwigzania na zmiany kata o, ktora przedstawiamy w nastgpnym rozdziale pracy.

ANALIZA WRAZLIWOSCI ROZWIAZANIA NA ZMIANY KATA a

Rozwazmy wrazliwos¢ funkcji dynamicznego kryterium utraty statecznosci:

f(o,h a)=20" +ac”® +[20* + o* (1-a)]cosh y cose + (20— 1)A?c? sinhy sing  (7)
na zmiany kata nachylenia o.. Wrazliwos$¢ definiowana jest jako pochodna rozwazanej

funkcji wzglgdem parametru, ktorego wplyw analizujemy [Kleiber i in. 1997]. Analizu-
jemy zatem funkcj¢ postaci:
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Rys. 4. Rozktad parametrow krytycznych flateru o, A przy réznych wspotczynnikach o
Fig. 4. Distribution of critical parameters of flutter o, A for various coefficients o

g(c, k) =2—£=G4 -c* cosh)(coss+27»2cs2 sinhy sing (8)

Wykresy funkcji wrazliwosci przedstawiono, dla przejrzystosci, na dwdoch komple-
tach rysunkow (aksonometrycznych i warstwicowych) —rysunku 5 dlac € (3; 5), A € (0;
2,5) irysunku 6 dla ¢ € (0; 6), A € (0; 4). Rysunki w szerszej skali nie sg czytelne.

Dodatkowo na rysunku 7 przedstawiono przekroje analizowanej funkcji wrazliwosci
dla wybranych wartosci parametrow A i 6. Zauwazmy, ze funkcja wrazliwosci nie zalezy
od wspotczynnika a. Przedstawione rysunki moga stuzy¢ do okreslenia, dla jakich pa-
rametrow A i ¢ zadanie utraty statecznosci konstrukcji wedtug kryterium dynamicznego
jest czute na niewielkie zmiany wspotczynnika o, a dla jakich parametréw jest nieczute
na te zmiany.

Flater stanu réwnowagi konstrukcji moze wystapi¢ przy réznych parametrach A od-
powiedzialnych za czg¢stos¢ drgan. Wartos¢ sily, ktéra wywotuje flater, zalezy od wspdt-
czynnika $ledzenia (o) i jest w réznym stopniu czula na niewielkie zaburzenia tego kata.
Funkcja wrazliwo$ci wykazuje dla zalozonych czgstosci A ekstrema (rys. 5-7), co ozna-
cza, ze przy pewnych kombinacjach parametrow o, A zadanie utraty statecznosci jest
szczegolnie czute na niewielkie zmiany wspotczynnika sledzenia (o).

W szczegolnoscei zauwazmy, ze:

1. Ekstrema te dla matych parametréw A odpowiadaja wartosciom c okoto 4,5, co
odpowiada drugiej wartosci krytycznej przy katach o zawartych w przedziale (0; 0,25).

Architectura 8 (1-2) 2009



26 W. Gilewski, P. Obara
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Rys. 5. Funkcja wrazliwos$ci w przedziale parametréw o € (3; 5), A € (0; 2,5)
Fig. 5.  Sensitivity function for the parameters ¢ € (3; 5), A € (0; 2,5)

Dla katow wigkszych, z przedziatu (0,25; 0,5), wrazliwos$¢ na zaburzenie kata Sledzenia
gwaltownie maleje. Analiza pierwszej wartosci krytycznej wskazuje, ze jest ona najbar-
dziej wrazliwa na zaburzenia kata o przy katach $ledzenia bliskich 0,5 oraz tagodnie
maleje, gdy kat zbliza si¢ do wartosci 0.

2. Dla parametrow A z przedziatu (0; 2) lokalne ekstremum ,,przesuwa” si¢ w kierun-
ku mniejszych wartosci c.

3. Funkcja wrazliwosci statecznosci konstrukcji na zmiany kata o osiaga wartos¢ 0 dla
zbioru parametréw o, A przedstawionego na rysunku 8. Gruba linia na tym rysunku przed-
stawia $lad powierzchni wrazliwosci na ptaszczyznie —A. Parametry, ktdre znajduja si¢ na
tej linii, oznaczajg brak wrazliwosci zadania statecznosci na zaburzenia kata o.. Okazuje
si¢, ze w klasie rozwiazan, pochodzacych z dynamicznego kryterium utraty statecznosci,
jedynie punkt o wspolrzednych ¢ = 4,004, A = 2,6565 znajduje si¢ na tej linii. Inaczej
moéwiac, flater, ktory nastgpuje przy parametrze A = 2,6565, jest nieczuly na zaburzenia
kata sledzenia sity.
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Rys. 6. Funkcja wrazliwos$ci w przedziale parametréow o € (0; 6), A € (0; 4)
Fig. 6.  Sensitivity function for the parameters ¢ € (0; 6), A € (0; 4)

4. Analiza rysunku 6 wskazuje, ze dla parametrow A > 3 funkcja wrazliwosci gwat-
townie maleje. Szczegotowa analiza w tym zakresie, jak tez analiza wrazliwosci dla 6 > 5
wymaga dalszych badan.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono analiz¢ utraty statecznosci preta wspornikowego poddanego
dziataniu niekonserwatywnej sity. Wykazano, ze statyczne kryterium utraty statecznosci
przez bifurkacje daje rozwiazanie jedynie przy parametrze $ledzenia o < 0,5. Dla wigk-
szych o rozwiazanie nie istnieje, co oznacza, ze nie jest mozliwa utrata statecznosci kon-
strukcji przez bifurkacje. Konieczne jest wtedy zastosowanie dynamicznego kryterium
utraty statecznosci, ktore pozwala okresli¢ parametry utraty statecznosci przez flater. Fla-
ter moze wystapic¢ zarowno dla wspdtczynnika o < 0,5, jak i dla o > 0,5.

W drugiej czesci pracy podano oceng wrazliwosci parametrow krytycznych na nie-
wielkie zmiany parametru §ledzenia .. Wskazano obszary parametréw krytycznych, przy
ktorych rozwigzanie wykazuje bardzo duza wrazliwos¢, i zbiér parametrow o, A, dla
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Rys. 7. Funkcja wrazliwo$ci w wybranych przekrojach
Fig. 7. Sensitivity function in selected cross-sections

ktérych funkcja wrazliwosci statecznos$ci konstrukcji na zmiany kata o osigga wartosc 0.

Wkl
nie p

asie rozwigzan, pochodzacych z dynamicznego kryterium utraty statecznosci, jedy-
unkt o wspodtrzednych ¢ = 4,004, A = 2,6565 znajduje si¢ na linii o zerowej wrazli-

wosci. Inaczej mowiac, flater, ktory nastgpuje przy parametrze A = 2,6565, jest nieczuty
na zaburzenia kata $ledzenia sily.
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Rys. 8. Rozktad parametrow o, A, dla ktorych otrzymujemy zerowa wrazliwos¢ na niewielkie
zmiany wspotczynnika o

Fig. 8.  Distribution of parameters o, A for which we have zero sensitivity for small changes of
coefficient o
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ESTIMATION OF SENSITIVITY OF CRITICAL LOAD OF RODS WITH
NON-CONSERVATIVE AXIAL FORCE

Abstract. Stability analysis of the rod subjected to non-conservative load is presented.
Static and dynamic criterion of bifurcation and flutter of the structure is discussed. The
influence of the angle o of non-conservative load for the critical parameters is detected via
sensitivity analysis.

Key words: stability, non-conservative force, sensitivity
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