
Architectura 8 (3–4) 2009, 49–64

ROZWI�ZYWANIE BELEK O ZMIENNEJ SZTYWNO�CI 
METOD� RÓ�NIC SKO�CZONYCH

Wies�aw Buczkowski
Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwi�zania dla belek o zmiennej sztywno�ci. Obli-
czenia wykonano metod� ró�nic sko�czonych. Pokazano sposób post	powania przy budo-
wie macierzy uk�adów równa� przemieszczeniowych oraz przedstawiono rozwi�zania dla 
kilku schematów statycznych belek o zmiennej sztywno�ci, obci��onych w sposób masowy 
oraz ró�nic� temperatury mi	dzy doln� i górn� p�aszczyzn� belki. Przedstawione w pracy 
macierze ze wspó�czynnikami o ogólnych oznaczeniach pozwalaj� w prosty sposób uzy-
ska� rozwi�zania dla belek o tym samym schemacie statycznym, ale o dowolnych sztyw-
no�ciach.

S�owa kluczowe: belki o zmiennej sztywno�ci, obci��enie temperatur�, metoda ró�nic 
sko�czonych

WST�P

W powszechnie dost	pnej literaturze technicznej nie mo�na znale�� rozwi�za� 
analitycznych dla belek o zmiennej sztywno�ci, obci��onych temperatur� (ró�nic� 
temperatury mi	dzy doln� a górn� p�aszczyzn� belki). Od wielu lat przy wykonywa-
niu oblicze� statycznych dla pow�ok, p�yt i belek z du�ym powodzeniem stosowana 
jest metoda ró�nic sko�czonych [Bielewicz i in. 1967, Podhorecki i Przedpe�ski 1982, 
Buczkowski 2007]. Metoda ta, stosunkowo prosta w stosowaniu, mo�e by� tak�e za-
stosowana do poszukiwania rozwi�za� dla dowolnych schematów statycznych belek 
o zmiennej sztywno�ci, dowolnie obci��onych, w tym tak�e temperatur�.

WARIACYJNE UJ�CIE METODY RÓ�NIC SKO�CZONYCH 
W ZASTOSOWANIU DO ROZWI�ZYWANIA BELEK

Funkcjona� energii ca�kowitej odkszta�cenia spr	�ystego zginanej belki o sta�ej sztyw-
no�ci dany jest zale�no�ci�:
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gdzie: V – funkcjona� energii,
E – modu� spr	�ysto�ci materia�u belki,
J – moment bezw�adno�ci przekroju belki, 
�t – wspó�czynnik liniowej rozszerzalno�ci termicznej materia�u belki, 
�t – ró�nica temperatury mi	dzy doln� i górn�  p�aszczyzn� belki (�t = td – tg),
h – wysoko�� przekroju belki,
q – obci��enie równomiernie roz�o�one na d�ugo�ci belki, 
l – d�ugo�� belki,
w(x) – funkcja opisuj�ca ugi	cie belki. 

Poszukuj�c rozwi�za� dla konkretnego przypadku, nale�y d�ugo�� belki podzieli� na 

dowoln� liczb	 odcinków n, ka�dy d�ugo�ci .ls
n

�  Pochodne funkcji ugi	cia, wyst	puj�ce 

w funkcjonale energii, zast	puje si	 ilorazami ró�nicowymi, a ca�kowanie – sumowa-
niem po przedzia�ach podzia�u belki. Z twierdzenia, mówi�cego, �e dla ustroju b	d�-
cego w stanie równowagi energia ca�kowita osi�ga minimum, wynika, �e warunkiem 
koniecznym jest zerowanie si	 pierwszych pochodnych, co w rozpatrywanym przypadku 

oznacza 0,
i

V
w
�

�
�

 gdzie V jest funkcjona�em okre�lonym równaniem (1). Z warunku tego 

otrzymuje si	 liniowy uk�ad równa� algebraicznych na wyznaczenie przemieszcze� (wi) 
we wszystkich w	z�ach przyj	tego podzia�u belki. Korzystaj�c z otrzymanych warto�ci 
przemieszcze� (wi), mo�na obliczy� momenty zginaj�ce dla wszystkich w	z�ów podzia�u 
z zale�no�ci:

2
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2 � �xi i t i
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� �
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ROZWI�ZYWANIE BELEK O LINIOWO ZMIENNEJ WYSOKO�CI

Przy poszukiwaniu rozwi�za� dla belek o liniowo zmiennej wysoko�ci mamy do czy-
nienia z przypadkiem, gdzie w ka�dym w	�le podzia�u przyj	tego do oblicze� wyst	puje 
inna wysoko�� belki, a wi	c i inna sztywno�� belki. W takiej sytuacji sztywno�� wyst	-
puj�ca w funkcjonale (V) musi znale�� si	 pod ca�k�. 

Tworz�c równanie przemieszczeniowe dla punktu i, wykorzystujemy drugie pochod-
ne (ilorazy ró�nicowe) rozpisane w punktach: i – 1, i oraz i + 1 (rys. 1). Rodzi si	 zatem 
w�tpliwo��, czy poszczególnym pochodnym przypisywa� sztywno�� (EJi), wyst	puj�c� 
w punkcie i, dla którego tworzy si	 równanie, czy odpowiednie sztywno�ci nale�y przy-
pisa� poszczególnym pochodnym, tzn. pochodnej napisanej w punkcie i – 1 przypisa� 
sztywno�� EJi-1, w punkcie i – sztywno�ci EJi, a w punkcie i + 1 – sztywno�� EJi+1. 

Na rysunku 1 pokazano fragment belki o liniowo zmiennej wysoko�ci wraz z przyj	-
tymi oznaczeniami.
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Poni�ej dla punktu i utworzono lew� stron	 równania przemieszczeniowego, ró�nicz-
kuj�c rozpisane wy�ej pochodne wzgl	dem przemieszczenia wi, a zamiast ca�kowania 
przypisano poszczególnym pochodnym odpowiednie odcinki przyj	tego podzia�u belki. 

W pierwszej kolejno�ci (wersja A), post	puj�c w sposób opisany wy�ej, przypisano 
wszystkim pochodnym sztywno�� wyst	puj�c� w punkcie centralnym i: 
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W dalszej kolejno�ci (wersja B) post�piono w sposób opisany wy�ej, z t� jednak 
ró�nic�, �e odpowiednie sztywno�ci, wyst	puj�ce w poszczególnych w	z�ach podzia�u 
belki, przypisano drugim pochodnym funkcji ugi	cia (ilorazom ró�nicowym) rozpisa-
nym w danym punkcie:
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W literaturze technicznej [np. Pietrzak i in. 1979, Jastrz	bski i in. 1974, Or�owski 
i S�owa�ski 1978] znale�� mo�na rozwi�zania dla belek o zmiennej wysoko�ci, gdzie 
równania przemieszczeniowe zbudowano wed�ug wersji A. Na fakt, �e otrzymuje si	 
w takim przypadku b�	dne rozwi�zania, wskazali w swojej pracy Podhorecki i Przedpe�-
ski [1982].
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Rys. 1.  Fragment belki z zaznaczonymi jej wysoko�ciami w poszczególnych punktach przyj	-
tego podzia�u (a), rozpisane w ró�nicach sko�czonych drugie pochodne funkcji ugi	cia, 
w których wyst	puje ugi	cie w punkcie i (b) 

Fig. 1.  Beam fragment with its heights in individual points of section grid (a), second derivatives 
of de
 ection function in 
 nite-differences (de
 ection in i point) (b)
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Prawid�owy sposób post	powania powinien by� zgodny z wersj� B. Post	puj�c 
w ten w�a�nie sposób, dla belki wspornikowej pokazanej na rysunku 2, o liniowo zmien-
nej wysoko�ci, zbudowano uk�ad równa� (na ogólnych symbolach), s�u��cy do wyzna-
czenia przemieszcze� w poszczególnych w	z�ach przyj	tego podzia�u belki. 

Za�o�ono, �e belka b	dzie obci��ona w sposób równomierny obci��eniem o inten-
sywno�ci q oraz �e obci��enie belki stanowi� b	dzie ró�nica temperatury �t = const na 
ca�ej jej d�ugo�ci (�t = td – tg). Otrzyman� macierz uk�adu równa� przemieszczeniowych 
pokazano w tabeli 1. 

Przyk�ad liczbowy. W pracy Podhoreckiego i Przedpe�skiego [1982] zamieszczono przyk�ad 
liczbowy dla belki o schemacie jak na rysunku 2 dla danych: ho = 6 cm, h1 = 5,5 cm, h2 = 5,0 cm, h3 = 
= 4,5 cm, h4 = 4 cm, h5 = 3,5 cm, h6 = 3 cm, szeroko�� belki b = 3 cm, d�ugo�� belki l =
= 60 cm, d�ugo�� odcinka podzia�u belki s = 10 cm, modu� Younga E = 20,6·1010 N·m–2, 
obci��enie równomierne roz�o�one q = 1000 N·m–1. Dla powy�szych danych przedsta-
wiono rozwi�zanie �cis�e uzyskane metod� prac wirtualnych. Poni�ej zamieszczono roz-
wi�zanie tej samej belki uzyskane metod� wariacyjnego uj	cia ró�nic sko�czonych. 

Po podstawieniu powy�szych danych do macierzy pokazanej w tabeli 1 i po rozwi�za-
niu tak otrzymanego uk�adu równa� uzyskano wielko�ci ugi	� w punktach podzia�u belki. 
W tabeli 2, dla porównania, zestawiono warto�ci ugi	� dla obliczanej belki zamieszczone 
w pracy Podhoreckiego i Przedpe�skiego [1982], uzyskane metod� prac wirtualnych, oraz 
uzyskane przez autora niniejszej pracy metod� wariacyjnego uj	cia ró�nic sko�czonych.

Dla belki opisanej w powy�szym przyk�adzie liczbowym wykonano obliczenia dla 
obci��enia temperatur� i w wyniku otrzymano nast	puj�ce warto�ci przemieszcze� 
w poszczególnych punktach podzia�u belki:

w1 = –2,315·10–3  �t tl2

w2 = –9,680·10–3  �t tl2

w3 = –22,601·10–3  �t tl2

w4 = –41,695·10–3  �t tl2

w5 = –67,733·10–3  �t tl2

w6 = –101,708·10–3  �t tl2

q

l = 6s

sss
6

h6h5h4h3h2h1h0

5421 3 6
ls �

Rys. 2.  Belka wspornikowa o liniowo zmiennej wysoko�ci – podstawowe oznaczenia
Fig. 2.  Semi-beam of lineary changeable height – basic designations
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Natomiast momenty zginaj�ce, obliczone wed�ug zale�no�ci (2), w ka�dym punkcie 
podzia�u belki by�y równe zeru. By�o to zgodne z oczekiwaniami, gdy� dla ustrojów 
statycznie wyznaczalnych obci��onych temperatur� wyst	puj� przemieszczenia bez wy-
wo�ywania napr	�e�.

Poni�ej przedstawiono kolejny przyk�ad belki o zmiennej sztywno�ci, a mianowicie 
belk	 swobodnie podpart�, o liniowo zmieniaj�cej si	 wysoko�ci, obci��on� równomier-
nie oraz ró�nic� temperatury. Schemat statyczny oraz podstawowe zale�no�ci pokazano 
na rysunku 3.

Obliczenia statyczne wykonano, pos�uguj�c si	 opisan� wy�ej metod� ró�nic sko�-
czonych w uj	ciu wariacyjnym, przypisuj�c drugim pochodnym funkcji ugi	cia (ilora-
zom ró�nicowym) sztywno�ci przekroju, wyst	puj�ce w punkcie, w którym utworzono 
odpowiedni iloraz ró�nicowy, a wi	c post	puj�c w sposób przedstawiony w wersji B. 

Utworzon� macierz uk�adu równa� przemieszczeniowych pokazano w tabeli 3.
Szczegó�owe obliczenia wykonano,  przyjmuj�c dane: ho = 2,5h, h1 = 2,25h, h2 = 2h, 

h3 = 2,5h, h4 = 1,5h, h5 = 1,25h, h6 = h.
Po podstawieniu odpowiednich warto�ci do macierzy przedstawionej w tabeli 3 otrzy-

mano uk�ad równa� przemieszczeniowych z pi	cioma niewiadomymi. Po rozwi�zaniu 
uk�adu równa� uzyskano ugi	cia w punktach podzia�u belki.

Tabela 2.  Porównanie wyników ugi	� uzyskanych w pracy Podhoreckiego i Przedpe�skiego [1982] 
oraz przez autora dla belki o schemacie pokazanym na rysunku 2

Table 2.  Beam with scheme showed in Figure 2 – comparison between results of de
 ections 
obtained in Podhorecki and Przedpe�ski [1982] and by the author 

Ugi	cie
De
 ection

Wyniki �cis�e wed�ug Pod-
horeckiego i Przedpe�skiego 

[1982]
Precise results

[cm]

Wyniki uzyskane przez autora metod� 
wariacyjnego uj	cia ró�nic sko�czonych

Author’s results obtained with use of 
variation 
 nite-diference method

[cm]

B��d wzgl	dny
Realative error

[%]
w1 0,00078 0,00081 3,8
w2 0,00302 0,00308 2,0
w3 0,00650 0,00659 1,4
w4 0,01093 0,01106 1,2
w5 0,01596 0,01613 1,1
w6 0,02123 0,02144 1,0

Rys. 3.  Belka swobodnie podparta, o liniowo zmiennej wysoko�ci
Fig. 3.  Free-ends beam of lineary changeable height
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Dla obci��enia równomiernego otrzymano:
4

1 3 = 0,0143 qlw
Ebh

4

2 3 = 0,0266 qlw
Ebh

4

3 3 = 0,0342 qlw
Ebh

4

4 3 = 0,0341 qlw
Ebh

4

5 3 = 0,0230 qlw
Ebh

Dla obci��enia belki temperatur� otrzymano:

w1 = 0,0374 �t tl2h–1

w2 = 0,0624 �t tl2h–1

w3 = 0,0735 �t tl2h–1

w4 = 0,0688 �t tl2h–1

w5 = 0,0455 �t tl2h–1

Korzystaj�c z zale�no�ci (2), obliczono momenty zginaj�ce w poszczególnych punk-
tach przyj	tego podzia�u belki:

Mx1 = 0,06945ql2

Mx2 = 0,11109ql2

Mx3 = 0,12501ql2

Mx4 = 0,11110ql2

Mx5 = 0,06945ql2

Warto�ci momentów zginaj�cych dla obci��enia belki temperatur�, obliczone wed�ug 
zale�no�ci (2), w ka�dym punkcie podzia�u belki by�y równe zeru.

Wykresy ugi	� oraz momentów zginaj�cych pokazano na rysunku 4. 
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ROZWI�ZYWANIE BELEK O SKOKOWO ZMIENNEJ WYSOKO�CI

Przy rozwi�zywaniu belek o skokowo zmiennej wysoko�ci metod� ró�nic sko�czo-
nych uzyskanie poprawnych wyników uzale�nione jest od w�a�ciwego przyj	cia sztyw-
no�ci belki w punkcie, w którym nast	puje zmiana wysoko�ci. Korzystaj�cy z tej metody 
mog� mie� w�tpliwo�ci, czy w punkcie zmiany wysoko�ci belki przyj�� do oblicze� �red-
ni� arytmetyczn� obliczon� ze sztywno�ci stykaj�cych si	 fragmentów belki, czy mo�e 
�redni� harmoniczn� lub �redni� geometryczn�? (�rednia arytmetyczna jest ilorazem 
sumy liczb przez ich liczb	. �rednia harmoniczna dwóch liczb jest odwrotno�ci� �redniej 
arytmetycznej odwrotno�ci tych liczb. �rednia geometryczna dwóch liczb jest pierwiast-
kiem z ich iloczynu). 

Je�eli mamy dwie liczby C i D, to:
�rednia arytmetyczna jest równa 

2
C D
 ,

�rednia harmoniczna jest równa 2CD
C D


,

�rednia geometryczna wynosi CD .

–

–

–
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Diagram of deflections for 
loading with temperature 

Rys. 4.  Wykresy ugi	� i momentów zginaj�cych dla belki swobodnie podpartej o liniowo zmien-
nej wysoko�ci

Fig. 4.  De
 ection and moment diagrams for free-ends beam of lineary changeable height
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Spraw	 w�a�ciwego przyj	cia sztywno�ci w punkcie skokowej zmiany grubo�ci belki 
mo�na rozstrzygn�� na wiele sposobów. W pracy Kurowskiego i Parszewskiego [1970] 
zamieszczono rozwi�zanie dla belki pokazanej na rysunku 5 uzyskane na drodze oblicze� 
analitycznych poprzez ca�kowanie równa� ró�niczkowych osi ugi	tej oddzielnie dla le-
wej i prawej cz	�ci belki. Sta�e ca�kowania wyznaczono z uzgodnienia warunków brze-
gowych na granicy przedzia�ów (ugi	cie i k�t obrotu) oraz z warunków, wynikaj�cych ze 
sposobu podparcia belki.

Otrzymane równania osi ugi	tej belki przedstawiaj� si	 zale�no�ciami: 
dla 0 � x � l/2

4 3 3
1 1

1 1 1
2 2

11 5
24 12 384

E Jqx qlx qlE J y x
E J

� �
� � 
 � 
� �

� �

 (5)

dla l/2 � x � l
4 3 4

3 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1

5 7 5 1
24 12 384 128 384

E J E Jqx qlx qlE J y ql x
E J E J

� � � �
� � 
 
 � 
 �� � � �

� � � �
 (6)

Korzystaj�c z powy�szych zale�no�ci dla 
1 ,
2

x �  a wi	c dla punktu, w którym nast	-
puje zmiana sztywno�ci belki, otrzymano:

! "
4 4

1 2
1 1 2 2

1 1 2 2

5 5
2384 384 H

ql qly y
E J E J EJ

E J E J

� � � � �
�



 (7)

gdzie 1 1 2 2

1 1 2 2

2
( ) .H

E J E JEJ
E J E J

�
�




–

–

qy

l
2

l

E

x

1J1 E2 J2

Rys. 5.  Przyk�ad belki swobodnie podpartej, o skokowo zmiennej wysoko�ci, równomiernie ob-
ci��onej, dla której podano rozwi�zanie w pracy Kurowskiego i Parszewskiego [1970]

Fig. 5.  Example of free-ends beam with a piece-wise constant stiffness and uniformly loaded 
solution given in Kurowski i Parszewski [1970]
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Jak z powy�szego wynika, chc�c uzyska� dok�adn� warto�� ugi	cia w punkcie o sko-
kowej zmianie wysoko�ci belki, nale�y przyj�� w tym punkcie sztywno�� obliczon� jako 
�redni� harmoniczn� ze sztywno�ci s�siednich odcinków belki.

Kolejny przyk�ad, mog�cy da� odpowied� w sprawie w�a�ciwego przyjmowania sztyw-
no�ci przy obliczaniu belek o skokowo zmiennej wysoko�ci, przedstawiono poni�ej.

Dla belki pokazanej na rysunku 6, stosuj�c metod	 obci��e� wtórnych, wyznaczono 
równania linii ugi	cia dla obydwóch ró�ni�cych si	 sztywno�ciami odcinków belki:

dla lewej cz	�ci belki o sztywno�ci EJ1 dla 0 � x1 � l/2
32
1

1 1
1 2 1

2 1
48 12

PxPly x
EJ EJ EJ

� �
� 
 �� �

� �
 (8)

dla prawej cz	�ci belki o sztywno�ci EJ2 dla 0 � x2 � l/2

32
2

2 2
2 1 2

2 1
48 12

PxPly x
EJ EJ EJ

� �
� 
 �� �

� �
 (9)

Korzystaj�c z powy�szych zale�no�ci dla 1 2
1 ,
2

x x� �  otrzymano:

3 3

1 2
1 2

1 2

2 4848 H

Pl Ply y
EJ EJ EJ

EJ EJ

� � �
� �

�



 (10)

–

–

Rys. 6.  Schemat statyczny oraz podstawowe zale�no�ci wykorzystywane przy obliczaniu ugi	cia 
belki metod� obci��e� wtórnych

Fig. 6.  Static scheme and basic relations applied in calculations of beam de
 ection with use of 

 ctitious method

Diagram of bending 
moments  

Obci��enie wtórne 

Fictitious load 

Wykres momentów 
zginaj�cych 
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W obu przedstawionych przyk�adach obliczania ugi	� okaza�o si	, �e w miejscu zmia-
ny wysoko�ci belki nale�y uwzgl	dni� sztywno�� obliczon� jako �redni� harmoniczn� ze 
sztywno�ci s�siednich odcinków.

Do podobnego wniosku doszli Podhorecki i Przedpe�ski [1982], którzy wskazywali 
równie� na inne publikacje [Jastrz	bski i in. 1974, Or�owski i S�owa�ski 1978, Pietrzak 
i in. 1979], w których uwzgl	dniono sztywno�� obliczon� jako �redni� arytmetyczn� ze 
sztywno�ci s�siednich odcinków i z tego powodu otrzymano b�	dne wyniki. 

Poni�ej przedstawiono rozwi�zania dla belki swobodnie podpartej, o skokowo zmien-
nej wysoko�ci w �rodku jej rozpi	to�ci. Rozwi�zania uzyskano metod� ró�nic sko�czo-
nych (MRS). Jako obci��enie uwzgl	dniono: obci��enie równomierne (q), obci��enie 
si�� skupion� (P) przy�o�on� w �rodku rozpi	to�ci belki oraz obci��enie ró�nic� tempe-
ratury (�t) mi	dzy doln� a górn� p�aszczyzn� belki. Przyj	te do oblicze� schematy ob-
ci��e� pokazano na rysunku 7, a przyj	ty w obliczeniach podzia� belki oraz podstawowe 
oznaczenia pokazano na rysunku 8.

Macierz uk�adu równa� przemieszczeniowych dla dowolnych wielko�ci J1 i J2 przed-
stawia tabela 4.

Poni�ej wykonano obliczenia szczegó�owe dla danych: h1 = 6 cm, h2 = 3 cm.
3 3

41
1

6 18  cm
12 12

b h bJ b� �
� � �

3 3
42

2
3 2,25  cm

12 12
b h bJ b� �

� � �

Rys. 7.  Belka o skokowo zmiennej wysoko�ci: a – obci��ona równomiernie, b – obci��ona si�� 
skupion�, c – obci��ona temperatur�

Fig. 7.  Beam with a piece-wise constant stiffness: a – uniformly loaded, b – pointly loaded, 
c – loaded with temperature

Rys. 8.  Belka swobodnie podparta o skokowo zmiennej wysoko�ci – podstawowe oznaczenia 
przyj	te do oblicze�

Fig. 8.  Free-ends beam with a piece-wise constant stiffness – basic desigantions taken for calcu-
lations

EJ1 EJ2
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41 2
�r

1 2

2 2 18 2,25 4  cm
18 2,25

J J b bJ b
J J b b

� � �
� � �


 


1 2
�r

1 2

2 2 6 3 4 cm
6 3

h hh
h h

� � �
� � �


 


1 1
1 1 18 6 3J h b b� �� � � �

1 1 1 1
1 1 �r �r 18 6 4 4 2J h J h b b b� � � �� � � � � � � �

1 1 1 1 1 1
�r �r 1 1 2 22 2 4 4 18 6 2,25 3 1,75J h J h J h b b b b� � � � � �� � � � � � � � � � � � � �

1 1 1 1
2 2 �r �r 2,25 3 4 4 0,25J h J h b b b� � � �� � � � � � � � �

1 1
2 2 2,25 3 0,75J h b b� �� � � �

Po podstawieniu szczegó�owych danych do macierzy pokazanej w tabeli 4 otrzymano 
uk�ad równa� przedstawiony w tabeli 5, a jego rozwi�zanie zamieszczono w tabeli 6.

Uwaga! Aby uzyska� warto�ci przemieszcze� wi w centymetrach, nale�y do oblicze� 
podstawi� dane w nast	puj�cych jednostkach: q [kN·cm–1], s [cm], b [cm], E [kN·cm–2],   

P [kN], �t [°C], 
o
1�
C

t
� �
� �
� �

.

Tabela 5.  Macierz uk�adu równa� przemieszczeniowych
Table 5.  Matrix of system of displacemented equations

Ugi	cie Obci��enie 
równomierne
Uniform load

Obci��enie 
si�� skupion�

Point load

Obci��enie 
temperatur�
Load with 

temperaturew1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

90 –72 18 1 0 3

–72 108 –72 18 1 0 0

18 –72 94 –44 4 1 0 2

18 –44 36,25 12,5 2,25 1 1 –1,75

4 12,5 15,25 –9 2,25 1 0 –0,25

2,25 –9 13,5 –9 1 0 0

2,25 –9 11,25 1 0 0,75

Mno�nik do prawych stron
Multiplier for right sides

4qs
Eb

3Ps
Eb 2

t ts�  
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Poni�ej zamieszczono obliczone warto�ci momentów zginaj�cych w punkcie �rodko-
wym belki dla poszczególnych rodzajów obci��e�:

obci��enie równomierne

4
2

4 �r 2
10,6528 2 13,5 14,3475 0,12498x

qsM EJ ql
Ebs

� � 

� � �

obci��enie si�� skupion�

3

4 �r 2
2,1597 2 2,75 2,8403 0,25x

PsM EJ Pl
Ebs

� � 

� � �

obci��enie temperatur�

2 1
4 �r 2

1,75 2 2 2 4 0x t tM EJ ts t
s

�� � 
� �
� � �  
�  � �� �

� �

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wykorzystanie wariacyjnego uj	cia metody ró�nic sko�czo-
nych do poszukiwania rozwi�za� belek o liniowo oraz skokowo zmieniaj�cych si	 wyso-
ko�ciach, obci��onych oprócz tradycyjnego typu obci��eniami, tak�e temperatur�. Istot-
n� spraw� by�o rozstrzygni	cie w�a�ciwego przyjmowania w obliczeniach sztywno�ci 

–

–

–

Tabela 6.  Wyniki oblicze� uk�adu równa� przedstawionego w tabeli 5
Table 6.  Calculation results of system equations are shown in Table 5

Ugi	cie
De
 ection

Obci��enie równomierne
Uniform load

Obci��enie si�� skupion�
Point load

Obci��enie temperatur�
Load with temperature

w1

4
3,7917 qs

Eb

3
0,7569 Ps

Eb
20,75 t ts�  

w2
4

7,3889 qs
Eb

3
1, 4861 Ps

Eb
21,3333 t ts�  

w3
4

10,6528 qs
Eb

3
2,1597 Ps

Eb
21,75 t ts�  

w4

4
13,5 qs

Eb

3
2,75 Ps

Eb
22 t ts�  

w5
4

14,3472 qs
Eb

3
2,8403 Ps

Eb
22 t ts�  

w6
4

11,8611qs
Eb

3
2, 2639 Ps

Eb
21,6667 t ts�  

w7
4

6,7083 qs
Eb

3
1, 2431 Ps

Eb
21 t ts�  
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belki w miejscu skokowej zmiany wysoko�ci. Wykazano, �e w takich przypadkach nale-
�y przyj�� sztywno�� obliczon� jako �redni� harmoniczn� ze sztywno�ci stykaj�cych si	 
fragmentów belki o ró�nej wysoko�ci. Wyniki uzyskane metod� ró�nic sko�czonych dla 
obci��e� masowych porównano z dost	pnymi w literaturze wynikami �cis�ymi. Zgod-
no�� wyników by�a bardzo du�a.

Rozwi�zania przedstawione w niniejszej pracy stanowi� przyczynek do poszukiwania 
rozwi�za� metod� ró�nic sko�czonych dla zbiorników prostopad�o�ciennych ze �cianami 
o przekroju trapezowym lub ze �cianami o zmiennej skokowo grubo�ci z uwzgl	dnieniem 
przestrzennej pracy statycznej ustroju, a tak�e z uwzgl	dnieniem obci��e� temperatur�.
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SOLUTION OF BEAMS OF CHANGEABLE RIGIDITY WITH USE 
OF FINITE-DIFFERENCE METHOD

Abstract. The paper presents solutions of beams with changeable rigidity. The 
 nite-diffe-
rence method was used for calculations. The way of construction of matrixes of displaced 
equation systems was presented. A solution for several static schemes of changeable rigi-
dity beams loaded with mass and temperature gradient between bottom and upper plane of  
beams was given. Matrixes with their coef
 cients of general designations make it possible 
to get solutions for beams of the same static schemes but different rigidities.

Key words: beams of changeable rigidity, loading with temperature, 
 nite-difference 
method

 




