L
-
S 3
SACTAZ Architectura 8 (3—4) 2009, 19-64

ROZWIAZYWANIE BELEK O ZMIENNEJ SZTYWNOSCI
METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Wiestaw Buczkowski
Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwiazania dla belek o zmiennej sztywnosci. Obli-
czenia wykonano metoda rdznic skonczonych. Pokazano sposob postgpowania przy budo-
wie macierzy uktadéw rownan przemieszczeniowych oraz przedstawiono rozwiazania dla
kilku schematdw statycznych belek o zmiennej sztywnosci, obciazonych w sposéb masowy
oraz roznicg temperatury migdzy dolng i gorng plaszczyzna belki. Przedstawione w pracy
macierze ze wspolczynnikami o ogdlnych oznaczeniach pozwalaja w prosty sposob uzy-
ska¢ rozwigzania dla belek o tym samym schemacie statycznym, ale o dowolnych sztyw-
nosciach.

Stowa kluczowe: belki o zmiennej sztywnosci, obcigzenie temperatura, metoda réznic
skonczonych

WSTEP

W powszechnie dostgpnej literaturze technicznej nie mozna znalez¢é rozwiazan
analitycznych dla belek o zmiennej sztywnosci, obcigzonych temperaturg (réznica
temperatury miedzy dolng a gdérna plaszczyzna belki). Od wielu lat przy wykonywa-
niu obliczen statycznych dla powlok, plyt i belek z duzym powodzeniem stosowana
jest metoda rdéznic skonczonych [Bielewicz i in. 1967, Podhorecki i Przedpetski 1982,
Buczkowski 2007]. Metoda ta, stosunkowo prosta w stosowaniu, moze by¢ takze za-
stosowana do poszukiwania rozwigzan dla dowolnych schematéw statycznych belek
o zmiennej sztywnosci, dowolnie obcigzonych, w tym takze temperatura.

WARIACYJNE UJECIE METODY ROZNIC SKONCZONYCH
W ZASTOSOWANIU DO ROZWIAZYWANIA BELEK

Funkcjonat energii catkowitej odksztalcenia sprezystego zginanej belki o statej sztyw-
nosci dany jest zaleznoscia:
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gdzie: V — funkcjonat energii,

E — modut sprezystosci materiatu belki,

J — moment bezwtadnosci przekroju belki,

o, — wspodtczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej materiatu belki,

At —roznica temperatury migdzy dolna i gorng plaszczyzna belki (A7 = 15— 1),

h — wysoko$¢ przekroju belki,

g — obciazenie rOwnomiernie roztozone na dtugosci belki,

/ — dhugos¢ belki,

w(x) — funkcja opisujaca ugigcie belki.

Poszukujac rozwiazan dla konkretnego przypadku, nalezy dtugos¢ belki podzieli¢ na
dowolna liczbg odcinkdw n, kazdy dlugosci s = i Pochodne funkcji ugigcia, wystepujace
n

w funkcjonale energii, zastgpuje si¢ ilorazami rédznicowymi, a calkowanie — sumowa-
niem po przedziatach podzialu belki. Z twierdzenia, méwiacego, ze dla ustroju beda-
cego w stanie rownowagi energia calkowita osiagga minimum, wynika, ze warunkiem
koniecznym jest zerowanie si¢ pierwszych pochodnych, co w rozpatrywanym przypadku

ov
oznacza P =0, gdzie V jest funkcjonatem okre$lonym réwnaniem (1). Z warunku tego
otrzymuje si¢ liniowy uktad réwnan algebraicznych na wyznaczenie przemieszczen (w;)
we wszystkich weztach przyjetego podziatu belki. Korzystajac z otrzymanych wartosci
przemieszczen (w;), mozna obliczy¢ momenty zginajace dla wszystkich wezlow podziatu
z zaleznosci:

i —

2
M, =-EJ, (%m,mhﬁ] )

ROZWIAZYWANIE BELEK O LINIOWO ZMIENNEJ WYSOKOSCI

Przy poszukiwaniu rozwiagzan dla belek o liniowo zmiennej wysokosci mamy do czy-
nienia z przypadkiem, gdzie w kazdym wezle podziatu przyjetego do obliczen wystgpuje
inna wysokos¢ belki, a wigc 1 inna sztywnos$¢ belki. W takiej sytuacji sztywnos¢ wyste-
pujaca w funkcjonale (7) musi znalez¢ si¢ pod catka.

Tworzac réwnanie przemieszczeniowe dla punktu i, wykorzystujemy drugie pochod-
ne (ilorazy réznicowe) rozpisane w punktach: i — 1, i oraz i + 1 (rys. 1). Rodzi si¢ zatem
watpliwos¢, czy poszczegolnym pochodnym przypisywac sztywnosc (EJ;), wystepujaca
w punkcie 7, dla ktérego tworzy si¢ rownanie, czy odpowiednie sztywnosci nalezy przy-
pisa¢ poszczegolnym pochodnym, tzn. pochodnej napisanej w punkcie i — 1 przypisac
sztywnos¢ EJ; 1, w punkcie i — sztywnosci EJ;, a w punkcie i + 1 — sztywno$¢ EJ;, ;.

Na rysunku 1 pokazano fragment belki o liniowo zmiennej wysoko$ci wraz z przyje-
tymi oznaczeniami.

Acta Sci. Pol.



Rozwiqzywanie belek o zmiennej sztywnosci metodq roznic skonczonych 51

i-2 i-1 i i+l it+2

Rys. 1. Fragment belki z zaznaczonymi jej wysokosciami w poszczegdlnych punktach przyje-
tego podziatu (a), rozpisane w rdznicach skonczonych drugie pochodne funkcji ugigcia,
w ktorych wystepuje ugigcie w punkcie i (b)

Fig. 1. Beam fragment with its heights in individual points of section grid (a), second derivatives
of deflection function in finite-differences (deflection in 7 point) (b)

Ponizej dla punktu i utworzono lewa strong rownania przemieszczeniowego, réznicz-
kujac rozpisane wyzej pochodne wzgledem przemieszczenia w;, a zamiast catkowania
przypisano poszczegolnym pochodnym odpowiednie odcinki przyjetego podziatu belki.

W pierwszej kolejnosci (wersja A), postgpujac w sposob opisany wyzej, przypisano
wszystkim pochodnym sztywnos$¢ wystgpujaca w punkcie centralnym i:

8_V - E[Z(sz —2w +w;)s " 2w = 2w +wiy) - (=2)s " 2(w; = 2w, +Wipp)- S}

ow, 2 e T §*
EJ.
= S_;(Wi—Z — 4w,y + 6w — 4w +wi,) 3)

W dalszej kolejnosci (wersja B) postapiono w sposob opisany wyzej, z ta jednak
roéznica, ze odpowiednie sztywnosci, wystgpujace w poszczegdlnych weztach podziatu
belki, przypisano drugim pochodnym funkcji ugiecia (ilorazom réznicowym) rozpisa-
nym w danym punkcie:

oV _EJ, 2(W,_y =2w;_ +W;)- S +ﬂ 2wy = 2w+ W,y ) (=2)s N EJiy 2w =2w 0+ W0)-s

i+1 i

ow, 2 st 2 st 2 st

1

E
= ?[Ji—lwi—Z =2 I Wi i AT+ )W =20+ T W + Ji+1Wi+2] “)

W literaturze technicznej [np. Pietrzak i in. 1979, Jastrzgbski i in. 1974, Ortowski
i Stowanski 1978] znalez¢ mozna rozwigzania dla belek o zmiennej wysokosci, gdzie
réwnania przemieszczeniowe zbudowano wedlug wersji A. Na fakt, ze otrzymuje si¢
w takim przypadku bledne rozwiazania, wskazali w swojej pracy Podhorecki i Przedpet-
ski [1982].

Architectura 8 (3—4) 2009



52 W. Buczkowski

Prawidtowy sposdb postgpowania powinien by¢ zgodny z wersja B. Postepujac
w ten wlasnie sposob, dla belki wspornikowej pokazanej na rysunku 2, o liniowo zmien-
nej wysokosci, zbudowano uktad rownan (na ogoélnych symbolach), stuzacy do wyzna-
czenia przemieszczen w poszczegdlnych weztach przyjetego podziatu belki.

VAR A AN A A A A A A A A A A A A A o

7

Rys. 2. Belka wspornikowa o liniowo zmiennej wysokosci — podstawowe oznaczenia
Fig. 2.  Semi-beam of lineary changeable height — basic designations

Zatozono, ze belka begdzie obcigzona w sposdb rownomierny obcigzeniem o inten-
sywnosci g oraz ze obciazenie belki stanowi¢ bedzie réznica temperatury A¢ = const na
calej jej dtugosci (Af = 1, — 15). Otrzymang macierz uktadu rownan przemieszczeniowych
pokazano w tabeli 1.

Przykladliczbowy. WpracyPodhoreckiegoiPrzedpetskiego[1982]zamieszczonoprzyktad
liczbowydlabelkioschemaciejaknarysunku2dladanych: #,=6cm, s =5,5cm,h,=5,0cm, h3=
=4,5cm, hy =4 cm, hs = 3,5 cm, hg =3 cm, szerokos¢ belki b = 3 cm, dtugos¢ belki / =
= 60 cm, dugo$é odcinka podziatu belki s = 10 cm, modut Younga E = 20,6:10'" N-m 2,
obciazenie réwnomierne roztozone ¢ = 1000 N-m™'. Dla powyzszych danych przedsta-
wiono rozwiazanie $ciste uzyskane metoda prac wirtualnych. Ponizej zamieszczono roz-
wigzanie tej samej belki uzyskane metoda wariacyjnego ujecia roznic skonczonych.

Po podstawieniu powyzszych danych do macierzy pokazanej w tabeli 1 i po rozwiaza-
niu tak otrzymanego uktadu réwnan uzyskano wielkosci ugie¢ w punktach podziatu belki.
W tabeli 2, dla poréwnania, zestawiono warto$ci ugie¢ dla obliczanej belki zamieszczone
w pracy Podhoreckiego i Przedpelskiego [1982], uzyskane metoda prac wirtualnych, oraz
uzyskane przez autora niniejszej pracy metoda wariacyjnego ujecia roznic skonczonych.

Dla belki opisanej w powyzszym przykladzie liczbowym wykonano obliczenia dla
obcigzenia temperatura i w wyniku otrzymano nastgpujace wartosci przemieszczen
w poszczegdlnych punktach podziatu belki:

wy =-2,31510" a,Al?
W, =-9,680-107 oAl
wy=-22,601-10" a,At?
Wy =-41,695107 o, A1
ws =—-67,733-107 oAt
we=-101,70810" o, At

Acta Sci. Pol.



“ureaq Jo ooeyms Joddn pue wopoq usomiaq JudrpeIs armerodwo) — 1yjeq tuzdzozseyd uioS 1 tujop Azpdru Amjerodwo) eoruzor — 5 — Py =y

‘uorsuedxa JedUI] [BULIDY) JO JUSIOYJA0D — [0MOTUI] 10SOU[BZIOZSZOT [QUZOTUIIR) NIUUAZojodsm — 0
‘snnpow s,3unox — e3unox mpowt — 7
‘PEO[ ULIOJIUN — QUOZOFZOI AIUISTWOUMOT STUSZRIIq0 — b

9 9 ‘13ud] weaq — 1[oq 9s0ngp —/
¢ — =5 weaq Jo Juowdos Sunmnsorw Jo PSU — — = § 1y[oq njerzpod 039)d[Az1d exuropo dsoIngp — &
! ! ‘PPIM Wedq — I[q P$0N0IZS — ¢
:suonjeue[dxy — BIUSZOBUZ()
97
SIV'0 3y ,5h9 K] T ]
99
SV (B = 47) Szl - MY+ (4 + )z oy
q94q
SV (3= - yg) bzl My (& + y)e— M+ My + Yy (o + 3z &
qq
SV (g — S y7) LShTl Iy ({4 + )z Wy y+ly (&4 + )z &
94
SV (Sy—=Jy—47) ShT1 &y (&4 + )z Y+ Yy + Yy (&y+ )z
94
SV (3= - 4 LShTl Y (& + e Y+ yp+ g
peo| uojru) 9 Sm i fa 20 [
arnjerodwd) yym peo| SU0ZOFZ0X

amerodwo) orudzeroqo

SIUIDIUIOUMOI JIUDZEINGO)

uonooge( — 210318

7 2131, Ul paMOUS SWAYDS M Wedq J0J suonenba Jo wasAs juowooe[dsip Jo XIeN [ 2]qel,

7 mojunsA1 eu wAuezesod 910BWAYDS O 1[oq B[P YOAMOIUSZOZSAIAZId URUMOI NPEN ZISIORIA '] B[9QE],



54 W. Buczkowski

Tabela 2. Porownanie wynikéw ugig¢ uzyskanych w pracy Podhoreckiego i Przedpetskiego [1982]
oraz przez autora dla belki o schemacie pokazanym na rysunku 2

Table 2. Beam with scheme showed in Figure 2 — comparison between results of deflections
obtained in Podhorecki and Przedpelski [1982] and by the author

Wyniki $ciste wedtug Pod- ~ Wyniki uzyskane przez autora metoda

Ugiecie horeckiego i Przedpetskiego wariacyjnego ujgcia ré?nic skpr'lczonych Btad \yzglqdny
Deflection [‘1982] Authgr’§ resul.ts 0b4ta1ned with use of Realative error
Precise results variation finite-diference method

[cm] [em] [%]

wy 0,00078 0,00081 38

wy 0,00302 0,00308 2,0

w3 0,00650 0,00659 1,4

Wy 0,01093 0,01106 1,2

ws 0,01596 0,01613 1,1

We 0,02123 0,02144 1,0

Natomiast momenty zginajace, obliczone wedtug zaleznosci (2), w kazdym punkcie
podziatu belki byty réwne zeru. Bylo to zgodne z oczekiwaniami, gdyz dla ustrojow
statycznie wyznaczalnych obciazonych temperatura wystgpuja przemieszczenia bez wy-
wotywania napr¢zen.

Ponizej przedstawiono kolejny przyktad belki o zmiennej sztywnos$ci, a mianowicie
belke¢ swobodnie podparta, o liniowo zmieniajacej si¢ wysokosci, obciazona rownomier-
nie oraz roznicg temperatury. Schemat statyczny oraz podstawowe zaleznosci pokazano
na rysunku 3.

OV VIV VP U VL U Py UL VL UL VL L e Py L e P i

Rys. 3. Belka swobodnie podparta, o liniowo zmiennej wysokosci
Fig. 3. Free-ends beam of lineary changeable height

Obliczenia statyczne wykonano, postugujac si¢ opisang wyzej metoda réznic skon-
czonych w uje¢ciu wariacyjnym, przypisujac drugim pochodnym funkcji ugigcia (ilora-
zom roznicowym) sztywnosci przekroju, wystegpujace w punkcie, w ktdérym utworzono
odpowiedni iloraz réznicowy, a wiec postgpujac w sposob przedstawiony w wersji B.

Utworzong macierz uktadu rownan przemieszczeniowych pokazano w tabeli 3.

Szczegdtowe obliczenia wykonano, przyjmujac dane: /i, =2,5h, hy = 2,25h, h, = 2h,
h3 = 2,5h, h4 = I,Sh, h5 = 1,25h, h6 =h.

Po podstawieniu odpowiednich wartosci do macierzy przedstawionej w tabeli 3 otrzy-
mano uktad réwnan przemieszczeniowych z pigcioma niewiadomymi. Po rozwigzaniu
uktadu réwnan uzyskano ugiecia w punktach podziatu belki.

Acta Sci. Pol.
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Dla obciazenia rbwnomiernego otrzymano:

4

w =0,0143-2 :
Ebh

ql*

wy = 0,0266

3

Ebh

4

wy = 0,0342-4] -
Ebh

4
wy =0,0341-2 -
Ebh

4
ws = 0,0230-4" .
Ebh

Dla obciazenia belki temperaturg otrzymano:
wy = 0,0374 o, AtlPh!
wy = 0,0624 o, AtPPh!
ws = 0,0735 o, AtlPh!
wa = 0,0688 o, A1PPh!
ws = 0,0455 o, AtlPh!

Korzystajac z zaleznosci (2), obliczono momenty zginajace w poszczegdlnych punk-
tach przyjetego podziatu belki:

M, =0,06945qg1°
M, =0,11109¢7
M =0,12501g7
My =0,11110g7
M5 =0,06945¢/

Wartosci momentoéw zginajacych dla obciazenia belki temperatura, obliczone wedhug
zaleznosci (2), w kazdym punkcie podziatu belki byty rowne zeru.
Wykresy ugig¢ oraz momentow zginajacych pokazano na rysunku 4.

Acta Sci. Pol.
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| ——
25h 225h 2h 1.75h 1.5h 1.25h h
1 2 3 4 5

< < B w -

A S B X a Wy}(res ugie¢ dla )

= g &= = S obcigzenia rownomiernego
< < . .
2 9 Diagram of deflections for
< e uniform load

M
2 _ _ 2 Wykres momentow zginajacych
= = -~ = = dla obciazenia rownomiernego
> 3 5 . .
e a e Diagram of bending moments

= / for uniform load
(=}

<« ) i

<+ - .
= ] = % o] Wykrgs ugie¢ dla
Q =3 3 S < obciazenia temperaturg,

o o 3 =3 ol . .

A Diagram of deflections for
L M ? .

S loading with temperature
=]

Rys. 4.  Wykresy ugie¢ i momentdw zginajacych dla belki swobodnie podpartej o liniowo zmien-
nej wysokosci
Fig. 4. Deflection and moment diagrams for free-ends beam of lineary changeable height

ROZWIAZYWANIE BELEK O SKOKOWO ZMIENNEJ WYSOKOSCI

Przy rozwiazywaniu belek o skokowo zmiennej wysokosci metoda roéznic skonczo-
nych uzyskanie poprawnych wynikéw uzaleznione jest od wlasciwego przyjecia sztyw-
nosci belki w punkcie, w ktérym nastepuje zmiana wysokosci. Korzystajacy z tej metody
moga mie¢ watpliwosci, czy w punkcie zmiany wysokosci belki przyja¢ do obliczen sred-
nig arytmetyczng obliczong ze sztywnosci stykajacych si¢ fragmentow belki, czy moze
$rednig harmoniczna lub $rednia geometryczna? (Srednia arytmetyczna jest ilorazem
sumy liczb przez ich liczbe. Srednia harmoniczna dwach liczb jest odwrotnoscia $redniej
arytmetycznej odwrotnosci tych liczb. Srednia geometryczna dwoch liczb jest pierwiast-
kiem z ich iloczynu).

Jezeli mamy dwie liczby C'i D, to:

— $rednia arytmetyczna jest rowna C+D |
2
2CD

— Srednia harmoniczna jest réwna ,
C+D

— $rednia geometryczna wynosi VCD .

Architectura 8 (3—4) 2009



58 W. Buczkowski

Sprawe wlasciwego przyjecia sztywnosci w punkcie skokowej zmiany grubosci belki
mozna rozstrzygna¢ na wiele sposobow. W pracy Kurowskiego i Parszewskiego [1970]
zamieszczono rozwiazanie dla belki pokazanej na rysunku 5 uzyskane na drodze obliczen
analitycznych poprzez catkowanie rownan rézniczkowych osi ugigtej oddzielnie dla le-
wej 1 prawej czesci belki. State catkowania wyznaczono z uzgodnienia warunkow brze-
gowych na granicy przedziatéw (ugigcie i kat obrotu) oraz z warunkéw, wynikajacych ze
sposobu podparcia belki.

=

; E1lx E)J» 7

Rys. 5. Przyktad belki swobodnie podpartej, o skokowo zmiennej wysokosci, rOwnomiernie ob-
cigzonej, dla ktorej podano rozwiazanie w pracy Kurowskiego i Parszewskiego [1970]

Fig. 5. Example of free-ends beam with a piece-wise constant stiffness and uniformly loaded
solution given in Kurowski i Parszewski [1970]

Otrzymane rdwnania osi ugigtej belki przedstawiaja si¢ zaleznosciami:
— dla0<x<12

4 3 3
E 5
P LA L Uk WY EC/ )
24 12 384 EyJ,
— dlal2<x<lI
ot g S5 By, 7 5qi* (. E,J,
EyJyyy =———+ +ql —— |+ =] 1-—= (6)
24 12 384 EJ; 128)° 384\  EuJ

1
Korzystajac z powyzszych zaleznosci dla x =—, a wigc dla punktu, w ktdrym naste-
puje zmiana sztywnosci belki, otrzymano: 2

4 4
[P . S B (M
VTR U342E By, 384 (E)),
EJy + ExJy
: 2EJ, - EyJ.
gdzie (EJ)H :M'
El']l +E2J2
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Jak z powyzszego wynika, chcac uzyskac¢ doktadng warto$¢ ugigcia w punkcie o sko-
kowej zmianie wysokosci belki, nalezy przyja¢ w tym punkcie sztywnosc¢ obliczona jako

$rednig harmoniczng ze sztywnosci sgsiednich odcinkow belki.

Kolejny przyktad, mogacy da¢ odpowiedz w sprawie wlasciwego przyjmowania sztyw-

nosci przy obliczaniu belek o skokowo zmiennej wysokosci, przedstawiono ponize;j.

P
AN El, AN
172 172
Pl
4 Wykres momentow
¥ zginajacych
Diagram of bending

moments

3E], B X,
o
X
Obciazenie wtorne
/ I 7 o
i B #7== Fictitious load

Rys. 6. Schemat statyczny oraz podstawowe zaleznosci wykorzystywane przy obliczaniu ugigcia

belki metoda obcigzen wtérnych

Fig. 6.  Static scheme and basic relations applied in calculations of beam deflection with use of

fictitious method

Dla belki pokazanej na rysunku 6, stosujac metod¢ obciazen wtornych, wyznaczono

réwnania linii ugi¢cia dla obydwodch rézniacych si¢ sztywno$ciami odcinkéw belki:
— dla lewej czgsci belki o sztywnosci EJ; dla 0 <x; <172

PP 2 1 Py}
N=—c| ot M-
48 \ EJ; EJ, 12EJ,

— dla prawej czgsci belki o sztywnosci EJ, dla 0 <x, <1/2

PP 2 1 P
ya=—c X

_+_ —
48 | EJ, EJ, 12EJ,

. 1
Korzystajac z powyzszych zaleznosci dla x; = x, = > otrzymano:

ey PP PP
=y, = -
43, 2 EJEJy  48ETy
EJ, +EJ,
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W obu przedstawionych przyktadach obliczania ugi¢¢ okazato sig¢, ze w miejscu zmia-
ny wysokosci belki nalezy uwzgledni¢ sztywnos¢ obliczong jako $rednig harmoniczng ze
sztywnosci sasiednich odcinkow.

Do podobnego wniosku doszli Podhorecki i Przedpetski [1982], ktorzy wskazywali
réwniez na inne publikacje [Jastrzebski i in. 1974, Ortowski i Stowanski 1978, Pietrzak
i in. 1979], w ktorych uwzgledniono sztywnos¢ obliczong jako $rednia arytmetyczng ze
sztywnosci sasiednich odcinkéw i z tego powodu otrzymano btedne wyniki.

Ponizej przedstawiono rozwigzania dla belki swobodnie podpartej, o skokowo zmien-
nej wysokosci w srodku jej rozpigtosci. Rozwiazania uzyskano metoda réznic skonczo-
nych (MRS). Jako obciagzenie uwzgledniono: obciazenie rownomierne (g), obciazenie
sita skupiong (P) przytozona w srodku rozpigtosci belki oraz obcigzenie rdznica tempe-
ratury (Af) migdzy dolng a gorna plaszczyzna belki. Przyjete do obliczen schematy ob-
cigzen pokazano na rysunku 7, a przyjety w obliczeniach podziat belki oraz podstawowe
oznaczenia pokazano na rysunku 8.

a q
i ] [ F [

)s 2.
EJ, E),

b lP

- EJ, EJ, -

C tg

- EJ, la EJ,

Rys. 7. Belka o skokowo zmiennej wysokosci: a — obcigzona réwnomiernie, b — obciazona sitg
skupiona, ¢ — obcigzona temperatura

Fig. 7. Beam with a piece-wise constant stiffness: a — uniformly loaded, b — pointly loaded,
¢ — loaded with temperature

7

&
EJ, El. _

| s s S s s s s 1
Rys. 8. Belka swobodnie podparta o skokowo zmiennej wysokosci — podstawowe oznaczenia
przyjete do obliczen
Fig. 8.  Free-ends beam with a piece-wise constant stiffness — basic desigantions taken for calcu-
lations

Macierz uktadu réownan przemieszczeniowych dla dowolnych wielkosci J; i.J, przed-
stawia tabela 4.
Ponizej wykonano obliczenia szczegdtowe dla danych: #; =6 cm, s, =3 cm.

b‘h3 3
J; _0h b6 e ot
12 12
b-h3 b3
gy =2 b3 s em®
12 12
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2J;-J,  2:18b-225b
g 4Jy  18b+225h

2k 263
s'r_m_m_

4b cm*

4 cm

Jy-ht=18p-671 =3

Jy i =g by =18b-671 —4b-471 =2

2y by —Jy b =Ty okt =2-4b-47 —18p-671 = 2,25h-37 = —1,75
Jy by —Jg byl =2.25b-371 —4b.471 = —0,25b

Jy byt =225b-371=0,75p

Po podstawieniu szczegotowych danych do macierzy pokazanej w tabeli 4 otrzymano
uktad rownan przedstawiony w tabeli 5, a jego rozwiazanie zamieszczono w tabeli 6.

Uwaga! Aby uzyska¢ wartosci przemieszczen w; w centymetrach, nalezy do obliczen
podstawi¢ dane w nastgpujacych jednostkach: g [kN-cm™'], s [cm], b [em], E [KN-cm 2],

P [KN], A¢[°C], o [%} .

Tabela 5. Macierz uktadu réwnan przemieszczeniowych
Table 5. Matrix of system of displacemented equations

Ugigcie Obcigzenie Obciazenie t(e::)rlr)lcfrzaet?llre
réwnomierne  sita skupiona Log d withaL
wy wy w3 Wy Ws We wy;  Uniform load Point load temperature
90 =72 18 1 0 3
=72 108 =72 18 1 0 0
18 =72 94 —44 4 1 0 2
18 -44 3625 12,5 225 1 1 -1,75
4 12,5 1525 -9 2,25 1 0 -0,25
2,25 -9 13,5 -9 1 0 0
2,25 -9 11,25 1 0 0,75
4 3
. Ps
Mnoznik do prawych stron s —_
B Eb Eb o Ars®

Multiplier for right sides
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Tabela 6. Wyniki obliczen uktadu réwnan przedstawionego w tabeli 5
Table 6. Calculation results of system equations are shown in Table 5

Ugigcie Obciazenie rOwnomierne Obciazenie sita skupiong Obciazenie temperatura
Deflection Uniform load Point load Load with temperature
4 3
qs Ps 2
w 3,7917-— 0,7569— 0,75 o, Ats
: Eb Eb ’
4 3
w2 7,3889 L 1486175 1,3333 o, Ats?
Eb Eb
4 3
ws 10,6528 > 2,1507 75 1,75 o, Ats?
Eb Eb
4 3
Wy 13,52 2,752 2 a,Ats?
Eb Eb
qs4 Ps’ 2
ws 14,3472 +— 2,8403 —— 2 a,Ats
Eb Eb
4 3
qs Ps 2
w 11,8611°— 2,2639— 1,6667 a,Ats
° Eb Eb !
4 3
wy 6,7083L° 172431Pi 1 o Ats?
Eb Eb

Ponizej zamieszczono obliczone warto$ci momentow zginajacych w punkcie srodko-
wym belki dla poszczegdlnych rodzajow obciazen:
— obcigzenie rOwnomierne

10,6528 -2-13,5+14,3475 gs*

M 4 =—EJ, = 0,12498¢1°

X S 2
N

— obcigzenie sila skupiona

2,1597-2-2,75+2,8403 Ps>

Mx4 :—EJS' S2 E—bZO,ZSPl
— obcigzenie temperatura
1,75-2-2+2 _
M 4 =—EJg {’75—+a,Ats2 +o,Ar-4 1} =0
s
PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wykorzystanie wariacyjnego ujecia metody roznic skonczo-
nych do poszukiwania rozwiazan belek o liniowo oraz skokowo zmieniajacych si¢ wyso-
kos$ciach, obcigzonych oprocz tradycyjnego typu obciazeniami, takze temperatura. Istot-
ng sprawa bylo rozstrzygnigcie wlasciwego przyjmowania w obliczeniach sztywnosci

Architectura 8 (3—4) 2009



64 W. Buczkowski

belki w miejscu skokowej zmiany wysokosci. Wykazano, ze w takich przypadkach nale-
zy przyjac sztywnos¢ obliczong jako $rednig harmoniczng ze sztywnosci stykajacych si¢
fragmentow belki o réznej wysokosci. Wyniki uzyskane metoda roznic skonczonych dla
obcigzen masowych porownano z dostgpnymi w literaturze wynikami $cistymi. Zgod-
no$¢ wynikow byla bardzo duza.

Rozwiazania przedstawione w niniejszej pracy stanowig przyczynek do poszukiwania
rozwiazan metoda réznic skonczonych dla zbiornikéw prostopadtosciennych ze §cianami
o przekroju trapezowym lub ze §cianami o zmiennej skokowo grubosci z uwzglednieniem
przestrzennej pracy statycznej ustroju, a takze z uwzglednieniem obciazen temperatura.

PISMIENNICTWO

Bielewicz E., Wachowiak J., Wilde P., 1967. Analiza statyczna przekrycia jednostupowego. Archi-
wum Inzynierii Ladowej XIII, 167-180.

Buczkowski W., 2007. Obciazenia termiczne belek, ptyt i konstrukcji inzynierskich. Wydawnictwo
SGGW, Warszawa.

Jastrzebski P., Mutermilch J., Ortowski W., 1974. Wytrzymato$é materiatow. Arkady, Warszawa.

Kurowski R., Parszewski Z., 1970. Zbior zadan z wytrzymatosci materiatow. PWN, Warszawa.

Ortowski W., Stowanski L., 1978. Wytrzymato$¢ materiatow. Przyktady obliczen. Arkady, Warszawa.

Pietrzak J., Rakowski G., Wrzesniowski K., 1979. Macierzowa analiza konstrukcji. PWN, Warsza-
wa-Poznan.

Podhorecki A., Przedpetski J., 1982. Niektdre problemy obliczania pretéw o zmiennej sztywnosci
metoda roznic skonczonych. Archiwum Inzynierii Ladowej XXVIII, 1-2, 67-77.

SOLUTION OF BEAMS OF CHANGEABLE RIGIDITY WITH USE
OF FINITE-DIFFERENCE METHOD

Abstract. The paper presents solutions of beams with changeable rigidity. The finite-diffe-
rence method was used for calculations. The way of construction of matrixes of displaced
equation systems was presented. A solution for several static schemes of changeable rigi-
dity beams loaded with mass and temperature gradient between bottom and upper plane of
beams was given. Matrixes with their coefficients of general designations make it possible
to get solutions for beams of the same static schemes but different rigidities.

Key words: beams of changeable rigidity, loading with temperature, finite-difference
method
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