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OBLICZANIE PIERWSZEJ CZESTOSCI DRGAN
WLEASNYCH SEUPOW STALOWYCH O ZMIENNYM
PRZEKROJU POPRZECZNYM

CZESC II. WYNIKI

Jacek Jaworski, Marta Boniecka, Marcin Nycz
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy dla wybranych przyktadéw przedstawiono wyniki obliczen okresu
drgan wlasnych stupow stalowych otrzymane ze wzoréw wyprowadzonych w pierwszej
czesci tego artykutu. Wyniki te dotycza slupa w ksztalcie stozka $cigtego, szczegdlnego
przypadku wydrazonego stozka $cigtego (rury stozkowej) i $cigtych ostrostupdw prawi-
dlowych — pelnych i wydrazonych. Wyniki obliczen wlasnych poréwnano z obliczeniami
wedlug zatacznika 2 do normy PN-77/B-02011 i obliczeniami wykonanymi w programie
komputerowym ANSY'S.

Stowa kluczowe: stup stalowy, okres drgan wlasnych, pierwsza czgsto$é drgan wiasnych

WSTEP

Do szacunkowego obliczenia obcigzen konstrukeji wiatrem wedlug normy PN-77/
/B-02011 wymagane jest okreslenie okresu drgan wilasnych konstrukcji, zwiazanego
z pierwsza czgstoscig drgan. Dotyczy to miedzy innymi stalowych stupow, wiez, ko-
minow, ktdére naleza do konstrukcji podatnych na dynamiczne oddziatywanie porywow
wiatru.

W przypadku stupéw w ksztalcie Scigtego stozka lub $cigtego ostrostupa prawidto-
wego wygodna alternatywag wobec obliczen okresu drgan, wedlug zatacznika 2 wyzej
wymienionej normy, jest skorzystanie ze wzoréw wyprowadzonych w pierwszej czesci
tego artykutu [Jaworski i in. 2009].
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METODYKA I ZAKRES OBLICZEN

W celu pokazania mozliwosci praktycznego zastosowania wzoréw podanych
W pierwszej czgsci tej pracy porownano wyniki uzyskane z ich wykorzystaniem z wyni-
kami obliczen wedtug zatacznika 2 do normy PN-77/B-02011 i obliczeniami wykonany-
mi w programie komputerowym ANSY'S.

Do poréwnania wynikdéw obliczen okresu drgan wiasnych wybrano stupy stalowe
o wysokosci H = 6 m, bedace konstrukcjami wspornikowymi utwierdzonymi w podsta-
wie. Srednica przy podstawie stupéw o ksztalcie stozka wynosi Dy = 20 cm, $rednica
przy wierzchotku jest zmienna (rys. 2). Dla stupow o ksztalcie stozka wydrazonego (rury
stozkowej) Srednica zewnetrzna przy podstawie wynosi D, = 20 cm, a $rednice przy
wierzcholku i grubosci Scianek sg zmienne. W kazdym z tych przypadkow tworzace stoz-
ka zewnetrznego i wewnetrznego przecinaja si¢ w jednym punkcie na osi stozka (rys. 1d).
Inaczej méwiac, zachowana jest stata warto$¢ ilorazu grubosci Scianki i §rednicy:

Ep _ 8k
D, D,

gdzie: g, D), — grubos¢ $cianki i srednica zewngtrzna przy wierzchotku stupa [cm],
g1, Dy — grubos¢ Scianki i srednica zewngtrzna przy podstawie stupa [cm)].

Doktadniej ksztatty tych stupéw pokazano na rysunkach 2 i 3b w pierwszej czgsci
tej pracy [Jaworski i in. 2009]. Dla stali przyjeto: modut Younga £ = 205 GPa i ggstos¢
p=7850 kg'm .

Wyniki obliczen dla stozka $cigtego i rury stozkowej (dla przypadku szczegolnego,
gdy tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego przecinaja si¢ w tym samym punkcie
na osi stozka) otrzymane ze wzorow (31), (32), (59), (60), wyprowadzonych w pierwszej
czescei tego artykutu [Jaworski 1 in. 2009], poréwnano z wynikami otrzymanymi wedlug
schematu 1 zalacznika 2 normy PN-77/B-02011 — wzér (1) z pierwszej czgsci tej pracy i z
wynikami analizy modalnej wykonanej w pracujacym z wykorzystaniem MES programie
komputerowym ANSYS.

Dodatkowo poréwnano okres pierwszej postaci drgan wlasnych dla stupéw w ksztat-
cie petnego i wydrazonego stozka i petnych i wydrazonych ostrostupéw prawidtowych
(trojkatnego, czworokatnego i szesciokatnego) — wedlug wzorow (68)—(70) dla przekroju
kwadratowego (jak na rys. 4 z pierwszej czgsci tej pracy [Jaworski i in. 2009]) i analo-
gicznie wyprowadzonych wzorow dla pozostatych przekrojow. Przekroj poprzeczny przy
podstawie stupoéw byt zréznicowany, przy czym uwzgledniono tu nastgpujace przypadki:
wielokaty foremne wpisane w okrag o Srednicy Dy = 20 cm (rys. 1a), wielokaty foremne
o polu réwnym polu kota o srednicy D;, = 20 cm (rys. 1b), wielokaty foremne opisane na
okrggu o Srednicy Dy = 20 cm (rys. 1c). Analogicznie, przekroj poprzeczny przy wierz-
cholku stupow byl wielokatem wpisanym, wielokatem o rownym polu i wielokatem opi-
sanym na okregu o $rednicy D),
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Rys. 1. Zasada tworzenia przekrojow ostrostupdw prawidtowych porownywanych w tej pracy:
a — wielokaty foremne wpisane w okrag o srednicy D = 20 cm, b — wielokaty foremne
o polu rownym polu kota o srednicy Dj, =20 cm, ¢ — wielokaty foremne opisane na okre-
gu o $rednicy Dy = 20 cm, d — ksztalt stozka i ostrostupa prawidlowego wydrazonego;
Dy — $rednica przy podstawie stupa, D, — $rednica przy wierzchotku stupa, g — grubos¢
$cianki przy podstawie stupa, H — wysokos¢ stupa

Fig. 1. Principle of generating of transversal sections for pyramids compared in this paper:
a — regular polygons inscribed of a circle with a diameter D, = 20 cm, b — regular poly-
gons with an area equal to area of a circle with a diameter D; = 20 cm, ¢ — regular poly-
gons circumscribed about a circle with a diameter D, = 20 cm, d — form of a frustum of
cone and tube shaped like a pyramid; D; — diameter at column footing, D, — diameter at
column head, g; — wall thickness at column footing, H — height

H=6m

L 9

Dk=20cm

WYNIKI OBLICZEN

Stupy w ksztalcie Scigtego stozka

Wyniki obliczen pierwszej postaci okresu drgan dla stalowych stupow w ksztatcie
Scigtego stozka o Srednicy przy podstawie Dy = 20 cm i réznych wartosciach srednicy
przy wierzchotku (odpowiadajacych roznym zbieznosciom stozka) przedstawiono na ry-
sunku 2. Na osi odcigtych podano srednice przy wierzchotku (D)), ale warto zauwazy¢,
ze ten sam wykres mozna przedstawié, przyjmujac na osi odcigtych stosunek $rednic

D
% = D_p lub n= % W tym ostatnim przypadku, jesli wartosci » uporzadkowac w skali
k P
liniowej lub logarytmicznej, to otrzymane zaleznosci bgda tworzyly krzywe o zupehie
innych ksztattach.

Analizujac uzyskana ze wzorow wyprowadzonych w pierwszej czgsci tej pracy [Ja-
worski i in. 2009] zaleznos¢ okresu drgan (7) od srednicy (D)), mozna stwierdzi¢, ze
jest ona funkcja ciagta. Dla duzych zbieznosci stozka (matych wartosci D)) okres drgan
gwaltownie rosnie wraz ze wzrostem D,,. Dla matych zbieznosci stozka (duzych wartosci
D,) okres rosnie w przyblizeniu proporcjonalnie do D,. Gdy wartos¢ D, zbliza si¢ do
D, =20 cm, okres drgan zbliza si¢ do wartosci obliczonej ze wzoréw dla walca. Na wy-
kresie zaznaczono tez okres drgan dla stupa w ksztatcie walca, obliczony zgodnie z roz-
wigzaniem dla fali stojacej [np. Chmielewski i Zembaty 1998, Dylag i in. 2000]. Pokrywa
si¢ on praktycznie z wynikiem z programu ANSY'S (ro6znica nie przekracza 0,25%) 1 jest
o niecate 1,5% wigkszy od wartosci okresu obliczonego przez autordw.

Architectura 8 (3—4) 2009
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Rys. 2. Poréwnanie wynikow obliczen okresu drgan wiasnych stalowego stupa w ksztatcie $cig-
tego stozka o réznym stopniu nachylenia $cianek: 7 — okres drgan, D; — $rednica przy
podstawie stupa, D,, — Srednica przy wierzchotku stupa, n — stosunek $rednic, H — wyso-
kos¢ shupa

Fig. 2. Comparison of calculation results of natural period of steel columns in form of frustum
of cone with different inclination of generating line: 7 — period, D, — diameter at column
footing, D, — diameter at column head, » — diameters ratio, H — height

Krzywa wyznaczona wedtug schematu 1 zalacznika 2 do normy PN-77/B-02011 ma
w zakresie srednic D, = 10-20 cm bardzo podobny ksztalt i wartosci bardzo bliskie wy-
nikom z rozwigzania autordéw, ale wyraznie odbiega od wynikow obliczen wtasnych dla
duzych zbieznosci stozka (matych $rednic D). Ksztalt tej linii jest zblizony do prostej az
do D, = 0 (czyli w catym zakresie zbieznosci — od walca do stozka).

Krzywa wyznaczona przy uzyciu programu ANSYS dla matych zbieznosci Scigtego
stozka (w zakresie Srednic D, = 10-20 cm) dos¢ dobrze odpowiada dwdm pozostatym
krzywym, a dla duzych zbieznosci stozka jej przebieg jest blizszy krzywej obliczonej
wedlug normy PN-77/B-02011.

Stupy w ksztalcie rury stozkowej — przypadek szczegélny, gdy L =/

Wyniki obliczen wtlasnych, obliczen wedlug normy PN-77/B-02011 i obliczen
w programie ANSYS dla stozka wydrazonego i ostrostupéw prawidtowych wydrazonych
poréwnano na rysunku 3. Uwzgledniono cztery grubosci $cianek. Im mniejsza grubos¢
$cianki, tym mniejsza warto$¢ okresu drgan. Widoczna jest duza zbiezno$¢ wynikow
wszystkich trzech wykreséw dla duzych i Srednich wartosci D,, natomiast dla matych
wartosci D), okres drgan obliczony za pomoca wzoréw wyprowadzonych w tej pracy
jest mniejszy. Ogolny charakter zaleznos$ci okresu drgan od stopnia nachylenia tworzacej
stozka zewngtrznego (Srednicy przy wierzchotku D)) jest dla stupa w ksztalcie rury stoz-
kowej podobny jak przy stupie w ksztalcie $cigtego stozka (rys. 2).

Acta Sci. Pol.
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Rys. 3. Poréwnanie wynikéw obliczen okresu drgan wilasnych stalowego stupa w ksztalcie wy-
drazonego $cigtego stozka (rury stozkowej) i o r6znym stopniu nachylenia i réznych gru-
bosciach $cianek: T— okres drgan, Dy — srednica przy podstawie stupa, D, —$rednica przy
wierzchotku stupa, g, — grubos¢ $cianki przy podstawie stupa, H — wysokos$¢ stupa

Fig.3. Comparison of calculation results of natural period of steel columns in form of tube
shaped like a cone with different inclination of generating lines and different wall thick-
nesses: 7' — period, Dy — diameter at column footing, D,, — diameter at column head, gx
— wall thickness at column footing, A — height

Niewielka réznica migdzy wynikami obliczen wiasnych i wedlug normy PN-77/B-
-02011 dla D,, = 20 cm bierze si¢ stad, ze w schemacie 1 zalacznika 2 do normy podano,
zeby dla walca przyjmowac K = 1,79 (i tak obliczone wyniki zamieszczono na rysunku 3),
wartos¢ za$ tego wspotczynnika odczytana z wykresu wynosi okoto 1,8, a obliczona
z podanych w normie wzordéw K = 1,774.

Poréwnanie uzyskanych wynikdw wlasnych z wynikami z programu ANSY'S ukazuje
sytuacj¢ podobna do opisanej w przypadku stupow o ksztalcie pelnego stozka Scigte-
go. Dla stupa w ksztalcie rury walcowej wyniki wykazuja duza zgodno$é. Dla stozkow
o matlej zbieznosci Scianki bocznej (w zakresie $rednic D, > 10 cm) wykresy maja po-
dobny charakter, a réznice wynosza od 1% (dla D, = 20 cm) do 10% (dla D, = 10 cm).
Dla wigkszych katoéw nachylenia tworzacej stozka do jego osi (dla srednic D, < 10 cm)
krzywe maja roézny ksztalt, a wartosci okresu drgan sa, wraz ze zmniejszaniem si¢ Sred-
nicy D,, coraz bardziej odlegte od siebie.

Stupy w ksztalcie ostrostupow Scietych prawidlowych

Wyniki obliczen okresu drgan wilasnych stupow w ksztalcie Scigtego stozka 1 w
ksztalcie ostrostupéw prawidtowych o podstawie trojkatnej, czworokatnej i szesciokat-
nej pordwnano na rysunkach 4, 5 1 6. Rysunek 4 dotyczy stupéw pelnych, rysunki 51 6
stupéw wydrazonych. Grubos¢ $cianki przy podstawie (okreslona jak na rys. 1d) wy-
nosi dla stupéw na rysunku 5: g = 5 cm, a na rysunku 6: g; = 1,25 cm. Rysunki 4a, Sa
i 6a dotycza ostrostupdw o podstawach, bedacych wielokatami foremnymi wpisanymi

Architectura 8 (3—4) 2009
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Rys. 4.

Fig. 4.
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Okresy drgan shupow w ksztalcie $cigtego stozka i $cigtych ostrostupéw prawidtowych
o podstawie trdjkatnej, kwadratowej i szesSciokatnej: a — wielokaty wpisane w okrag
o srednicy Dy = 20 cm, b — wielokaty o polu rownym polu kota o $rednicy D; = 20 cm,
¢ — wielokaty opisane na okrggu o srednicy Dy = 20 cm; T — okres drgafi, D, — $rednica
przy wierzchotku stupa

Natural periods for columns shaped like frustum of cone and frustum of pyramid with
triangle, square and hexagon basis: a — regular polygons inscribed of a circle with a dia-
meter Dy =20 cm, b — regular polygons with an area equal to area of a circle with a diam-
eter D, = 20 cm, ¢ — regular polygons circumscribed about a circle with a diameter Dy, =
20 cm; T period, D), — diameter at column head
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Rys. 5. Okresy drgan stupdw w ksztalcie wydrazonego scigtego stozka i wydrazonych ostrostu-
péw prawidtowych o podstawie trojkatnej, kwadratowej i szesciokatnej dla g = 5 cm:
a — wielokaty wpisane w okrag o srednicy D;, = 20 cm, b — wielokaty o polu réwnym
polu kota o srednicy Dy = 20 cm, ¢ — wielokaty opisane na okrggu o srednicy Dy =20 cm;
T — okres drgan, D), — srednica przy wierzchotku stupa, g — grubos¢ $cianki przy pod-

stawie shupa

Fig. 5. Natural periods for columns shaped like tubes in form of cone and of pyramid with tri-
angle, square and hexagon basis for g; = 5 cm: a — polygons inscribed of a circle with a
diameter D, = 20 cm, b — polygons with an area equal to area of a circle with a diameter
Dy =20 cm, ¢ — polygons circumscribed about a circle with a diameter D; = 20 cm;

T — period, D), — diameter at column head, g; — wall thickness at column footing

Architectura 8 (3—4) 2009
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Rys. 6.

Fig. 6.
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Okresy drgan stupéw w ksztalcie wydrazonego $cigtego stozka i wydrazonych ostro-
stupow prawidtowych o podstawie trojkatnej, kwadratowej i szesciokatnej dla g, = 1,25
cm: a — wielokaty wpisane w okrag o $rednicy D =20 cm, b — wielokaty o polu réwnym
polu kota o srednicy Dy = 20 cm, ¢ — wielokaty opisane na okregu o srednicy Dy =20 cm;
T — okres drgan, D, — srednica przy wierzchotku stupa, g; — grubo$¢ $cianki przy pod-
stawie stupa

Natural periods for columns shaped like tubes in form of cone and of pyramid with trian-
gle, square and hexagon basis for g; = 1,25 cm: a — polygons inscribed of a circle with a
diameter D, =20 cm, b — polygons with an area equal to area of a circle with a diameter
Dy = 20 cm, ¢ — polygons circumscribed about a circle with a diameter D; = 20 cm;
T - period, D,, — diameter at column head, g — wall thickness at column footing
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w okrag srednicy Dy =20 cm, jak pokazano na rysunku la. Rysunki 4b, 5b i 6b dotycza
ostrostupow o podstawach, bedacych wielokatami foremnymi o polu réwnym polu kota
o srednicy D;, = 20 cm, jak pokazano na rysunku 1b. Rysunki 4c, 5c i 6¢ dotyczg ostro-
shupow o podstawach, bedacych wielokatami foremnymi opisanymi na okregu o srednicy
Dy =20 cm, jak pokazano na rysunku lc. Przekroje poprzeczne przy wierzchotkach stu-
pow byly, podobnie jak w przypadku podstawy stupow, wielokatami wpisanymi, wielo-
katami o rownym polu i wielokatami opisanymi na okregu o Srednicy D,,.

Dla wszystkich badanych ksztattow shupow zaleznos¢ okresu drgan od zbieznosci
Scianek bocznych ma podobny charakter. Im wigksza zbieznos¢ Scianek, tym mniejsza
$rednica przekroju stupa przy jego wierzchotku. Okres drgan na rysunkach 4, 51 6 po-
dano w zaleznosci od srednicy D). Dla srednic D, > 10 cm zalezno$¢ jest zblizona do
prostej, dla D), < 10 em — przechodzi w krzywoliniowa. Z rysunkéw 5 i 6 widoczna jest
tendencja, ze — podobnie jak na rysunku 3 — im ciensze sa $cianki stupa wydrazonego,
tym mniejsza jest wartos¢ okresu drgan.

Poréwnujac stupy o przekroju poprzecznym kotowym i w ksztalcie wielokatéw o tym
samym polu powierzchni (rys. 4b, 5b i 6b) widzimy, ze najmniejsza warto$¢ okresu drgan
wystepuje dla stupow trdjkatnych, a migdzy pozostatymi przypadkami réznice sa bardzo
niewielkie. Dla wielokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu (rys. 4a, c, 5a, ¢
i 6a, c) wystgpuja natomiast wyrazne roznice wynikow w zaleznosci od liczby bokow
wielokata. Doda¢ jeszcze trzeba, ze przypadek trojkata wpisanego w okrag o $rednicy
D; =20 cm i grubosci $cianki g; = 5 cm oznacza w rzeczywistosci stup pelny.

WNIOSKI

Z przeprowadzonych w pracy rozwazan i z pordwnania wynikow obliczen wynikaja
nastepujace wnioski:

1. Wyprowadzone w pierwszej czegsci tej pracy [Jaworski i in. 2009] wzory na obli-
czenie okresu (lub pierwszej czestosci) drgan wiasnych stupow pozwalaja na wykonanie
obliczen dla stupow w ksztalcie stozka Scigtego petnego i wydrazonego (w szczegdlnym
przypadku, gdy L =/, czyli gdy tworzace stozka wewngtrznego i zewngtrznego przecinajg
si¢ w jednym punkcie na osi stozka) oraz petlnych i wydrazonych $cietych ostrostupow
prawidtowych.

2. Z analizy modalnej wykonanej w programie ANSYS wynika, ze w zakresie bada-
nych ksztaltow stupa wyznaczony przez program ksztatt osi sthupa przy pierwszej postaci
drgan nie odbiega znacznie od przyjetej przy wyprowadzaniu wzordw linii ugigcia stupa
pod statycznym dziataniem poziomej sity przytozonej do jego wierzchotka.

3. Dla stupéw o statym przekroju (w ksztalcie walca, rury, graniastostupa prawidto-
wego petnego 1 wydrazonego) otrzymano duzg zbieznos¢ wynikow obliczen wiasnych,
obliczen wedtug zatacznika 2 do normy PN-77/B-0201, obliczenn w programie ANSYS
i rozwiazania dla fali stojace;j.

4. Dla stupéw o zmiennym przekroju, w ksztalcie $cigtego stozka:

— w zakresie niewielkich zbieznosci stozka, gdy D, jest wigksze od 10 ¢m (co od-

. o, .. 1 D . . . . .
powiada stosunkowi $rednic — = D_p > 0,5 i katowi nachylenia tworzacej do osi stozka
n k
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a < 0,95°) wyniki obliczen wlasnych i wedtug zatacznika 2 do normy PN-77/B-0201 oraz
wyniki z programu ANSY'S cechuja si¢ znaczna zbieznoscia,
— w zakresie wigkszych zbieznosci stozka, gdy D), jest mniejsze od 10 cm (co odpo-

: .. .. 1 D . . . : :
wiada stosunkowi srednic — = D—p < 0,5 i katowi nachylenia tworzacej do osi stozka o >
n k

0,95°) obliczenia wykonane z uzyciem wzoréw wyprowadzonych w tej pracy prowadza
do mniejszych okresow drgan; roznica ta jest tym wyrazniejsza, im bardziej warto$¢ D),
zbliza si¢ do zera.

5. Podobna zaleznos$¢ migdzy wynikami obliczen wtasnych, wedtug PN-77/B-02011
i w programie ANSYS zaobserwowano takze w pozostatych badanych przypadkach, to
jest dla shupow w ksztalcie stozka wydrazonego, czyli rury stozkowej, i w ksztalcie Scig-
tych ostrostupow prawidtowych petnych i wydrazonych.

6. Zbiezno$¢ $cian bocznych Scigtego stozka wydrazonego lub ostrostupa prawidto-
wego (zaréwno pelnego, jak 1 wydrazonego) ma istotny wptyw na czgstos¢ drgan stupa.
Im wigksza zbieznos¢, tym mniejsza warto$¢ okresu drgan. Dodac tu nalezy, ze wszystkie
badane w tej pracy shupy charakteryzowaly si¢ mata zbiezno$cig $cian bocznych, kat na-
chylenia tworzacej do osi stozka lub ostrostupa byt zawsze mniejszy od 2°.

7. Uzyskane wykresy pozwalaja na okreslenie wptywu na okres drgan réznych ele-
mentdw ksztattu shupa, takich jak zbieznos$¢ scianek stozka lub ostrostupa, grubos¢ $cia-
nek czy ksztatt wielokata tworzacego przekroj poprzeczny stupa.

8. Podany w pracy sposdb obliczania pierwszej czgstosci drgan wlasnych nadaje si¢
do zastosowania dla konstrukcji o ciaglym rozktadzie mas, dla ktérych zalezno$¢ mo-
mentu bezwladnosci przekroju od wysokosci jest opisana funkcja ciagla. W wigkszosci
przypadkow konstrukcji wiezowych wystepuja jednak masy skupione i wtedy obliczenia
trzeba prowadzié, dzielac konstrukcje na skonczong liczbg elementéw. Dotyczy to takze
stalowych wiez kratowych o zbieznych liniowo kraweznikach o statym przekroju [Ja-
worski i Zadrozny 2008], w ktorych mozna w uproszczeniu przyjaé, ze warto§¢ momentu
bezwladnosci trzonu wiezy jest proporcjonalna do kwadratu wysokosci.
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CALCULATION OF FIRST NATURAL FREQUENCY OF STEEL COLUMNS
WITH VARIABLE CROSS-SECTIONS PART II. RESULTS

Abstract. Results of calculations of the natural period of steel columns, determined us-
ing formulas developed in the first part of this paper, are presented for selected examples.
Results concern columns in form of frustum of cone, special case of a tube shaped like a
cone and frustum of regular pyramid. Results of calculations were compared with calcula-
tions according to the PN-77/B-02011 standard and calculations by the computer program
ANSYS.

Key words: steel column, post, natural period, first natural frequency
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