
Architectura 8 (3–4) 2009, 33–47

ANALIZA WP�YWU WZMOCNIENIA KONSTRUKCJI 
MOSTOWEJ NA JEJ STAN GRANICZNY

Rafa� Kami�ski, Krystyna Spychalska, Mykhaylo Delyavskyy
Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy

Streszczenie. W pracy rozpatruje si	 konstrukcj	 mostow� z�o�on� z p�yty betonowej po-
��czonej z w	z�ami pasa dolnego kratownicy przestrzennej. Konstrukcja jest podparta na 
sztywno w odleg�o�ci 30 m. Analizuje si	 wp�yw ró�nego rodzaju wzmocnie� pomostu 
konstrukcji na no�no�� graniczn� jej cz	�ci kratowej. Rozwi�zanie otrzymano metod� ele-
mentów sko�czonych, wykorzystuj�c program Cosmos.

S�owa kluczowe: konstrukcja mostowa, kratownica przestrzenna, wzmocnienie konstrukcji

WST�P

W ostatnich latach wiele konstrukcji mostowych wymaga naprawy lub wzmocnienia, 
co jest spowodowane m.in. zwi	kszeniem intensywno�ci ruchu, podwy�szeniem klasy 
obci��enia mostu, a tak�e uszkodzeniami mechanicznymi, nagromadzeniem uszkodze� 
zm	czeniowych, korozj� materia�u [Szel�gowski 1966, �agoda 2005, Zobel 2005]. 
W celu zachowania bezpiecze�stwa pracy konstrukcji p�yt	 mostow� zwykle wzmacnia 
si	  pr	tami, rusztem, podklejaniem warstw, dospawaniem p�askowników w elementach 
rozci�ganych kratownic itd.

Do nowoczesnych metod wzmocnienia konstrukcji mostowych nale�y podklejanie 
dodatkowego zbrojenia w postaci ta�m, mat i warstw z materia�ów w�ókno-kompozyto-
wych FRP (Fiber Reinforced Polymer). 

Szerokie stosowanie materia�ów w�ókno-kompozytowych do wzmocnienia konstruk-
cji mostowych [Datoo 1991, Hull i Clyne 1996] uzasadnione jest tym, �e materia�y te s� 
lekkie i cienkie, przez co prawie nie zmieniaj� ani wymiarów konstrukcji, ani jej ci	�aru 
w�asnego, zachowuj� odporno�� korozyjn� i odporno�� na przep�yw ciep�a, posiadaj� 
du�� wytrzyma�o�� na rozci�ganie i zm	czenie. 

Wzmocnienie konstrukcji materia�ami FRP pozwala jednocze�nie zmniejszy� ci	-
�ar w�asny konstrukcji przez zmniejszenie grubo�ci p�yty no�nej. Podklejanie ta�m, mat 
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czy warstw do belek, p�yty lub s�upów nie wymaga w zasadzie przerywania eksploatacji 
obiektu, co jest konieczne w przypadku wzmocnienia konstrukcji elementami stalowymi. 
Jako zbrojenie w�óknami najcz	�ciej stosowane s� w�ókna w	glowe, które charakteryzu-
j� si	 mniejszym ci	�arem w porównaniu z w�óknami szklanymi (a tym bardziej z ele-
mentami stalowymi) oraz du�� wytrzyma�o�ci� na rozci�ganie (2100–3900 MPa). Modu� 
spr	�ysto�ci w�ókien w	glowych zmienia si	 w przedziale 50–700 GPa [Szel�gowski 
1966]. Materia�y kompozytowe z w�ókien w	glowych cechuj� si	 anizotropi� w�asno�ci 
mechanicznych.

SFORMU�OWANIE PROBLEMU

Celem pracy jest analiza wp�ywu ró�nego rodzaju wzmocnienia pomostu na no�no�� 
graniczn� mostowej konstrukcji kratowej.

Rozwa�a si	 pewien typ konstrukcji mostowej (rys. 1) z�o�onej z p�yty (pomostu) 
i kratownicy przestrzennej. Zak�ada si	, �e na kraw	dziach poprzecznych p�yty obie cz	-
�ci konstrukcji s� po��czone spr	�y�cie tylko w w	z�ach pasa dolnego kratownicy. Na  
kraw	dziach pod�u�nych p�yta jest sztywnie zamocowana do przyczó�ków. 

W celu rozwi�zania konstrukcji mostowej wybrano uk�ad wspó�rz	dnych Oxyz 
(wspólny dla p�yty i kratownicy) w lewym dolnym naro�niku p�yty. O� Oz skierowano ku 
górze, a osie Ox i Oy rozmieszczono w p�aszczy�nie p�yty, jak pokazano na rysunku 2.

P�yta ma wymiary w rzucie 30 × 6 m i grubo�� h = 0,2 m, a kratownica wysoko�ci 
H = 5 m z�o�ona jest z 78 pr	tów stalowych. Kszta�ty pr	tów pasa górnego, dolnego 
i krzy�ulców stanowi� pro
 le HEB-300. Pasy górne po��czono dziesi	cioma kszta�-
townikami IPE-300 i st	�ono za pomoc� 18 krzy�ulców o pro
 lu IPE-100. Ogólna 
liczba pr	tów kratownicy równa si	 106. Pr	ty wykonane s� ze stali o module Younga 
Es = 2,05·108 kPa i wspó�czynniku Poissona �s = 0,3.

Konstrukcja jest obci��ona ci	�arem w�asnym oraz ci	�arem u�ytkowym w postaci 
ruchomego uk�adu sze�ciu si� skupionych, modeluj�cych obci��enie kó� pojazdu na jezd-
ni	 (rys. 2).

Rys. 1. Schemat ogólny konstrukcji mostowej
Fig. 1. General scheme of bridged construction
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Rozstaw kó� pojazdu wynosi 1,75 m; odleg�o�� mi	dzy tyln� a �rodkow� osi� wynosi 
3,5 m, a mi	dzy �rodkow� i przedni� osi� – 1,5 m. Przyj	to warto�ci wszystkich si� ze-
wn	trznych po 60 kN, a si� wewn	trznych – po 30 kN.

OCENA STANU GRANICZNEGO KONSTRUKCJI MOSTOWEJ Z P�YT� 
BETONOW� NIEWZMOCNION�

Pod obci��eniem ruchomym ugi	cie p�yty mostowej przyjmuje ró�ne warto�ci, za-
le�nie od po�o�enia obci��enia. Przekrój pomostu, w którym ugi	cie osi�ga warto�ci 
maksymalne, nazwano przekrojem „ekstremalnym”. Po�o�enie tego przekroju, a jest to 
przekrój odleg�y o 13,75 m od podpory lewej, okre�lono za pomoc� linii wp�ywu ugi	cia 
p�yty sporz�dzanej w systemie Robot Millennium [System Robot Millenium 2003], bez 
uwzgl	dnienia ci	�aru w�asnego konstrukcji.

Do rozwa�a� wybrano najniekorzystniejszy rodzaj konstrukcji pomostu, czyli przy-
padek p�yty betonowej niewzmocnionej. Taki w�a�nie wybór pozwala przeprowadzi� 
analiz	 wp�ywu ró�nego rodzaju wzmocnienia pomostu na stan no�no�ci granicznej wy-
branego typu konstrukcji. 

W obliczeniach przyj	to beton klasy B30 o module Younga Eb = 2,7 · 107 kPa i wspó�-
czynniku Poissona �b = 0,167. Przyj	to równomierny rozstaw w	z�ów dolnego pasa kra-
townicy, z krokiem co trzy metry. Warto�ci ugi	� ró�nych punktów p�yty od po�o�enia 
obci��enia ruchomego przy�o�onego do górnej powierzchni p�yty, z krokiem 0,25 m, 
podane s� w tabeli 1.

W kolumnach x podane s� odleg�o�ci (w m) po�o�enia obci��enia odliczane od pod-
pory lewej, a w kolumnach w warto�ci ugi	� p�yty w rozwa�anym przekroju, wyra�one 
w 10–2 m. Wyniki uzyskano bez uwzgl	dnienia ci	�aru w�asnego konstrukcji.

Rys. 2. Schemat obci��enia konstrukcji mostowej pojazdem ruchomym
Fig. 2. Scheme of bridged construction loaded with rollin stock



36                                                                                                                                            R. Kami�ski, K. Spychalska, M. Delyavskyy

Acta Sci. Pol.

Ugi	cie p�yty osi�ga warto�� maksymaln� w zaznaczonym przekroju i zbli�a si	 do 
zera (–0,042·10–2 m) przy po�o�eniu dwóch si� (60 kN) na podporze i 4 si� (2 × 30 kN 
oraz 2 × 60 kN) na p�ycie. 

Maksymaln� warto�� ugi	cia (wmax = –0,0067 m) otrzymano w punkcie p�yty 
o wspó�rz	dnych x = 13,75 m, y = 3,00 m, z = 0,00 m, przy po�o�eniu dwóch si� pojazdu 
2 × 60 kN (koniec pojazdu) ustawionych w przekroju ekstremalnym. Minimalne ugi	cie 
(wmin = –0,0045 m) ró�ni si	 od maksymalnego prawie 16-krotnie. W tabeli 1 warto�� ta 
jest podkre�lona. Natomiast maksymalne ugi	cie samej p�yty betonowej, wyodr	bnionej 
z konstrukcji, jest 660 razy wi	ksze i wynosi 4,428 m.

Na rysunku 3 podano wykres zmiany ugi	cia w·102 [m] w przekroju ekstremalnym 
p�yty, sporz�dzony na podstawie danych zamieszczonych w tabeli 1. 

Podane wyniki uzyskano metod� elementów sko�czonych w systemie Cosmos [Co-
smos 2003]. Dla p�yty zastosowano prostok�tne pow�okowe elementy sko�czone, nato-
miast dla kratownicy elementy pr	towe (rys. 4). Kratownica przestrzenna zosta�a opisana 
106 elementami. W celu oceny dok�adno�ci rozwi�zania dokonano podzia�u p�yty równo-
miern� siatk� elementów o wymiarach: 0,125 × 0,50 m dla pierwszego podzia�u, 0,125 × 
× 0,25 m, dla drugiego podzia�u i 0,0625 × 0,125 m dla trzeciego podzia�u.

Pierwszy podzia� zawiera� 2880 elementów pow�okowych: 60 elementów kraw	dzio-
wych wzd�u� p�yty i 48 elementów w kierunku poprzecznym. Przy nast	pnych podzia-

Tabela 1. Warto�ci ugi	cia p�yty betonowej od obci��enia ruchomego bez uwzgl	dnienia ci	�aru 
w�asnego konstrukcji

Table 1. Values of sag of concrete plate according to moving load without consideration of own 
weight

x w(x, y) x w(x, y) x w(x, y) X w(x, y) X w(x, y)
0,00
1,25
2,50
3,75
5,00
6,25
7,50
8,75
10,00
11,25
12,50
13,75
15,00
16,25
17,50
18,75
20,00
21,25
22,50
23,75
25,00
26,25
27,50
28,75
30,00

–0,042
–0,060
–0,083
–0,109
–0,138
–0,174
–0,222
–0,289
–0,383
–0,507
–0,627
–0,671
–0,648
–0,613
–0,576
–0,478
–0,352
–0,244
–0,162
–0,101
–0,061
–0,036
–0,019
–0,006
–0,000

0,25
1,50
2,75
4,00
5,25
6,50
7,75
9,00
10,25
11,50
12,75
14,00
15,25
16,50
17,75
19,00
20,25
21,50
22,75
24,00
25,25
26,50
27,75
29,00

–0,045
–0,064
–0,088
–0,114
–0,145
–0,182
–0,233
–0,305
–0,406
–0,533
–0,644
–0,670
–0,640
–0,608
–0,563
–0,453
–0,329
–0,226
–0,148
–0,092
–0,055
–0,033
–0,016
–0,004

0,50
1,75
3,00
4,25
5,50
6,75
8,00
9,25
10,5
11,75
13,0
14,25
15,50
16,75
18,00
19,25
20,50
21,75
23,00
24,25
25,50
26,75
28,00
29,25

–0,048
–0,069
–0,093
–0,120
–0,152
–0,191
–0,246
–0,323
–0,430
–0,559
–0,656
–0,667
–0,633
–0,602
–0,546
–0,427
–0,306
–0,208
–0,135
–0,083
–0,050
–0,029
–0,013
–0,002

0,75
2,00
3,25
4,50
5,75
7,00
8,25
9,50
10,8
12,0
13,25
14,50
15,75
17,00
18,25
19,50
20,75
22,00
23,25
24,50
25,75
27,00
28,25
29,50

–0,052
–0,073
–0,098
–0,126
–0,159
–0,201
–0,259
–0,342
–0,455
–0,584
–0,664
–0,662
–0,626
–0,595
–0,525
–0,402
–0,284
–0,198
–0,123
–0,075
–0,045
–0,025
–0,010
–0,001

1,00
2,25
3,50
4,75
6,00
7,25
8,50
9,75
11,0

12,25
13,5
14,75
16,00
17,25
18,50
19,75
21,00
22,25
23,50
24,75
26,00
27,25
28,50
29,75

–0,056
–0,078
–0,104
–0,132
–0,166
–0,211
–0,273
–0,362
–0,481
–0,607
–0,669
–0,655
–0,619
–0,587
–0,502
–0,377
–0,264
–0,176
–0,112
–0,068
–0,041
–0,022
–0,008
–0,000
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�ach liczba elementów pr	towych nie ulega�a zmianie, natomiast p�yta zosta�a podzielona 
odpowiednio na 5760 i 23 040 elementy. 

W kolejnej analizie rozwa�a si	 p�yt	 mostow� pod obci��eniem statycznym przy�o-
�onym tylko w przekroju „ekstremalnym”.

W tabeli 2 zamieszczone s� maksymalne warto�ci ugi	� (m) oddzielnych w	z�ów 
p�yty z uwzgl	dnieniem ci	�aru w�asnego konstrukcji, ��cz�cego ci	�ar w�a�ciwy betonu 
(�b = 25 kN·m–3) i stali (�s = 78,5 kN·m–3). W kolumnach 1, 3, 5, 7 podano numery w	-
z�ów i ich wspó�rz	dne (m), a w kolumnach 2, 4, 6, 8 warto�ci ugi	cia (m) p�yty.

W cz	�ci �rodkowej p�yty ugi	cie jest sta�e. Wynika st�d, �e przy�o�one obci��enie 
nie wywo�uje deplanacji p�yty betonowej w konstrukcji mostowej. Ci	�ar w�asny zwi	k-
sza maksymalne ugi	cie p�yty mostowej o 122%. Ugi	cie p�yty osi�ga maksymaln� war-
to�� w w	z�ach znajduj�cych si	 w pobli�u punktu p�yty o wspó�rz	dnych x = 17,5 m, 
y = 3,0 m. Warto�� ta wynosi wmax = –0,0149 m. Wyniki uzyskane dla trzeciego podzia�u 
ró�ni� si	 od poprzedniego o 15%. 

Na rysunku 5 przedstawiono konstrukcj	 odkszta�con� (w p�aszczy�nie xz) pod ci	�a-
rem w�asnym i u�ytkowym statycznym. Je�eli ugi	cie pomostu nie przekracza 1/300 jego 
rozpi	to�ci (w � 1/300 L), to wed�ug normy PN-90/B-03200 (punkt 3.3.2) konstrukcja 
mostowa mo�e pracowa� w stanie bezpiecznym. W rozwa�anym przyk�adzie L = 30 m, 
czyli warto�� ugi	cia nie mo�e przekroczy� 0,1 m. Wida� st�d, �e nawet dla p�yty beto-
nowej w konstrukcji mostowej warunek ten jest spe�niony.

Ocenimy teraz no�no�� graniczn� rozwa�anej konstrukcji wed�ug kryterium statycz-
nego Tsai-Wu. W tym kryterium zak�ada si	, �e konstrukcja b	dzie pracowa�a w stanie 
bezpiecznym, je�li warto�� wska�nika Tsai-Wu (FI) spe�nia nierówno��:
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Rys. 3. Zmiana ugi	cia p�yty w przekroju ekstremalnym od obci��enia ruchomego
Fig. 3. The change sag of plate at extreme cross section according to moving load

Rys. 4. Podzia� konstrukcji na elementy sko�czone, rzut na p�aszczyzn	 xy
Fig. 4. Division of construction with 
 nite elements
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FI = Fi �i + Fij �i �j � 1,    i, j = 1, 2, …, 6 (1)

gdzie �i, �j s� sk�adowymi tensora napr	�e�, a Fi, Fij – tensorami wytrzyma�o�ci materia�u.
Osi�gni	cie równo�ci w zale�no�ci (1) oznacza wyst�pienie stanu granicznego kon-

strukcji. Przeprowadzone obliczenia wykazuj�, �e warto�ci wska�nika (FI) na górnej 
i dolnej powierzchni p�yty betonowej s� odpowiednio równe 12 i 5, wi	c wed�ug kryte-

Tabela 2. Maksymalne warto�ci ugi	� p�yty betonowej niewzmocnionej
Table 2. Maximal values of sags of unreinforced concrete plate

W	ze�
Wspó�rz	dne

Node
Coordinate

w(x, y)

W	ze�
Wspó�rz	dne

Node
Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�rz	dne

Node
Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�rz	dne

Node
Coordinate

w(x,y)

2975
x = 17,50
y = 3,00

–0,0149
3095

x = 17,25
y = 3,13

–0,0149
3094

x = 17,00
y = 3,13

–0,0149
2972

x = 16,75
y = 3,00

–0,0149

2974
x = 17,25
y = 3,00

–0,0149
2853

x = 17,25
y = 2,88

–0,0149
2852

x = 17,00
y = 2,88

–0,0149
3093

x = 16,75
y = 3,13

–0,0149

3096
x = 17,50
y = 3,13

–0,0149
2973

x = 17,00
y = 3,00

–0,0149
3097

x = 17,75
y = 3,13

–0,0149
2851

x = 16,75
y = 2,88

–0,0149

2854
x = 17,50
y = 2,88

–0,0149
2976

x = 17,25
y = 3,00

–0,0149
2855

x = 17,75
y = 2,88

–0,0149
2733

x = 17,50
y = 2,75

–0,0149

Rys. 5. Mapa odkszta�conej konstrukcji w p�aszczy�nie xz
Fig. 5. The map of deformed construction at the plane xz
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rium (FI) p�yta mostowa betonowa pod danym obci��eniem ulega zniszczeniu. Natomiast 
maksymalne napr	�enia �ciskaj�ce (�max = –48 500,03516 kPa) w pr	tach pasa górne-
go kratownicy oraz maksymalne napr	�enia rozci�gaj�ce (�max = 42 701,10930 kPa) 
w krzy�ulcach kratownicy s� istotnie mniejsze od warto�ci dopuszczalnej [�] = 400 MPa. 
Tylko w st	�eniach kratownicy napr	�enia przekrocz� norm	 dopuszczaln�. Dlatego 
w dalszych rozwa�aniach zmieniono pro
 l krzy�ulców na IPE-120.

ANALIZA WZMOCNIENIA P�YTY BETONOWEJ

Rozwa�my najpierw p�yt	 betonow� wzmocnion� dwiema rodzinami pr	tów stalo-
wych o �rednicy d = 0,012 m, u�o�onych krzy�owo, w jednakowej odleg�o�ci 0,25 m 
od górnej i dolnej powierzchni p�yty. W ten sposób otrzymamy inny model konstrukcji, 
w której pomostem jest p�yta �elbetowa uzbrojona czterema rodzinami pr	tów, u�o�o-
nych krzy�owo (dwa po dwa), symetrycznie wzgl	dem �rodkowej powierzchni p�yty. 
W modelu obliczeniowym �elbet potraktowano jako materia� jednorodny ortotropowy. 
Przy obliczeniach wprowadzono zast	pcz� sztywno�� �elbetu na rozci�ganie, wed�ug 
wzoru [Huber 1914, Soko�owski 1957]:

2
1 2 2

12
1b sE E E E E e

h
	

� � � 


�	

 (2)

We wzorze (2) Eb, Es s� modu�ami Younga odpowiednio dla betonu i stali; 	 ozna-
cza obj	to�ciowy udzia� pr	tów; e – odleg�o�� p�aszczyzny rozmieszczenia pr	tów od 
p�aszczyzny �rodkowej p�yty; n = Es/Eb. W obliczeniach przyj	to: 	 = 0,025, e = 0,07 m. 
W takim razie modu� Younga dla �elbetu w kierunku uzbrojenia wynosi E = 3,967·107 kPa.

W tabeli 3 zamieszczone maksymalne warto�ci ugi	� p�yty �elbetowej (wiersz dolny) 
i p�yty betonowej (wiersz górny) w konstrukcji mostowej. Aby oceni� wp�yw zag	szcze-
nia siatki podzia�u, wyniki zestawiono dla trzech ró�nych podzia�ów p�yty na elementy 
sko�czone (kolumny I, II, III).

Zag	szczenie siatki podzia�u spowodowa�o, �e ugi	cie p�yty mostowej wzrasta i zbli-
�a si	 do kresu górnego, który przyjmuje si	 jako ugi	cie rzeczywiste.

Z porównania rezultatów zamieszczonych w tabeli wynika, �e ugi	cie p�yty �elbeto-
wej jest o 12% mniejsze od ugi	cia takiej samej p�yty betonowej. 

Rozbie�no�� mi	dzy drugim a trzecim przybli�eniem nie przekracza 9% dla p�yty 
betonowej i 2,3% dla p�yty �elbetowej. Z tego wynika, �e dla p�yty �elbetowej rezultaty 
uzyskane przy pierwszym podziale mo�na przyj�� jako zadowalaj�ce. 

Tabela 3. Porównania maksymalnych ugi	� p�yty betonowej i �elbetowej
Table 3. Comparison of maximal sags of concrete and reinforced concrete plates

Wyszczególnienie
Speci
 cation I II III

Beton
Concrete wmax = –0,01439 m wmax = –0,01492 m wmax = –0,01571 m

�elbet
Reinforced concrete wmax = –0,01263 m wmax = –0,01294 m wmax = –0,01233 m
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Maksymalna warto�� wska�nika Tsai-Wu równa si	 FI = 0,7179 na górnej oraz 
FI = –0,6256 na dolnej powierzchni p�yty �elbetowej. W takim razie konstrukcja mosto-
wa z pomostem �elbetowym mo�e pracowa� bezpiecznie przy danym obci��eniu.

Rozpatrzmy teraz p�yt	 betonow� wzmocnion� sze�cioma poprzecznicami (po 6 m 
ka�da), u�o�onymi równomiernie na d�ugo�ci p�yty. W tym przypadku pomost modeluje-
my jako p�yt	 betonow� u�ebrowan�. Przeprowadzone badania wykaza�y, �e maksymal-
ne ugi	cie (wmax= –0,012125 m) p�yty betonowej wzmocnionej w taki sposób jest tylko 
o 6% mniejsze od maksymalnego ugi	cia (wmax = –0,012835 m) p�yty nie�ebrowanej. 
Dodatkowe wprowadzenie pr	ta pod�u�nego zwi	ksza ugi	cie konstrukcji.

Innym sposobem wzmocnienia pomostu jest równomierne podklejenie p�yty beto-
nowej ta�mami w	glowo-epoksydowymi (CFRP – Carbon Fiber Reinforced Polymer) 
o grubo�ci 0,0014 m.

Modu� spr	�ysto�ci takiego kompozytu wzd�u� w�ókien wynosi El = 2,8·108 kPa, a w 
kierunku poprzecznym 1,08·107 kPa. Sztywno�� na �cinanie wynosi 7,1·106 kPa, a ci	�ar 
w�asny jest równy 18 kN·m–3.

W rozwa�anym przypadku modelem pomostu jest p�yta warstwowa z�o�ona z górnej 
warstwy betonowej i czterech warstw w	glowo-epoksydowych. Do analizy takiej p�yty 
zastosowano pi	ciowarstwowe elementy sko�czone w liczbie 5760. 

W tabeli 4 podano maksymalne warto�ci ugi	cia p�yty betonowej, wzmocnionej krzy-
�owo dwiema warstwami kompozytowymi. Wyniki uzyskano dla trzech sposobów po-
dzia�u p�yty siatk� elementów sko�czonych (I, II, III).

Przy zag	szczeniu siatki podzia�u p�yty jej ugi	cie wolno ro�nie i zbli�a si	 do warto-
�ci sta�ej. Ró�nica mi	dzy drugim a trzecim przybli�eniem nie przekracza 5%. 

Przeanalizowano ró�ne warianty podklejenia p�yty czterema warstwami kompozyto-
wymi, a mianowicie: cztery warstwy u�o�one w kierunku pod�u�nym, warstwy u�o�one 
krzy�owo (dwie po dwie) w osiach symetrii geometrycznej, warstwy nast	puj�ce kolejno 
oraz wszystkie warstwy u�o�one poprzecznie. W rezultacie uzyskano nast	puj�ce wy-
niki: gdy wszystkie warstwy u�o�ono w kierunku pod�u�nym (0°/0°/0°/0°), to wmax =
= –0,01469 m. Ten sposób wzmocnienia okazuje si	 najniekorzystniejszy. Dla warstw 
u�o�onych krzy�owo (0°/0°/90°/90°) maksymalna warto�� ugi	cia wynosi wmax =
= –0,014015 m, dla struktury (0°/90°/0°/90°) wmax = –0,014007 m. Najbardziej efektyw-
na okaza�a si	  poprzeczna orientacja warstw (wmax = –0,012835 m). Przy takim u�o�eniu 
warstw ugi	cie p�yty zmniejsza si	 o 25% w porównaniu z p�yt� betonow� niepodklejon�. 
Dla tej struktury w tabeli 5 podano maksymalne warto�ci ugi	� w ró�nych w	z�ach p�yty. 
W pierwszych kolumnach podano numery w	z�ów i ich wspó�rz	dne, a w kolumnach 
nast	pnych – warto�ci ugi	� p�yty.

We wszystkich rozwa�onych w	z�ach ugi	cie p�yty mostowej jest istotnie mniejsze 
od 0,1. Natomiast wska�niki Tsai-Wu – FI = 3,1948 na powierzchni dolnej oraz FI =

Tabela 4. Maksymalne ugi	cia p�yty betonowej wzmocnionej krzy�owo dwiema warstwami 
w	glowymi

Table 4. Maximal sags of concrete plate cross reinforced with two carbon layers

I II III

wmax = –0,01387 m wmax = –0,01437 m wmax = –0,01509 m
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= 8,34035 na powierzchni górnej warstwy betonowej, znacznie przekraczaj� jeden. 
Wnioskujemy st�d, �e rozwa�ana konstrukcja ulegnie zniszczeniu. Maksymalna warto�� 
napr	�enia rozci�gaj�cego w pr	tach pasa górnego kratownicy wynosi �max = –49,286 
MPa i nie przekracza warto�ci dopuszczalnej [�] = 215 MPa.

Kszta�t odkszta�conej konstrukcji mostowej (w rzucie na p�aszczyzn	 xz) przedsta-
wiono na rysunku 6.

Na rysunku 7 podano rozk�ad ugi	cia rozwa�anej p�yty mostowej w p�aszczy�nie xy.  
Maksymalna warto�� (wmax = –0,012835 m) ugi	cia wyst	puj	 w w	�le 2975. 

Rozk�ad ugi	cia p�yty jest symetryczny wzgl	dem jej osi symetrii geometrycznej. 
Z tego wynika, �e taka p�yta  nawet bez poprzecznic powinna zachowywa� stateczno�� 
przy zginaniu symetrycznym.

Na rysunku 8 podano rozk�ad warto�ci wska�nika Tsai-Wu na dolnej powierzch-
ni warstwy betonowej pomostu. Maksymalna warto�� tego wska�nika (tab. 6) wynosi 
3,19477 i wyst	puje na powierzchni dolnej warstwy betonowej. W takim razie wed�ug 
kryterium Tsai-Wu konstrukcja z pomostem betonowym podklejonym warstwami w�ók-
no-kompozytowymi te� ulegnie zniszczeniu.

Tabela 5. Maksymalne warto�ci ugi	� p�yty wzmocnionej poprzecznie czterema warstwami CFRP
Table 5. Maximal values of sags of plate reinforced with four laterl layers CFRP

W	ze�
Wspó�-
rz	dne
Node
Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�-
rz	dne
Node

Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�-
rz	dne
Node

Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�-
rz	dne
Node

Coordinate

w(x,y)

W	ze�
Wspó�-
rz	dne
Node

Coordinate

w(x,y)

2975
x = 17,5
y = 3,0

–0,0128
2974

x = 17,25
y = 3,00

–0,0128
3096

x = 17,5
y = 3,13

0,0128
2854

x = 17,5
y = 2,88

0,0128
3095

x = 17,25
y = 3,13

0,0128

2853
x = 17,25
y = 2,88

–0,0128
2976

x = 17,75
y = 3,00

–0,0113
2973

x = 17,0
y = 3,00

0,0113
2855

x = 17,75
y = 2,88

0,0128
3097

x = 17,75
y = 3,13

0,0113

3094
x = 17,00
y = 3,13

–0,0113
2852

x = 17,00
y = 2,88

–0,0128
3217

x = 17,5
y = 3,25

0,0128
2733

x = 17,5
y = 2,75

0,0128
2972

x = 16,75
y = 3,00

0,0128

3216
x = 17,25
y = 3,25

–0,0128
2732

x = 17,25
y = 2,75

–0,0128
2977

x = 18,0
y = 3,00

0,0128
3093

x = 16,75
y = 3,13

0,0128
2851

x = 16,75
y = 2,88

0,0128

Rys. 6. Odkszta�cona konstrukcja mostowa z p�yt� warstwow�
Fig. 6. Projection of deformed bridged constructions containing layered plate
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Rys. 7. Rozk�ad ugi	� p�yty betonowej wzmocnionej warstwami kompozy-
towymi

Fig. 7. Distribution of sag concrete plate reinforced by composite layers

Rys. 8. Mapa rozk�adu wspó�czynnika Tsai-Wu na dolnej powierzchni war-
stwy betonowej

Fig. 8. The map of distribution of Tsai-Wu index at the lower surface of con-
crete layer
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ANALIZA WZMOCNIENIA P�YTY �ELBETOWEJ

W kolejnym wariancie analizy pomostu rozwa�amy p�yt	 �elbetow� wzmocnion� 
od do�u rusztem z�o�onym z jednego pr	ta pod�u�nego (30 m) i sze�ciu poprzecznic. 
Maksymalne ugi	cie p�yty �elbetowej wzmocnionej tylko poprzecznicami wynosi wmax =
= –0,013149 m, a z pr	tem pod�u�nym wmax = –0,013274 m.

Zauwa�my, �e wprowadzenie rusztu w niewielkim stopniu zmienia ugi	cie p�yty (ró�-
nica ugi	� p�yty niewzmocnionej i wzmocnionej wynosi  tylko 2%), natomiast istotnie 
zwi	ksza sztywno�� pomostu na skr	canie i wyboczenie.

W przypadku pomostu, który jest p�yt� �elbetow� podklejon� jak poprzednio, ale 
tylko czterema poprzecznymi warstwami w�ókno-kompozytowymi, rozk�ad wska�nika 
Tsai-Wu (FI) na powierzchni dolnej warstwy �elbetowej przedstawiono na rysunku 9. 
Maksymalna warto�� tego wska�nika wynosi FI = 0,27195.

W tabelach 7 i 8 zamieszczone s� ekstremalne warto�ci wska�nika Tsai-Wu w ró�-
nych elementach górnej i dolnej powierzchni  warstwy �elbetowej pomostu. 

Tabela 6. Maksymalne warto�ci indeksu FI na dolnej powierzchni warstwy betonowej
Table 6. Maximal values of index FI at the lower surface of concrete layer

Element FI Element FI Element FI
3737
3562
3723
3786

3,19477
–3,16834
3,10693
3,09409

3724
3785
3738

3,19477
3,14782
3,10693

3610
3772
3771

–3,16834
3,14782
3,09409

Rys. 9. Mapa rozk�adu wspó�czynnika Tsai-Wu na dolnej powierzchni war-
stwy �elbetowej

Fig. 9. The map of distribution of Tsai-Wu index AT the lower surface of 
reinforced concrete layer
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Dodatkowe wzmocnienie sze�cioma poprzecznicami p�yty �elbetowej, podklejonej 
jak poprzednio, zmniejsza maksymaln� warto�� wska�nika Tsai-Wu do –0,283692 na 
powierzchni dolnej i do 0,427116 na powierzchni górnej warstwy �elbetowej pomostu.

Je�li porówna� p�yty betonow� i �elbetow�, jednakowo podklejone i po�o�one na taki 
sam ruszt, to maksymalne ugi	cie  p�yty �elbetowej (wmax = –0,01142 m) jest o 8% mniej-
sze od maksymalnego ugi	cia p�yty betonowej (wmax = –0,012125 m), natomiast ró�nica 
mi	dzy wska�nikami Tsai-Wu jest istotna.

W ostatnich dwóch tabelach zebrano funkcje stanu napr	�e� i przemieszcze� w war-
stwie betonowej (tab. 9) i w warstwie �elbetowej (tab. 10) podklejonych czterema po-
przecznymi warstwami w�ókno-kompozytowymi. Dodatkowo �elbetowa p�yta podklejo-
na zosta�a sze�cioma poprzecznicami. W podanych tabelach zamieszczone s� napr	�enia 
normalne (�xx, �yy), styczne �xy i �cinaj�ce (�xz,�yz) okre�lone na powierzchniach poszcze-
gólnych warstw, a tak�e warto�ci napr	�e� mi	dzywarstwowych (�xz°, �yz°), odkszta�-
ce� normalnych (
xx, 
yy) i wska�nika Tsai-Wu (FI). W tabelach tych N oznacza numer 
warstwy, p – powierzchni	 warstwy, g – powierzchni	 górn�, d – powierzchni	 doln�, 
el – numer elementu sko�czonego.

WNIOSKI

1. Podklejenie p�yty betonowej poprzecznymi warstwami w	glowo-epoksydowymi 
zmniejsza wska�nik Tsai-Wu �rednio oko�o 90%, a wzmocnienie takiej p�yty od do�u 
rusztem – tylko o 30%. Oba sposoby wzmocnienia nie s� efektywne, poniewa� warto�� 
wska�nika Tsai-Wu w obu przypadkach jest wi	ksza od jedno�ci. 

2. Wzmocnienie p�yty betonowej pr	tami pod�u�nymi zmniejsza wska�nik Tsai-Wu 
o 90%. Ten sposób wzmocnienia, tj. zamiana p�yty betonowej na p�yt	 �elbetow�, jest 
bardzo skuteczny z punktu widzenia oceny no�no�ci granicznej, poniewa� zmniejsza 
wska�nik Tsai-Wu do warto�ci mniejszej od jedno�ci.

3. Zwi	kszenie podklejenia p�yty �elbetowej warstwami w�ókno-kompozytowymi 
o 50% zmniejsza wska�nik (FI).

Tabela 7. Maksymalne warto�ci indeksu Tsai-Wu na górnej powierzchni warstwy �elbetowej
Table 7. Maximal values of Tsai-Wu index at the upper surface of reinforced concrete layer

Element FI Element FI Element FI

4379
3227

0,42712
0,41782

4426
3275

0,42712
0,40879

3274
3322

0,41782
0,40879

Tabela 8. Maksymalne warto�ci indeksu Tsai-Wu na dolnej powierzchni warstwy �elbetowej
Table 8. The map of distribution of Tsai-Wu index at the lower surface of reinforced concrete 

layer

Element FI Element FI Element FI

3227
3100

–0,28369
0,27195

3274
3052

–0,28369
0,27017

3113
3065

0,27195
0,27017
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4. Dodatkowe wzmocnienie poprzecznicami p�yty �elbetowej, podklejonej warstwa-
mi w	glowo-epoksydowymi, zwi	ksza wska�nik FI, chocia� nadal pozostaje on istotnie 
mniejszy od jedno�ci. Z tego wynika, �e przy takim wzmocnieniu zachowany jest waru-
nek bezpiecze�stwa pracy, lecz konstrukcja staje si	 bardziej sztywna. 

5. Na podstawie dokonanej analizy stwierdzono, �e najbardziej efektywnym sposo-
bem wzmocnienia pomostu �elbetowego konstrukcji mostowej jest posadowienie tej p�y-
ty na ruszcie z jednoczesnym podklejeniem od do�u poprzecznymi warstwami w	glowo-
-epoksydowymi.
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ANALYSIS TO EFFECT OF BRIDGED CONSTRUCTION REINFORCEMENT 
FOR ITS ULTIMATE STATE

Abstract. A bridged construction consisted with concrete plate connected with  space gir-
der in nodes of its lower bars is considered in this paper. The construction is clamed in 
distance of 30 m. The effect of various reinforcement of construction part is analyzed. The 
solution is obtained with help of 
 nite element method using program Cosmos. 

Key words: bridged construction, space girder, construction reinforcement 
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