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ANALIZA NIEZAWODNO�CI KONSTRUKCJI KRATOWEJ

Urszula Rado�
Politechnika �wi�tokrzyska w Kielcach

Streszczenie. W 1974 roku Hasofer i Lind pokazali, �e problem braku niezmienniczo�ci, 
charakterystyczny dla wska�nika Cornella, mo�e by� rozwi	zany przez rozwini�cie funk-
cji granicznej w szereg Taylora wokó
 punktu le�	cego na powierzchni granicznej (punkt 
linearyzacji nazywamy  punktem projektowym). W pracy do wyznaczenia punktu projek-
towego i wska�nika niezawodno�ci Hasofera-Linda  zastosowano algorytm iteracyjnej pro-
cedury Rackwitza-Fiesslera. Przeanalizowano, jak zmienia si� warto�� wska�nika nieza-
wodno�ci Hasofera-Linda, a tym samym prawdopodobie�stwo awarii konstrukcji kratowej 
w zale�no�ci od przyj�tego typu rozk
adu prawdopodobie�stwa zmiennej losowej w miar� 
zbli�ania si� do warto�ci granicznej obci	�enia.

S�owa kluczowe: punkt projektowy, funkcja g�sto�ci prawdopodobie�stwa, wska�nik 
niezawodno�ci

WST�P

Rozpatrywane w pracy zagadnienia analizy niezawodno�ci konstrukcji opieraj	 si� na 
nast�puj	cych za
o�eniach. Konstrukcja mo�e znajdowa� si� w jednym z dwóch dopusz-
czalnych stanów: stanie bezpiecznym lub stanie awarii. Przez awari� nale�y tu rozumie� 
niespe
nienie pewnego ograniczenia na
o�onego przez projektanta na prac� konstrukcji. 
Przyjmuje si�, �e parametry opisuj	ce stan konstrukcji traktowane s	 jako zmienne loso-
we (w odró�nieniu od procesów losowych). Rozpatrywane problemy analizy niezawod-
no�ci dotyczy� b�d	 tzw. niezawodno�ci elementu. Przez element rozumie si� tu ca
	 
konstrukcj� lub jej cz���, której stan okre�lony jest przez jedn	 funkcj� zniszczenia (kry-
terium awarii). Nale�y w tym miejscu podkre�li�, �e praca nie dotyczy niezawodno�ci sy-
stemowej, w której uwzgl�dnia si� wiele funkcji granicznych oraz mo�liwo�� sekwencji 
awarii poszczególnych elementów prowadz	cych do zniszczenia ca
ej konstrukcji.

W zale�no�ci od zastosowanej miary niezawodno�ci w literaturze przyj�to nast�puj	-
c	 klasy� kacj� metod oceny niezawodno�ci: pó
probabilistyczne – poziom 1, probabili-
styczne – poziom 2, probabilistyczne – poziom 3.
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Pó
probabilistyczne metody poziomu 1 mo�na zde� niowa� jako metody oblicze� 
konstrukcji, w których wymagana niezawodno�� elementów jest zapewniona przez za-
stosowanie cz��ciowych wspó
czynników bezpiecze�stwa, mody� kuj	cych charaktery-
styczne lub obliczeniowe warto�ci zmiennych decyduj	cych o stanie konstrukcji. Metoda 
stanów granicznych (SG) jest przyk
adem metody poziomu 1. Metody poziomu 1 nie 
pozwalaj	 na projektowanie konstrukcji przy za
o�eniu prawdopodobie�stwa przekro-
czenia okre�lonych stanów granicznych. Umo�liwiaj	 jedynie sformu
owanie pozytyw-
nej lub negatywnej odpowiedzi na pytanie, czy konstrukcja jest niezawodna (bezpieczna) 
z punktu widzenia wymaga� zawartych w konkretnej normie. Ilo�ciowa ocena niezawod-
no�ci konstrukcji wymaga zastosowania metod wy�szego poziomu.

Metody oblicze� konstrukcji, umo�liwiaj	ce ilo�ciow	 ocen� prawdopodobie�stwa 
osi	gni�cia stanów granicznych w za
o�onym okresie eksploatacji, s	 zaliczane do me-
tod probabilistycznych. Je�eli do oblicze� niezawodno�ci konstrukcji nie jest wymagana 
znajomo�� typu rozk
adów prawdopodobie�stw zmiennych podstawowych, to takie me-
tody zalicza si� do metod probabilistycznych poziomu 2. W metodach probabilistycznych 
poziomu 3 wymagana jest znajomo�� typu rozk
adów prawdopodobie�stw zmiennych 
podstawowych. Przyk
adem metody poziomu 3 jest metoda FORM zastosowana w ni-
niejszej pracy.

METODYKA BADA�

Metoda FORM jest jedn	 z najbardziej skutecznych przybli�onych metod obliczania 
miar niezawodno�ci. W przypadku ogólnym, gdy rozk
ad wektora X zmiennych bazo-
wych nie jest wektorem o rozk
adzie gaussowskim, stosuje si� transformacj�, sprowa-
dzaj	c	 ten wektor do wektora gaussowskiego, którego wspó
rz�dne s	 niezale�nymi 
standardowymi zmiennymi normalnymi. 

Istnienie tego typu transformacji oraz sposób jej konstruowania pokaza
 po raz pierw-
szy Rosenblatt dla przypadku, gdy wspó
rz�dne wektora X mia
y rozk
ady jednostajne. 
Do oblicze� niezawodno�ci adaptowali t� transformacj� Hohenbichler i Rackwitz. Trans-
formacja podstawowych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardowej 
musi zapewnia� równowa�no�� sformu
owania problemu niezawodno�ci. Prawdopodo-
bie�stwo zniszczenia zde� niowane w przestrzeni X musi by� równe prawdopodobie�stwu 
zde� niowanemu w przestrzeni Z. Oprócz transformacji Rosenblatta stosowana jest tak�e 
transformacja Hermite’a oraz transformacja wynikaj	ca z tzw. modelu Natafa. Trans-
formacja przeprowadza powierzchni� stanu granicznego g(X) = 0 na inn	 powierzch-
ni� G(Z) = 0. Warto zauwa�y�, �e efektywne obliczenie ca
ki funkcji g�sto�ci n-wymia-
rowego standardowego rozk
adu normalnego po obszarze awarii jest nadal zadaniem 
skomplikowanym, poza przypadkiem, gdy G(Z) = 0 jest hiperp
aszczyzn	 w przestrzeni. 
Jednak dwie istotne w
asno�ci g�sto�ci standardowego rozk
adu normalnego sprawia-
j	, �e transformacja jest przydatna w obliczaniu prawdopodobie�stwa awarii. Pierwsz	 
z tych w
asno�ci jest obrotowa symetria wokó
 pocz	tku uk
adu wspó
rz�dnych. Druga 
to ekspotencjalne zanikanie tej funkcji wraz z kwadratem odleg
o�ci od pocz	tku uk
a-
du wspó
rz�dnych. Zatem najwi�kszy „wk
ad” do prawdopodobie�stwa awarii pochodzi 
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z obszaru stanowi	cego s	siedztwo punktu na powierzchni stanu granicznego, którego 
odleg
o�� od pocz	tku uk
adu wspó
rz�dnych jest najmniejsza. 

Dlatego w metodzie FORM powierzchnia stanu granicznego G(Z) = 0 aproksymowa-
na jest przez hiperp
aszczyzn� styczn	 do niej w punkcie najbli�szym pocz	tkowi uk
adu 
wspó
rz�dnych. Prowadzi to do nast�puj	cego przybli�onego wzoru na prawdopodobie�-
stwo awarii: pF = �(–�). Punkt realizuj	cy minimum odleg
o�ci nazywa si� punktem 
projektowym, a � – wska�nikiem niezawodno�ci. Poniewa� w punkcie tym warto�� g�-
sto�ci rozk
adu normalnego jest najwi�ksza w ca
ym obszarze awarii, wi�c ten punkt jest 
punktem najwi�kszej wiarygodno�ci. 

Znalezienie punktu projektowego sprowadza si� do realizacji zadania optymalizacyj-
nego. W tym celu opracowano wiele algorytmów. Najwcze�niejsze, pochodz	ce z prac 
Hasofera i Linda oraz Rackwitza i Fiesslera, opieraj	 si� na procedurach gradientowych. 
Pó�niejsze to korzystaj	ce z metody sekwencyjnego programowania kwadratowego al-
gorytmy Schittkowskiego oraz Arory. Algorytmy te s	 ci	gle udoskonalane pod k	tem 
zastosowa� w oprogramowaniu do oblicze� niezawodno�ciowych. 

Trudno jest wskaza� najlepszy algorytm, zw
aszcza �e mog	 by� stosowane ró�ne 
kryteria, na przyk
ad gwarantowana zbie�no�� czy najmniejsza liczba operacji. Zale�y to 
w du�ej mierze od wymiaru zadania (liczby zmiennych losowych) oraz postaci funkcji 
stanu granicznego. W niektórych systemach komputerowych, s
u�	cych obliczeniom nie-
zawodno�ci, stosuje si� kilka algorytmów, które uruchamiane s	 alternatywnie, w zale�-
no�ci od rodzaju postawionego zadania. Najcz��ciej stosowanymi miarami wra�liwo�ci 
dla metody FORM s	 wspó
czynniki wra�liwo�ci (
i) wska�nika niezawodno�ci, które 
de� niuje si� jako pochodne cz	stkowe wska�nika niezawodno�ci wzgl�dem poszczegól-
nych parametrów zadania. Poni�ej przedstawiono wybran	 miar� niezawodno�ci wska�-
nik niezawodno�ci Hasofera-Linda.

Wska�nik niezawodno�ci Hasofera-Linda

Rozwa�my funkcj� stanu granicznego

g(X1, ..., Xn) (1)

w której zmienne losowe X1 s	 nieskorelowane. Funkcj� stanu granicznego mo�na przed-
stawi�, u�ywaj	c standaryzowanej postaci zmiennych losowych (zmiennych zredukowa-
nych):

   oraz   i
i i

i

i X
i i X i X

X

X
Z X Z

��
� � � � �

�
   (2)

Zast�puj	c X1, …, Xn zredukowanymi zmiennymi Z1, …, Zn, otrzymujemy now	 
funkcj� stanu granicznego:

� 	1, ..., ng Z Z
  (3)

Wska�nik niezawodno�ci Hasofera-Linda de� niuje si� jako najkrótsz	 odleg
o�� od 
pocz	tku uk
adu przestrzeni zmiennych losowych zredukowanych do granicy opisanej 
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równaniem stanu granicznego g� = 0. Praktycznie znaczy to, �e � jest najkrótsz	 odleg
o-
�ci	 od (0, …, 0) do n-wymiarowej powierzchni:

g�(Z1, ..., Zn) = 0 (4)

Najbli�szy punkt po
o�ony na powierzchni opisanej równaniem (4) nazywany jest 
punktem projektowym i oznacza si� go (Z1

*, Z2
*,…, Zn

*). Jest to najbardziej prawdopo-
dobny punkt awarii spo�ród wszystkich punktów na tej powierzchni. Je�eli nast	pi awa-
ria, to najprawdopodobniej w
a�nie w tym punkcie. Je�li funkcja stanu granicznego jest 
liniowa, to obliczenie wska�nika niezawodno�ci nie nastr�cza problemów.

Dla 0
1

i i
i

g a a X
�

� ��  wska�nik niezawodno�ci oblicza si� nast�puj	co: 

� 	

0
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1
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a

�

�

� �
� �

�

�

�
 (5)

W przypadku nieliniowej funkcji  stanu granicznego sytuacja znacznie si� kom-
plikuje. W celu okre�lenia po
o�enia punku projektowego, a nast�pnie obliczenia 
wska�nika niezawodno�ci musimy wykorzysta� metod� iteracyjn	. Procedura ite-
racyjna polega na rozwi	zaniu uk
adu (2n + 1) równa� z (2n + 1) niewiadomymi: 

1 2 1 2, , , ..., , , , ..., :n nZ Z Z
 
 
� � � �
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� � � �� � � �
� �
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� ��� �
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 (6)

Mo�emy wykorzysta� dwie alternatywne procedury iteracyjne: bezpo�rednie rozwi	-
zanie uk
adu równa� lub procedur� macierzow	. Poni�ej przedstawiono algorytm ka�dej 
z nich.
Algorytm rozwi	zania uk
adu równa�:

1. Sformu
uj funkcj� stanu granicznego i okre�l odpowiednie parametry rozk
adów 
wyst�puj	cych w niej zmiennych losowych Xi.

2. Wyra� funkcj� stanu granicznego za pomoc	 zmiennych losowych zredukowanych Zi.
3. Wyra� funkcj� stanu granicznego za pomoc	 � i �i.
4. Oblicz n warto�ci �i  oraz �.
5. Rozpocznij cykl oblicze�: przyjmij pocz	tkowe warto�ci liczbowe � i wszystkich �i.
6. Podstaw je do prawych stron równa� sformu
owanych w kroku 3 i 4.
7. Rozwi	� uk
ad n + 1 równa� otrzymanych w kroku 6 ze wzgl�du na � i �i.
8. Wró� do kroku 6. Powtarzaj iteracje a� do uzyskania zbie�no�ci � i �i.
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Algorytm procedury macierzowej:
1. Sformu
uj funkcj� stanu granicznego i okre�l odpowiednie parametry rozk
adów 

wyst�puj	cych w niej zmiennych losowych Xi.
2. Znajd� pocz	tkowy punkt projektowy � �,iX 
  przyjmuj	c warto�ci pocz	tkowe dla 

n – 1 zmiennych Xi (cz�sto dobrze jest przyj	� warto�ci �rednie). Rozwi	� równanie stanu 
granicznego g = 0 wzgl�dem pozosta
ej zmiennej losowej. Dzi�ki temu punkt pocz	tko-
wy b�dzie nale�a
 do granicy obszaru awarii.

3. Oblicz warto�ci zmiennych zredukowanych � �,iZ
  odpowiadaj	cych punktowi pro-

jektowemu i

i

i X
i

X

X
Z




 ��
�

�
.

4. Wyznacz pochodne cz	stkowe funkcji stanu granicznego wzgl�dem zmiennych lo-
sowych zredukowanych. Dla wygody zde� niuj wektor kolumnowy {G}:

� �
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5. Oblicz przybli�enie �� stosuj	c poni�szy wzór:
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� � � �
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6. Oblicz wektor kolumnowy wspó
czynników wra�liwo�ci:

� � � �
� � � �T

G

G G
� �  (9)

7. Wyznacz nowy punkt projektowy w przestrzeni zmiennych losowych zredukowa-
nych dla n – 1 zmiennych:

i iZ
 � ��  (10)
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8. Okre�l odpowiadaj	cy mu punkt projektowy we wspó
rz�dnych pocz	tkowych dla 
n – 1 zmiennych z kroku 7:

i ii X i XX Z
 
� � � �  (11)

9. Oblicz warto�� pozosta
ej zmiennej losowej (tj. nieokre�lonej w krokach 7 i 8), 
rozwi	zuj	c równanie stanu granicznego g = 0.

10. Powtarzaj kroki 3–9, a� do uzyskania zbie�no�ci � oraz wspó
rz�dnych punktu 
projektowego � �iX 
 .

Procedura obliczania wska�nika niezawodno�ci ���	 wed�ug Rackwitza-Fiesslera

Wspó
czynnik niezawodno�ci Hasofera-Linda jest zde� niowany dla przypadku, 
kiedy nie s	 znane rozk
ady zmiennych losowych. Je�li rozk
ady s	 znane, wtedy (�) 
obliczamy metod	 Rackwitza-Fiesslera. Analiza niezawodno�ci prowadzi do wyznacze-
nia wska�nika niezawodno�ci (�) oraz znalezienia wspó
rz�dnych punktu projektowego 
� �1 2, , ..., nZ Z Z
 
 
 . Rozk
ady inne ni� normalne s	 zast	pione normalnymi tak, �e dystry-
buanta i funkcja g�sto�ci maj	 t� sam	 warto�� dla prawdziwych i zast�pczych rozk
adów 
w punkcie projektowym. Poni�ej przedstawiono algorytm iteracyjnej procedury Rac-
kwitza-Fiesslera wyznaczaj	cej wska�nik niezawodno�ci Hasofera-Linda przy znanych 
rozk
adach zmiennych losowych wyst�puj	cych w funkcji stanu granicznego.

Iteracyjna procedura Rackwitza-Fiesslera:
1. Przygotuj dane:

1) funkcj� stanu granicznego g = g(X1, …, Xn),
2) dystrybuanty dla wszystkich zmiennych F1, …, Fn,
3) funkcje g�sto�ci dla wszystkich zmiennych f1, …, fn.

2. Wprowad� (zgadnij) wspó
rz�dne punktu projektowego 1 , ..., nX X
 
  (jako pierwsze 
przybli�enie mo�na przyj	� warto�ci �rednie).

3. Oblicz parametry zast�pczych rozk
adów normalnych 1, ..., nF F
 
  oraz 1, ..., nf f
 
 , tak 
�e:

� 	 � 	 � 	 � 	1 1 1 1 , ..., n n n nF X F X F X F X
 
 
 

 
� �

� 	 � 	 � 	 � 	1 1 1 1 , ..., n n n nf X f X f X f X
 
 
 

 
� �

4. Oblicz �.
5. Oblicz wspó
rz�dne nast�pnego punktu projektowego.
6. Wprowad� obliczone wspó
rz�dne do wzorów w kroku 3.
Podczas obliczania parametrów zast�pczych rozk
adów normalnych nale�y pami�ta�, 

�e dla ka�dej zmiennej losowej X mamy dwa równania i dwie niewiadome (� i �):

� 	 � 	 1;
e e
X X

X Xe e e
X X X

X XF X f X

 



 
� � � ��� ��
� � �  � � � �

� � �� � � �� � � �
 (12)
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St	d odchylenie standardowe zast�pczego rozk
adu normalnego mo�emy obliczy� ze 
wzoru:

� 	 � 	� 	11e
X X

X

F X
f X

� 




� �� �  �� �� �
 (13)

natomiast warto�� �redni	 zast�pczego rozk
adu normalnego jako:

� 	� 	1e e
X X XX F X
 � 
� �� � �� �� �� �  (14)

Obliczanie wspó
rz�dnych nast�pnego punktu projektowego dla zast�pczych rozk
a-
dów normalnych:

� � � �
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Kolejne iteracje prowadzi si�, a� � przestanie ulega� zmianom (gdy zmienia� si� b�-
dzie o !0,01). 

WYNIKI BADA� I ICH ANALIZA

W pracy zbadano, jak zmienia si� warto�� wska�nika niezawodno�ci Hasofera-Lin-
da, a tym samym prawdopodobie�stwo awarii w zale�no�ci od przyj�tego typu rozk
a-
du prawdopodobie�stwa zmiennej losowej w miar� zbli�ania si� do warto�ci granicznej 
obci	�enia. Analizowan	 konstrukcj	 jest kratownica Missesa. W pierwszej cz��ci pracy 
okre�lono �cie�k� równowagi w�z
a centralnego kratownicy. Obliczenia numeryczne po 
wprowadzeniu nieliniowego modelu konstytutywnego pr�ta �ciskanego [Kowal i Rado� 
1995] przynios
y zmniejszenie warto�ci obci	�enia granicznego rz�du 9%. Na podsta-
wie wspó
rz�dnych punktu granicznego sformu
owano funkcj� graniczn	 jako warunek 
nieprzekraczalno�ci dopuszczalnego obci	�enia pionowego w�z
a 1. Zaproponowany 
warunek jest bardzo istotny w przypadku konstrukcji podatnych na utrat� stateczno�ci 
globalnej z warunku przeskoku w�z
a. 

Do analizy problemów niezawodno�ci ma
o wynios
ej konstrukcji kratowej wykorzy-
stano, jako miar� niezawodno�ci, wska�nik niezawodno�ci Hasofera-Linda, do którego 
obliczenia zastosowano algorytm iteracyjnej procedury Rackwitza-Fiesslera. T� sam	 
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procedur� wykorzystano do okre�lenia wspó
rz�dnych punktu projektowego. Odpowia-
daj	c na pytanie, co daje nam w
	czenie do analizy stateczno�ci metod analizy niezawod-
no�ci, nale�y stwierdzi�, �e korzystaj	c z nich – poruszaj	c si� po �cie�ce równowagi 
konstrukcji – mo�emy okre�li�, z jakim poziomem prawdopodobie�stwa awarii zbli�amy 
si� do punktu granicznego. W pracy jako zmienne losowe przyj�to obci	�enie. Rozk
a-
dy prawdopodobie�stwa zmiennych losowych przyjmowane s	 spo�ród kilku najcz��ciej 
stosowanych w praktyce (rys. 1).

PODSUMOWANIE

Obliczenia probabilistyczne przeprowadzono, stosuj	c metod� FORM. Do oblicze� 
wykorzystano program do analizy niezawodno�ci STAND zbudowany w IPPT PAN 
[Knabel i in. 2008]. Z przedstawionego wykresu (rys. 2) wida� wp
yw przyj�tego typu 

Rys. 1.  �cie�ka równowagi kratownicy
Fig. 1. The equilibrium path of truss structure
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rozk
adu prawdopodobie�stwa na warto�� wska�nika niezawodno�ci Hasofera-Linda. 
Mo�na zauwa�y�, jak istotnym zagadnieniem w analizie niezawodno�ci jest przyj�cie 
prawid
owego opisu stochastycznego. Niekompletne dane statystyczne oraz niew
a�ci-
wie przyj�te za
o�enia dotycz	ce rozk
adów prawdopodobie�stwa mog	 prowadzi� do 
powa�nych ró�nic w ocenie bezpiecze�stwa konstrukcji. 

W podej�ciu stochastycznym w mechanice konstrukcji kluczowym zagadnieniem jest 
zebranie danych do�wiadczalnych dotycz	cych parametrów pól losowych konstrukcji 
i obci	�e�. Ze wzgl�du na to, �e dost�pne wyniki bada� s	 na ogó
 niewystarczaj	ce 
do prowadzenia analiz probabilistycznych, w�ród in�ynierów widoczny jest opór przed 
stosowaniem metod probabilistycznych. Dotyczy to równie� probabilistycznych metod 
numerycznych, jak na przyk
ad stochastycznej metody elementów sko�czonych, których 
z
o�ono�� jest w istocie ukryta wewn	trz programów komputerowych. Dodatkowy wy-
si
ek in�yniera jest tu potrzebny przy charakteryzowaniu danych dwoma parametrami 
(warto�ci	 oczekiwan	 i wspó
czynnikiem zmienno�ci) w miejsce jednego parametru wy-
maganego w metodach deterministycznych. Konieczne jest wi�c dostarczenie in�ynierom 
algorytmów umo�liwiaj	cych oszacowanie parametrów statystycznych zmiennych wyst�-
puj	cych w analizie na podstawie podr�cznych danych.
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RELIABILITY ANALYSIS OF TRUSS STRUCTURE

Abstract. In the paper the Hasofer-Lind index is applied for determining the probability of 
stability loss truss structure under random load. In 1974 Hasofer-Lind proposed a modi� ed 
reliability index that did not exhibit the invariance problem. The “correction” is to evaluate 
the limit state function at a point known as the “design point” instead of the mean values. 
The design point is generally not known a priori, an iteration technique must be used to so-
lve for the reliability index. The paper shows how changes reliability index under in� uence 
different probability density function.

Key words: design point, probability density function, reliability index
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