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ANALIZA NIEZAWODNOSCI KONSTRUKCJI KRATOWEJ

Urszula Radon
Politechnika Swictokrzyska w Kielcach

Streszczenie. W 1974 roku Hasofer i Lind pokazali, ze problem braku niezmienniczosci,
charakterystyczny dla wskaznika Cornella, moze by¢ rozwiazany przez rozwinigcie funk-
cji granicznej w szereg Taylora wokot punktu lezacego na powierzchni granicznej (punkt
linearyzacji nazywamy punktem projektowym). W pracy do wyznaczenia punktu projek-
towego i wskaznika niezawodnos$ci Hasofera-Linda zastosowano algorytm iteracyjnej pro-
cedury Rackwitza-Fiesslera. Przeanalizowano, jak zmienia si¢ wartos¢ wskaznika nieza-
wodnosci Hasofera-Linda, a tym samym prawdopodobienistwo awarii konstrukcji kratowe;j
w zaleznosci od przyjetego typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w miarg
zblizania si¢ do wartosci granicznej obcigzenia.

Stowa kluczowe: punkt projektowy, funkcja gestosci prawdopodobienistwa, wskaznik
niezawodnosci

WSTEP

Rozpatrywane w pracy zagadnienia analizy niezawodnosci konstrukcji opieraja si¢ na
nastgpujacych zatozeniach. Konstrukcja moze znajdowacé si¢ w jednym z dwoch dopusz-
czalnych standw: stanie bezpiecznym lub stanie awarii. Przez awari¢ nalezy tu rozumiec
niespelnienie pewnego ograniczenia nalozonego przez projektanta na prace konstrukcji.
Przyjmuje sig, ze parametry opisujace stan konstrukcji traktowane sa jako zmienne loso-
we (W odroznieniu od proceséw losowych). Rozpatrywane problemy analizy niezawod-
nosci dotyczy¢ beda tzw. niezawodnosci elementu. Przez element rozumie si¢ tu cata
konstrukeje lub jej czgse, ktorej stan okreslony jest przez jedna funkcj¢ zniszczenia (kry-
terium awarii). Nalezy w tym miejscu podkreslié, ze praca nie dotyczy niezawodnosci sy-
stemowej, w ktorej uwzglednia si¢ wiele funkcji granicznych oraz mozliwos¢ sekwencji
awarii poszczegdlnych elementdw prowadzacych do zniszczenia catej konstrukc;ji.

W zaleznosci od zastosowanej miary niezawodnosci w literaturze przyjeto nastgpuja-
ca klasyfikacj¢ metod oceny niezawodnosci: potprobabilistyczne — poziom 1, probabili-
styczne — poziom 2, probabilistyczne — poziom 3.
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Potprobabilistyczne metody poziomu 1 mozna zdefiniowa¢ jako metody obliczen
konstrukceji, w ktorych wymagana niezawodnos¢ elementow jest zapewniona przez za-
stosowanie czgsciowych wspdtczynnikoéw bezpieczenstwa, modyfikujacych charaktery-
styczne lub obliczeniowe wartosci zmiennych decydujacych o stanie konstrukcji. Metoda
stanow granicznych (SG) jest przyktadem metody poziomu 1. Metody poziomu 1 nie
pozwalaja na projektowanie konstrukcji przy zatozeniu prawdopodobienstwa przekro-
czenia okreslonych stanéw granicznych. Umozliwiaja jedynie sformutowanie pozytyw-
nej lub negatywnej odpowiedzi na pytanie, czy konstrukcja jest niezawodna (bezpieczna)
z punktu widzenia wymagan zawartych w konkretnej normie. Ilosciowa ocena niezawod-
nosci konstrukcji wymaga zastosowania metod wyzszego poziomu.

Metody obliczen konstrukcji, umozliwiajace ilosciowa oceng prawdopodobienistwa
osiagnigcia stanow granicznych w zatozonym okresie eksploatacji, sa zaliczane do me-
tod probabilistycznych. Jezeli do obliczen niezawodnosci konstrukcji nie jest wymagana
znajomos¢ typu rozktadéw prawdopodobienstw zmiennych podstawowych, to takie me-
tody zalicza si¢ do metod probabilistycznych poziomu 2. W metodach probabilistycznych
poziomu 3 wymagana jest znajomo$¢ typu rozktadéw prawdopodobienstw zmiennych
podstawowych. Przyktadem metody poziomu 3 jest metoda FORM zastosowana w ni-
niejszej pracy.

METODYKA BADAN

Metoda FORM jest jedng z najbardziej skutecznych przyblizonych metod obliczania
miar niezawodnosci. W przypadku ogdlnym, gdy rozktad wektora X zmiennych bazo-
wych nie jest wektorem o rozkladzie gaussowskim, stosuje si¢ transformacjg, sprowa-
dzajaca ten wektor do wektora gaussowskiego, ktdrego wspotrzedne sg niezaleznymi
standardowymi zmiennymi normalnymi.

Istnienie tego typu transformacji oraz sposob jej konstruowania pokazat po raz pierw-
szy Rosenblatt dla przypadku, gdy wspolrzedne wektora X miaty rozktady jednostajne.
Do obliczen niezawodnosci adaptowali t¢ transformacj¢ Hohenbichler i Rackwitz. Trans-
formacja podstawowych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardowej
musi zapewnia¢ réwnowazno$¢ sformutowania problemu niezawodnosci. Prawdopodo-
bienistwo zniszczenia zdefiniowane w przestrzeni X musi by¢ rowne prawdopodobienstwu
zdefiniowanemu w przestrzeni Z. Oprdcz transformacji Rosenblatta stosowana jest takze
transformacja Hermite’a oraz transformacja wynikajaca z tzw. modelu Natafa. Trans-
formacja przeprowadza powierzchni¢ stanu granicznego g(X) = 0 na inng powierzch-
ni¢ G(Z) = 0. Warto zauwazy¢, ze efektywne obliczenie catki funkcji gestosci n-wymia-
rowego standardowego rozkladu normalnego po obszarze awarii jest nadal zadaniem
skomplikowanym, poza przypadkiem, gdy G(Z) = 0 jest hiperptaszczyzna w przestrzeni.
Jednak dwie istotne wlasnosci gestosci standardowego rozktadu normalnego sprawia-
ja, ze transformacja jest przydatna w obliczaniu prawdopodobienstwa awarii. Pierwsza
z tych wlasnosci jest obrotowa symetria wokot poczatku uktadu wspoétrzednych. Druga
to ekspotencjalne zanikanie tej funkcji wraz z kwadratem odlegtosci od poczatku ukta-
du wspdtrzednych. Zatem najwiekszy ,,wktad” do prawdopodobienstwa awarii pochodzi
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z obszaru stanowiacego sasiedztwo punktu na powierzchni stanu granicznego, ktérego
odlegtos¢ od poczatku uktadu wspodtrzgdnych jest najmniejsza.

Dlatego w metodzie FORM powierzchnia stanu granicznego G(Z) = 0 aproksymowa-
na jest przez hiperptaszczyzng styczng do niej w punkcie najblizszym poczatkowi uktadu
wspotrzednych. Prowadzi to do nastepujacego przyblizonego wzoru na prawdopodobien-
stwo awarii: pp = ®(—f). Punkt realizujacy minimum odlegtosci nazywa si¢ punktem
projektowym, a B — wskaznikiem niezawodnosci. Poniewaz w punkcie tym warto$¢ ge-
stosci rozktadu normalnego jest najwigksza w catym obszarze awarii, wigc ten punkt jest
punktem najwigkszej wiarygodnosci.

Znalezienie punktu projektowego sprowadza si¢ do realizacji zadania optymalizacyj-
nego. W tym celu opracowano wiele algorytméw. Najwczesniejsze, pochodzace z prac
Hasofera i Linda oraz Rackwitza i Fiesslera, opieraja si¢ na procedurach gradientowych.
Pozniejsze to korzystajace z metody sekwencyjnego programowania kwadratowego al-
gorytmy Schittkowskiego oraz Arory. Algorytmy te sa ciagle udoskonalane pod katem
zastosowan w oprogramowaniu do obliczen niezawodnosciowych.

Trudno jest wskaza¢ najlepszy algorytm, zwlaszcza ze moga by¢ stosowane rozne
kryteria, na przyklad gwarantowana zbiezno$¢ czy najmniejsza liczba operacji. Zalezy to
w duzej mierze od wymiaru zadania (liczby zmiennych losowych) oraz postaci funkcji
stanu granicznego. W niektorych systemach komputerowych, stuzacych obliczeniom nie-
zawodnosci, stosuje si¢ kilka algorytméw, ktore uruchamiane sa alternatywnie, w zalez-
nosci od rodzaju postawionego zadania. Najczesciej stosowanymi miarami wrazliwosci
dla metody FORM sa wspotczynniki wrazliwosci (o;) wskaznika niezawodnosci, ktore
definiuje si¢ jako pochodne czastkowe wskaznika niezawodno$ci wzglgdem poszczegol-
nych parametréw zadania. Ponizej przedstawiono wybrana miar¢ niezawodnosci wskaz-
nik niezawodnosci Hasofera-Linda.

Wskaznik niezawodnos$ci Hasofera-Linda

Rozwazmy funkcje¢ stanu granicznego

g(Xb "'7Xn) (1)

w ktorej zmienne losowe X sa nieskorelowane. Funkcje stanu granicznego mozna przed-
stawi¢, uzywajac standaryzowanej postaci zmiennych losowych (zmiennych zredukowa-
nych):

X;

oraz X; =puy +Z0y 2)

Zastepujac Xi, ..., X, zredukowanymi zmiennymi Z;, ..., Z,, otrzymujemy nowa
funkcj¢ stanu granicznego:

g'(z,...2,) 3)

Wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda definiuje si¢ jako najkrotsza odlegtosé¢ od
poczatku uktadu przestrzeni zmiennych losowych zredukowanych do granicy opisanej
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réwnaniem stanu granicznego g’ = 0. Praktycznie znaczy to, ze 3 jest najkrotsza odleglo-
Scig od (0, ..., 0) do n-wymiarowej powierzchni:

8z, ... 2,) =0 “4)

Najblizszy punkt potozony na powierzchni opisanej réwnaniem (4) nazywany jest
. . . * * *. . .« .

punktem projektowym i oznacza si¢ go (Z; , Z ,..., Z, ). Jest to najbardziej prawdopo-
dobny punkt awarii sposrdd wszystkich punktdw na tej powierzchni. Jezeli nastapi awa-
ria, to najprawdopodobniej wlasnie w tym punkcie. Jesli funkcja stanu granicznego jest
liniowa, to obliczenie wskaznika niezawodnosci nie nastr¢cza problemow.

Dla g =a,+ Za,-X ; wskaznik niezawodnosci oblicza si¢ nastgpujaco:

i=1

ap + zaiuXi
p=—oail 5)

n

Z(aicxi )2

i=1

W przypadku nieliniowej funkcji stanu granicznego sytuacja znacznie si¢ kom-
plikuje. W celu okre$lenia polozenia punku projektowego, a nastgpnie obliczenia
wskaznika niezawodno$ci musimy wykorzysta¢ metode iteracyjna. Procedura ite-
racyjna polega na rozwigzaniu uktadu (2n + 1) rownan z (2n + 1) niewiadomymi:

* * *
B,ay,0y, . 0,2 2y s 2,

Og' | punkt

0Z; | projektowy . [ . 2
o; = ; Z; =Pa;; g (Zl,...,Z,,) ;

i og' | punkt : i=1
i 9Z;

projektowy

Mozemy wykorzysta¢ dwie alternatywne procedury iteracyjne: bezposrednie rozwia-
zanie uktadu réwnan lub procedur¢ macierzowa. Ponizej przedstawiono algorytm kazdej
z nich.
Algorytm rozwiazania uktadu réwnan:

1. Sformutyj funkcj¢ stanu granicznego i okresl odpowiednie parametry rozktadow
wystepujacych w niej zmiennych losowych X;.

2. Wyraz funkcje¢ stanu granicznego za pomoca zmiennych losowych zredukowanych Z;.

3. Wyraz funkcj¢ stanu granicznego za pomoca 3 i o.;.

4. Oblicz n wartosci o; oraz f.

5. Rozpocznij cykl obliczen: przyjmij poczatkowe wartosci liczbowe [ i wszystkich o;.

6. Podstaw je do prawych stron réwnan sformutowanych w kroku 3 i 4.

7. Rozwiaz uktad n + 1 réwnan otrzymanych w kroku 6 ze wzgledu na i ;.

8. Wrd¢ do kroku 6. Powtarzaj iteracje az do uzyskania zbieznosci B i ;.

Il
<
—_
£
~—
LS}
Il
—_—
~
[®))
~
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Algorytm procedury macierzowej:

1. Sformutyj funkcj¢ stanu granicznego i okresl odpowiednie parametry rozktadow
wystepujacych w niej zmiennych losowych X;.

2. Znajdz poczatkowy punkt projektowy {X N } , przyjmujac wartosci poczatkowe dla
n—1 zmiennych X; (czesto dobrze jest przyja¢ wartosci srednie). Rozwiaz rownanie stanu
granicznego g = 0 wzgledem pozostalej zmiennej losowej. Dzigki temu punkt poczatko-
wy bedzie nalezat do granicy obszaru awarii.

3. Oblicz wartosci zmiennych zredukowanych | Z; } , odpowiadajacych punktowi pro-

X -
jektowemu Z; LT
Oy,

4. Wyznacz pochodne czastkowe funkcji stanu granicznego wzgledem zmiennych lo-

sowych zredukowanych. Dla wygody zdefiniuj wektor kolumnowy {G}:

Gl
G2
{G} = ' 5 gdZiC Gi = _a;g’ punkt (7)
. aZl projektowy
Gn

5. Oblicz przyblizenie [, stosujac ponizszy wzor:

Z

T z
B:M’ gdzie {77}=4 " (8)

{6} {6) '

z,

{a} :L ©)

7. Wyznacz nowy punkt projektowy w przestrzeni zmiennych losowych zredukowa-
nych dla n — 1 zmiennych:

Z! =Ba, (10)
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8. Okresl odpowiadajacy mu punkt projektowy we wspotrzednych poczatkowych dla
n— 1 zmiennych z kroku 7:

X; =uy, +Zjoy, (11)

9. Oblicz warto$¢ pozostalej zmiennej losowej (tj. nieokreslonej w krokach 7 i 8),
rozwiazujac rownanie stanu granicznego g = 0.
10. Powtarzaj kroki 3-9, az do uzyskania zbieznosci § oraz wspdtrzednych punktu

projektowego {X ; }
Procedura obliczania wskaznika niezawodnosci () wedlug Rackwitza-Fiesslera

Wspotczynnik niezawodnos$ci Hasofera-Linda jest zdefiniowany dla przypadku,
kiedy nie sa znane rozktady zmiennych losowych. Jesli rozktady sa znane, wtedy (J3)
obliczamy metoda Rackwitza-Fiesslera. Analiza niezawodnosci prowadzi do wyznacze-
nia wskaznika niezawodnosci () oraz znalezienia wspotrzgdnych punktu projektowego

Z. 75 Z :} . Rozktady inne niz normalne sa zastapione normalnymi tak, ze dystry-
buanta i funkcja ggstosci maja te sama warto$¢ dla prawdziwych i zastgpczych rozktadow
w punkcie projektowym. Ponizej przedstawiono algorytm iteracyjnej procedury Rac-
kwitza-Fiesslera wyznaczajacej wskaznik niezawodnos$ci Hasofera-Linda przy znanych
rozktadach zmiennych losowych wystgpujacych w funkcji stanu granicznego.

Iteracyjna procedura Rackwitza-Fiesslera:

1. Przygotuj dane:

1) funkcje stanu granicznego g = g(Xj, ..., X)),
2) dystrybuanty dla wszystkich zmiennych Fy, ..., F),,
3) funkcje gestosci dla wszystkich zmiennych fi, ..., ;.

2. Wprowadz (zgadnij) wspohrzedne punktu projektowego X7, ..., X,, (jako pierwsze
przyblizenie mozna przyjaé wartosci srednie).

3. Oblicz parametry zastgpczych rozktadéw normalnych F', ..., F, oraz f, ..., f,, tak
ze:

R(x)=F(X7), . By (x5) = F, (X7)
A= A7) i (X0) = £, (X5)

4. Oblicz B.

5. Oblicz wspodtrzedne nastgpnego punktu projektowego.

6. Wprowadz obliczone wspotrzedne do wzorow w kroku 3.

Podczas obliczania parametrow zastgpczych rozktadéw normalnych nalezy pamigtac,
ze dla kazdej zmiennej losowej X mamy dwa rownania i dwie niewiadome (1 i G):

FX(X*)=<DV—:“3‘} fe(x) == d{ﬂ} (12)
o% % %
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Stad odchylenie standardowe zastgpczego rozktadu normalnego mozemy obliczy¢ ze
wzoru:

e 1 - .
o =———o| @' (A (x"))] (13)
S (X7
natomiast warto$¢ srednia zastgpczego rozktadu normalnego jako:

Ky = X" =% |07 (R (X)) (14)

Obliczanie wspotrzednych nastepnego punktu projektowego dla zastgpczych rozkta-
dow normalnych:

: (o=

X; =g, +Pa;os, gdzie: = ; B= (15)

Jio) (6}

Jezeli g(X,, ..., X, )=ay+a X, +..+a,X,, to:

a; (03(,- )2 B

. . . g
X; =p% ———————, gdzie B=

l i 2
2 1 2
e e
\, (a"GXi) Z(aicxf)
i=1 i=1

Kolejne iteracje prowadzi sig, az B przestanie ulega¢ zmianom (gdy zmieniaé si¢ be-
dzie 0 £0,01).

(16)

WYNIKI BADAN I ICH ANALIZA

W pracy zbadano, jak zmienia si¢ warto$¢ wskaznika niezawodno$ci Hasofera-Lin-
da, a tym samym prawdopodobienstwo awarii w zaleznosci od przyjgtego typu rozkta-
du prawdopodobienstwa zmiennej losowej w miare zblizania si¢ do wartosci granicznej
obciazenia. Analizowana konstrukcja jest kratownica Missesa. W pierwszej czgsci pracy
okreslono $ciezkg rownowagi wezta centralnego kratownicy. Obliczenia numeryczne po
wprowadzeniu nieliniowego modelu konstytutywnego preta $ciskanego [Kowal i Radon
1995] przyniosty zmniejszenie wartosci obciazenia granicznego rzgdu 9%. Na podsta-
wie wspolrzednych punktu granicznego sformutowano funkcje graniczng jako warunek
nieprzekraczalnosci dopuszczalnego obcigzenia pionowego wezta 1. Zaproponowany
warunek jest bardzo istotny w przypadku konstrukcji podatnych na utrat¢ statecznosci
globalnej z warunku przeskoku wezta.

Do analizy probleméw niezawodnosci mato wyniostej konstrukcji kratowej wykorzy-
stano, jako miar¢ niezawodnosci, wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda, do ktdrego
obliczenia zastosowano algorytm iteracyjnej procedury Rackwitza-Fiesslera. T¢ sama
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procedur¢ wykorzystano do okreslenia wspotrzegdnych punktu projektowego. Odpowia-
dajac na pytanie, co daje nam wiaczenie do analizy statecznosci metod analizy niezawod-
nosci, nalezy stwierdzi¢, ze korzystajac z nich — poruszajac si¢ po $ciezce rownowagi
konstrukcji — mozemy okresli¢, z jakim poziomem prawdopodobienstwa awarii zblizamy
si¢ do punktu granicznego. W pracy jako zmienne losowe przyjeto obciazenie. Rozkta-
dy prawdopodobienstwa zmiennych losowych przyjmowane sa sposrod kilku najczesciej
stosowanych w praktyce (rys. 1).

obciazenie ﬁl*P[kN]

load rozwiazanie liniowe

linear solution

2 rozwiazanie geometrycznie nieliniowe

nonlinear geometrical solution

2262 = mmmmm e e e
22 |

2075 T T T T T T T T T T T T T TS
20

/

rozwiazanie geometrycznie i fizyczne nieliniowe

nonlinear geometrical and physical solution

=)

P =10 kN
| =129 m
y =3
8 E = 205 GPa
uP A = 2107
‘ NE
4
2
1 *10% [m]
" 04 08 12 16 20 24 28 32 36

) N ~
przemieszczenie pionowe wezla (1)
veryical displacement of node

Rys. 1.  Sciezka réownowagi kratownicy
Fig. 1.  The equilibrium path of truss structure

PODSUMOWANIE

Obliczenia probabilistyczne przeprowadzono, stosujac metode FORM. Do obliczen
wykorzystano program do analizy niezawodnosci STAND zbudowany w IPPT PAN
[Knabel i in. 2008]. Z przedstawionego wykresu (rys. 2) wida¢ wptyw przyjetego typu
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e
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z
'TE ‘:—;: 5 —e— Normal (10,1)
L "g —&— Lognormal (10,1)
% T 4 — — Gumbel (10,1)

=

E ‘g —<— Frechet (10,1)
< S 3—
y =
k=
o
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S
~
122}
= 1
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1,3734 11,5653 11,6093 11,6925 11,7318 11,8057 2,0180 2,2145
mnoznik obcigzenia — multiplier of load,
Rys. 2. Wplyw przyjetego typu rozktadu prawdopodobienstwa na warto$¢ wskaznika niezawod-

nosci Hasofera-Linda
Fig. 2.  Influence different probability density functions on Hasofer-Lind reliability index

rozktadu prawdopodobienstwa na warto$¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda.
Mozna zauwazy¢, jak istotnym zagadnieniem w analizie niezawodnosci jest przyjecie
prawidtowego opisu stochastycznego. Nickompletne dane statystyczne oraz niewlasci-
wie przyjete zalozenia dotyczace rozktadéw prawdopodobienstwa moga prowadzi¢ do
powaznych réznic w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji.

W podejsciu stochastycznym w mechanice konstrukcji kluczowym zagadnieniem jest
zebranie danych doswiadczalnych dotyczacych parametrow pdl losowych konstrukcji
i obcigzen. Ze wzgledu na to, ze dostgpne wyniki badan sa na ogoét niewystarczajace
do prowadzenia analiz probabilistycznych, wsrdd inzynierdw widoczny jest opor przed
stosowaniem metod probabilistycznych. Dotyczy to rdwniez probabilistycznych metod
numerycznych, jak na przyktad stochastycznej metody elementow skonczonych, ktérych
ztozonos¢ jest w istocie ukryta wewnatrz programéw komputerowych. Dodatkowy wy-
silek inzyniera jest tu potrzebny przy charakteryzowaniu danych dwoma parametrami
(wartoscia oczekiwang 1 wspotczynnikiem zmiennosci) w miejsce jednego parametru wy-
maganego w metodach deterministycznych. Konieczne jest wigc dostarczenie inzynierom
algorytmow umozliwiajacych oszacowanie parametrow statystycznych zmiennych wyste-
pujacych w analizie na podstawie podrgcznych danych.
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RELIABILITY ANALYSIS OF TRUSS STRUCTURE

Abstract. In the paper the Hasofer-Lind index is applied for determining the probability of
stability loss truss structure under random load. In 1974 Hasofer-Lind proposed a modified
reliability index that did not exhibit the invariance problem. The “correction” is to evaluate
the limit state function at a point known as the “design point” instead of the mean values.
The design point is generally not known a priori, an iteration technique must be used to so-
lve for the reliability index. The paper shows how changes reliability index under influence
different probability density function.

Key words: design point, probability density function, reliability index
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