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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono rdwnania teorii ptyt spoczywajacych na jednokierunkowych podtozach sprezystych.
Rozpatrzono teorie ptyt cienkich i $redniej grubosci spoczywajacych na podtozach jedno- i dwuparametro-
wych, w tym na podtozu Winklera oraz Wlasowa. Rozpatrzono przypadek przytozenia obcigzenia ,,samorow-
nowaznego” do brzegu pdtpasma spoczywajacego na podtozu sprezystym Winklera i Wtasowa. Wykazano,
ze tzw. efekt brzegowy wystepuje wylacznie w ptytach §redniej grubosci bez podloza i plytach spoczywaja-
cych na podtozu jednoparametrowym Winklera oraz dwuparametrowym Wtasowa. Przeanalizowano wptyw
wspotczynnika Poissona materiatu plyty na wartosci ugig¢ oraz sil przekrojowych w potpasmie plytowym
spoczywajacym na podtozu gruntowym, na ktory dziata obcigzenie ,,samoréwnowazne”. Pordwnano roz-
wigzanie wedhug teorii ptyt Hencky’ego—Bolle’a polpasma ptytowego spoczywajacego na podtozu Winklera

oraz Wlasowa.

Stowa kluczowe: ptyty Kirchhoffa, ptyty Hencky’ego—Bolle’a, efekt brzegowy, podtoze Wtasowa, podtoze

Winklera, obcigzenie ,,samoréwnowazne”

WSTEP

Teoria belek i ptyt na podtozu sprezystym jest bar-
dzo obszernym rozdziatem wspotczesnej mechaniki
budowli. W tej dziedzinie wykonano olbrzymia licz-
be badan. Istniejace metody obliczen nie s3 jednak
idealne. Same hipotezy opisujace przemieszczenia
w podlozu gruntowym réwniez nie sa w pelni satys-
fakcjonujace. W wielu przypadkach otrzymane wy-
niki réznig si¢ znacznie od rzeczywistych. Metody
obliczen polprzestrzeni sprezystej sa bardzo skom-
plikowane 1 stosowane w ograniczonym zakresie
(Vlasov i Leontiev, 1960). Pojawiaja si¢ trudno$ci
z automatyzacja obliczen zaréwno na etapie obliczen
symbolicznych, jak i calkowania numerycznego (Je-
mioto i Szwed, 2017).

W teorii ptyt cienkich pomini¢to wplyw sil po-
przecznychnaugiecia. W przypadku plyt §redniej gru-
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bosci wplyw ten jest znaczny i nalezy go uwzglednic¢
w obliczeniach (Jemielita, 2001). W niniejszej pracy
(W odroznieniu od monografii Wiasowa i Leontiewa)
rozpatrzono uogdlniong teori¢ plyt §redniej grubosci
Hencky’ego—Bolle’a na podtozu sprezystym Winkle-
ra i Wlasowa, ktorego wtasnosci opisywane sg dwo-
ma uog6lnionymi charakterystykami. Przy dziataniu
obcigzenia ,,samoréwnowaznego’ na brzeg swobod-
ny potpasma bez uwzglednienia podtoza gruntowego
wedtug teorii ptyt Kirchhoffa uzyskuje si¢ rozwia-
zanie zerowe, a wedlug teorii Hencky’ego—Bolle’a
niezerowe (Nagirniak, 2019).

ROWNANIA ROZNICZKOWE PLYT KIRCHHOFFA
| HENCKY'EGO-BOLLE'A

Znane rownanie teorii izotropowych ptyt cienkich za-
pisujemy w postaci:

@)ev-nc |
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DV“w=p3 (D)

za$ rdwnania uogolnionej teorii Hencky’ego—Bolle’a
nastepujaco (Jemielita, 2001):

DV*w=p, —2v?p, #)
= VP

viy-—2K -0 3

T4 3)

gdzie:

y=c% @, 5 — czgS¢ rotacyjna wektora przemieszczenia,
€ — symbol permutacyjny Ricciego,

¢, — katy obrotu wyznaczane ze wzoru

D(I—V) 2 2])2
=w, +——|e¥ —~ Vw, +—
¢a W,a 2K l//.ﬁ 1 —y W,a (1 _ V) K
“4)

w ktorym:

w — funkcja ugiecia plyty,

p; — obciazenie prostopadte do plaszczyzny $rodko-
wej piyty,

Do ER’
12(1-v?)

K = xhG — sztywnos¢ na §cinanie plyty,

— sztywno$¢ ptyty na zginanie,

K= % — wspotczynnik $cinania (Jemielita, 2002),

h — grubo$¢ plyty,

E — modut Younga,

G — modut Kirchhoffa,

a,f=1,2,

v — wspotczynnik Poissona materiatu plyty.

Naturalne warunki brzegowe sg nastepujace:

— w teorii ptyt Kirchhoffa M, =M A =‘7n, przy
czym V, jest zastepcza sita Kirchhoffa, okreslona

oM,

os

— w teorii ptyt Hencky’ego—Bolle’a sa trzy naturalne
warunki brzegowe: M, = M M, = M L0, = QAH,
gdzie wielko$ci z ,,daszkiem” sg warto$ciami ob-
cigzen na brzegu plyty.

wzorem V, =0, +

52

MODELE JEDNOKIERUNKOWE, JEDNO-
I DWUPARAMETROWE PODLOZY SPREZYSTYCH

Dwuwymiarowe modele podloza spre¢zystego dzieli-

my na dwie grupy:

— modele powstale z rownan teorii sprezystosci po
wprowadzeniu pewnych uproszczen (wiezow),
zwane modelami strukturalnymi,

— modele powstate z kombinacji (uktadu) warstw
o réznych charakterystykach materiatowych; sa to
tzw. wieloparametrowe modele fenomenologiczne
(Jemielita, 1992, 1994).

Rozpatrzymy oba typy modeli, oznaczajac przez
q(x,) obciazenie dziatajace na podloze, a przez
wy(X,, 2) przemieszezenie wzdtuz osi Z (rys. 1). Row-
nanie jednokierunkowego, jednoparametrowego pod-
toza Winklera zapiszemy w postaci:

q(xa) = klwg(xa) (5)
gdzie k, jest sztywno$cig podtoza liczong w N-m™>.

Jest to model fenomenologiczny ztoZzony z uktadu
niezaleznych sprezyn.

Innym modelem fenomenologicznym jest model
dwuparametrowy, ktérego réwnanie zapiszemy w po-
staci

q(x, ) =kw, (x,) =k, Viw, (x,) (6)
gdzie k, jest sztywnoscig liczong w N-m™.

Jest to model podioza ztoZzonego z dwdch warstw:
warstwy sprezyn i warstwy czulej na $cinanie — model
Pasternaka (1954), lub z napr¢zonej blony na uktadzie
sprezyn — model Fiolonenko-Borodicha (1940).

W modelu Pasternaka sztywno$¢ k, mozemy wy-
znaczy¢ ze wzoru k, = G,h,, a w modelu Fiolonen-
ko-Borodicha k, = N, gdzie: h, jest gruboscia warstwy
gruntu czulej na $cinanie, G, modutem Kirchhoffa
gruntu, a N sifg napinajaca btong.

Modelem strukturalnym jest model Wtasowa (Vla-
sov i Leontiev, 1960). Jest to model jednowarstwowy
o dwoch parametrach. Jego réwnanie, przy przyje-
Ciu u, (X, 2) = 0, u5(x,, 2) = wy(x,)H(2), ma postaé (6),
w ktorej (Vlasov i Leontiev, 1960, s. 138 — wzor 1.4):

architectura.actapol.net
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k =k =
| (1+Vg)(1_2vg)o dz
E hg
=2t=—"%_[9(2)°d
, =2t 2(1+vg)'([ (2) dz ©

Funkcja 9(z) jest funkcja zanikania przemieszczen
w podiozu, przy czym przyjmujemy 9(0) = 1. Rowna-
nie modelu podtoza Wlasowa zapiszemy w postaci

q(xa):kwg (xa)—2tV2wg (xa) (8)

Wtasow proponuje przyja¢ nastgpujace postacie
funkcji 3(2):
— funkcj¢ liniowa

d(z)=1-= 9

Q=1 ©)

— funkcje hiperboliczng
sh| 7 [1-%
sh |:7(hg B Z)] {7/] [ hg J:l
¥(z)= =
sh[yh, | sh(x]
gdzie:
y — wspdlczynnik zanikania osiadan gruntu liczonym
wNm',

¥, — bezwymiarowy wspolczynnik.

ROWNANIE ROZNICZKOWE PLYT NA PODLOZU
SPREZYSTYM

Przyjmujemy, ze kontakt mi¢dzy plyta a podlozem
zawsze istnieje. Oznacza to spelnienie roéwnosci
W(X,) = W,(x,, 0). Przy tym zalozeniu zawsze zachodzi
interakcja miedzy ptyta a podtozem. Na ptyte dziala
obciazenie odniesione do ptaszczyzny srodkowej ply-
ty, réwne

(10)
gdzie p jest obcigzeniem zewnetrznym.
Wstawiajac (10) do réwnan (1) i (2) i uwzglednia-

jac (5), (6) 1 (8), otrzymujemy nastepujace rOwnania
roézniczkowe:

architectura.actapol.net

— plyty cienkiej na podtozu Winklera
DV*w(x,)+kw(x,)=p(x,)
— plyty cienkiej na podtozu Wtasowa

p(x,)
D

Viw(x,)=2rViw(x,)+s'w, (x,) =

gdzie: r* =L =k
D

D
— plyty $redniej grubosci na podtozu Winklera

Viw(x,) =257 Viw(x, ) + 5, w(x,) =

11
:p(xa)_ivzp(x ) (i
D K *
gdzie:
k k
BP=——, st=—"L 12
'2k7 YD (12)
— plyty $redniej grubosci na podtozu dwuparametro-
wym

Viw(x,) =21 Viw(x,)+s;w(x,)=

SLGAE

gdzie:

(kl sz
7.,_7
2 K D 4 _ kl

TRy T )
201+ -2 Dl1+-2%
K K

— plyty $redniej grubosci na podtozu Wiasowa

Viw(x,) =21 Viw(x,)+siw(x,)=

) 1o ()
- D EV p(xa)
gdzie:
kKt
: [+ 5) ok (14)

n > 83 =
2(1+i) D(1+L)
K K

Zauwazmy, ze rownania ptyty Ssredniej grubosci
na podlozu czy to Winklera, czy Wlasowa majg taka
samg postac 1 roznig si¢ tylko wspdtczynnikami.
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ROZWIAZANIE WEDLUG TEORII PLYT
KIRCHHOFFA POLPASMA PLYTOWEGO
SPOCZYWAJACEGO NA PODLOZU SPREZYSTYM

Rozpatrzmy poétpasmo plytowe przegubowo podpar-
te spoczywajace na podlozu sprgzystym, na ktérego
brzeg swobodny dziala obcigzenie ,,samoroéwnowaz-
ne”, jak pokazano na rysunku 1.

Rys. 1.
Fig. 1.

Potpasmo ptytowe na podtozu sprezystym
Plate half-band on an elastic subsoil

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:

M, (0.6)=0. V(0.5)=-4, (¢)~— 5 ="

Jak wykazano w pracy Nagirniaka (2019), obcig-
zenie ,,samoréwnowazne” nie wywoluje przemiesz-
czen, a przy tym i sit przekrojowych w przypadku roz-
wigzania wedtug teorii Kirchhoffa bez uwzglednienia
podtoza gruntowego. W przypadku plyty cienkiej spo-
czywajacej na podlozu zar6wno Winklera, jak i Wia-
sowa takze nie ma oddziatywan od takiego obcigzenia.
Mozemy powiedzie¢, ze plyta cienka spoczywajaca
na podtozu czy to Winklera, czy Wlasowa ,,nie widzi”
tego typu obcigzenia ,,samorownowaznego” brzegu
swobodnego ptyty.

ROZWIAZANIE WEDLUG TEORII PLYT
HENCKY’EGO-BOLLE’A POLPASMA
PLYTOWEGO SPOCZYWAJACEGO NA PODLOZU
SPREZYSTYM WINKLERA

Rozpatrzmy poétpasmo ptytowe przegubowo podparte

na brzegach (przy £ =01 ¢ = 1), na ktorego brzeg swo-
bodny (przy n = 0) dziata obcigzenie ,,samordéwno-

54

wazne” silg poprzeczng g, (£) = Qsin (7€) i momen-

tem skrecajacym my (&) =%cos (7€), jak pokazano

na rysunku 1. Rownanie (11) przyjmie postaé
Viw(x,) -2 Viw(x,)+s w(x,)=0 (15

a

gdzie ”12 i 514 sg okreslone wzorem (12).

Rozwigzanie jednorodnego uktadu rownan (15)
1 (3) przewidujemy w postaci:

w(n.8)=(e""C, +e *"C,)sin(7) (16
*9377C
v (7.9) =——cos(x) (17)
gdzie:
6, =\/71'2—i—azr12 —Ja* (rf—sf) (18)
0, :\/ﬂ2 +a’r’ +,|a* (;’14 —sf) (19)
10
0, =r /1+ﬁ (20)

h
& =— — stosunek grubosci ptyty %, do jej szerokosci a.
a

Momenty zginajace, skrecajace i sity poprzeczne
wyznaczymy ze wzorow (Jemielita, 2001):

thp3
M, =D[(1—v)/(aﬂ +VK'y75aﬁj|+—10(l_V) S, (21)
0,=Kx, (22)
1
Kop =‘§(¢aﬁ +05.)
/t/a = W,a _¢a

gdzie:
d,5 — delta Kroneckera,
¢, — katy obrotu podane wzorem (4).

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:
M, (O’g) =0, M, (O’é:) =-n,, O, (O’é:) ==q,-

Przyjmujac liniowa funkcje zanikania przemiesz-
czen 9(z) w postaci (9) i wspodtczynnik sprezystosci

architectura.actapol.net
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podtoza k, wedlug Wtasowa (Vlasov i Leontiev, 1960)
G, (1-v,)
h, (1-2v,)

runkéw brzegowych znajdziemy niewiadoma funkcje
przemieszczen w(y, £). Zakladajac

w postaci k, = , po uwzglednieniu wa-

h 1% G
s=l-Ll 5-"t 15 ="t=15="t=L
a 10 a v, G, 500
gdzie:
0, — stosunek grubos$ci warstwy gruntu do szerokos$ci
plyty,
w

Rys.2. Wykres ugiecia potpasma na podtozu Win-

kleradla &=1/2
wG

P

Fig.2. Graph of deflection

subsoil for £=1/2

of plate on the Winkler

M
Rys.4. Wykres momentow skrecajacych a—lz W potpa-
$mie na podtozu Winklera dla £ =0

12

Fig. 4. 20

Graph of the torsional moments
on the Winkler subsoil for =0

in the plate

architectura.actapol.net

0, — stosunek wspolczynnika Poissona gruntu do
wspotczynnika Poissona ptyty,

05 — stosunek modutu sprezystosci gruntu do modutu
sprezystosci plyty,

na rysunkach 2—5 przedstawiono bezwymiarowe wy-

kresy ugiecia plyty oraz sit przekrojowych.

Widoczne jest, ze w odlegtosci 77 > 0 bardzo szybko
zanikajg przemieszczenia i sity przekrojowe w potpa-
$mie ptytowym na podlozu Winklera. Wspotczynnik
Poissona praktycznie nie ma wptywu na wartosci tych
sil, natomiast znacznie wplywa na wartosci ugiec.

-003

-004}

M
Rys.3. Wykres momentow zginajacych a_” w polpasmie

na podtozu Winklera dla &= 1/2

11

Fig.3. Graph of the bending moments 20 in the plate on
the Winkler subsoil for &= 1/2
ol
[ — .
05 10 1 20 |
-0.2
-0.4 — v=0
" ——- vat
-08
-1.0
. o
Rys.5. Wykres sily poprzecznej — w polpasmie na pod-
fozu Winklera dla &= 1/2
0
Fig.5. Graph of transverse force = in the plate on the

Winkler subsoil for &= 1/2
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ROZWIAZANIE WEDLUG TEORII PLYT
HENCKY’EGO-BOLLE’A POLPASMA
PLYTOWEGO SPOCZYWAJACEGO NA PODLOZU
SPREZYSTYM WLASOWA

Dla pélpasma ptytowego przedstawionego na rysun-
ku 1, spoczywajacego na jednowarstwowym podtozu
sprezystym Wlasowa, rdwnanie rézniczkowe (13)
zapiszemy w postaci

Viw(x,)=2rViw(x,)+siw(x,)=0  (23)

gdzie 7 i s,* s3 dane wzorami (14), charakterystyki
sprezyste k i ¢, ktore wchodza do wzorow (14),
wyznacza si¢ zgodnie ze wzorem (7).

Rozwigzanie jednorodnego uktadu réownan (23)
1 (3) przewidujemy w postaci (16) oraz (17), w kto-
rych wspoétezynniki 6,, 6,, 05 sa dane wzorami (18),
(19) i (20), z takg réznica, ze zamiast ;% i 5,* nalezy
wstawi¢ wielko$ci 73% i s3* odpowiednio, ktére wy-
znaczymy ze wzoru (14). Momenty zginajgce, skre-
cajace 1sily poprzeczne wyznaczymy ze wzordéw
(21) 1 (22). W przypadku ptyty spoczywajacej na
podtozu Wtasowa nalezy uwzgledni¢ site poprzecz-
ng w podtozu sprezystym, ktérg zapiszemy w ukta-
dzie wspotrzednych bezwymiarowych w postaci

g 2.9
" a g
w
10
— v=0
. —_— =t
2 4
n
—— = 1 20
wG,
Rys.6. Wykres ugiecia poipasma 0 na podlozu Wia-
sowadla&=1/2
wG,
Fig.6. Graph of deflection of plate on the Vlasov’s
subsoil for £=1/2
56

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:
M, (0’5) =0, M, (095) =—n,,

0, (0’@ +5, (O’é:) ==q,-

Przyjmujac liniowa funkcj¢ zanikania przemiesz-
czen $(z) w postaci (9) oraz wspotczynniki 9, d,, J,, 05
(analogicznie jak w przypadku potpasma spoczywaja-
cego na podtozu Winklera), wyznaczymy ugigcie ply-
ty, a z tym 1 sity przekrojowe w potpasmie (rys. 6-9).

Analogicznie jak i w przypadku potpasma spoczy-
wajacego na podtozu sprezystym Winklera w odlegto-
$cin > 0 bardzo szybko zanikaja przemieszczenia i sity
przekrojowe w potpasmie ptytowym. Wspodtczynnik
Poissona praktycznie nie ma wptywu na wartosci tych
sil, natomiast znacznie wplywa na wartosci ugiec.

Poréwnujgc ze sobg wyniki dla pdtpasma spo-
czywajacego na podtozu Winklera oraz Wtasowa, na
rysunkach 10-13 przedstawiono wykresy ugie¢ i mo-
mentow zginajacych w potpasmie ptytowym.

Przy obcigzeniu ,,samoréwnowaznym” poétpasma
spoczywajacego na podlozu sprezystym Wilasowa
ugiecia sg mniejsze niz w wariancie z podtozem Win-
klera zarowno w przypadku dla v =0, jak i v = 1/4.
Momenty zginajace w potpasmie sa mniejsze w przy-
padku poétpasma na podtozu Wiasowa. Wykresy dla
momentow skrecajacych nie zostaty przedstawione ze
wzgledu na to, Ze one sg prawie identyczne.

-0.01
— v=0

-0.02

—_———

-0.03 4

-0.04

M
Rys.7. Wykres momentdw zginajacych a_” w potpasmie
na podtozu Wiasowa dla &= 1/2
M
Fig.7. Graph of the bending moments a_” in the plate on

the Vlasov’s subsoil for £ =1/2

architectura.actapol.net



10 15 20 |
-0.05
~010
— v=0
-0.15
— =1
-0.20 4
-025
-0.30
’ . MIZ ,
Rys.8. Wykres momentoéw skrecajacych E W pOtpa-
$mie na podtozu Wiasowa dla =0
. . M12 .
Fig.8. Graph of the torsional moments E in the plate
on the Vlasov’s subsoil for £ =0
w

— polpasmo na podiozu Viasova

— - — pdipasmo na podtozu Winklera

-

wG,

Rys. 10. Wykres ugiecia potpasma
klera oraz Wlasowa dlav=0,&=1/2
wG

P

na podtozu Win-

Fig. 10. Graph of deflection
and Vlasov’s subsoil forv=0,&=1/2

of plate on the Winkler

M

-0.01

-0.02 — pdipasmo na podfozu Viasova

— — - pdipasmo na podiozu Winklera

0.04

Rys. 12. Wykres momentéw zginajacych 1;/1—5 w poétpa-
$mie na podtozu Winklera oraz Wtasowa dla v=0,
=112 M

Graph of the bending moments a_“ of plate on the

Winkler and Vlasov’s subsoil for v=10, = 1/2

Fig. 12.

-0.38

— ;
| 05 1.0 1 20
—_ v=0
R |
4
o+,

Wykres uogolnionej sily poprzecznej
w potpasmie na podtozu Wiasowa dla &= 1/2

0+,

Graph of generalized lateral force in the

plate on the Vlasov’s subsoil for &= 1/2

— potpasmo na podtozu Viasova

— — - pOlpasmo na podtozu Winklera

Rys. 11.

Fig. 11.

n
0 15 20

WGP

Wykres ugigcia potpasma
klera oraz Wlasowa dlav=1/4, £=1/2
wG

P

na podtozu Win-

Graph of deflection of plate on the Winkler
and Vlasov’s subsoil for v=1/4,¢=1/2

-0.01

-0.02

~0.04

Fig. 13.

20

— pdipasmo na podfozu Viasova

— — - pétpasmo na podtozu Winklera
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PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono teorie ptyt Kirchhoffa (cienkich)
spoczywajacych na podlozu sprezystym Winklera,
dwuparametrowym Wtasowa oraz uogolniong teori¢
ptyt Hencky’ego—Bolle’a (Sredniej grubosci) spoczy-
wajacych na wymienionych modelach podtoza grun-
towego. Wyprowadzono rownania roézniczkowe dla
plyt $redniej grubos$ci na poditozu sprezystym Winkle-
ra i Wlasowa. Na podstawie pracy Nagirniaka (2019)
rozpatrzono przypadek cienkiego pdtpasma plytowe-
g0 spoczywajacego na podlozu sprezystym Winklera
lub Wtasowa, obcigzonego ,,samoroéwnowaznie” na
brzegu. Wykazano, Zze obciazenia tego typu nie wy-
woluja przemieszczen, a przy tym i sit przekrojowych
w plycie cienkiej zar6wno bez podtoza, jak i w wa-
riancie z podtozem sprezystym. Niezerowe rozwigza-
nie otrzymujemy za$§ w przypadku plyty $redniej gru-
bosci spoczywajacej na podlozu sprezystym. W plycie
$redniej grubo$ci wplyw wspotczynnika Poissona na
warto$ci ugie¢ jest znaczny, natomiast na warto$ci
momentu zdecydowanie mniejszy. Widoczne jest tez,
ze ekstremalne warto§ci momentu zginajacego M,
wystepuja dla # = 0,07. Ugiecie i momenty zginajace
polpasma plytowego obcigzonego ,,samoroéwnowaz-
nie” na brzegu, spoczywajacego na podtozu Witasowa
sa mniejsze niz w wariancie z podlozem Winklera.
Wykresy momentow skrecajacych w potpasmie plyto-
wym sg bardzo zblizone do siebie dla obu przypadkow
podtoza.
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HENCKY-BOLLE’'S PLATES OF MEDIUM THICKNESS ON ELASTIC SUBSOIL

ABSTRACT

The paper presents equations of theory of plates resting on elastic subsoil. Theories of thin and medium thick-
ness plates applied to subsoils with one and two parameters, including Vlasov’s and Winkler’s subsoils, were
analysed. The case of placing a “self-balancing” load on the edge of a half-band resting on the Vlasov’s and
Winkler’s elastic subsoils was considered. It was proved that the so-called boundary effect occurs only in
medium thickness plates and plates resting on Winkler’s one-parameter and Vlasov’s two-parameter elastic
subsoils. The influence of the Poisson’s ratio of the plate material on the deflection and cross-section forces
in the plate half-band resting on subsoil was analysed. The solutions obtained using Hencky—Bolle’s theory
applied to plate half-band on Winkler’s and Vlasov’s subsoils were compared.

Key words: Kirchhoff’s plates, Hencky—Bolle’s plates, boundary effect, Vlasov’s subsoil, Winkler’s subsoil,

“self-balancing” load
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