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ZASTOSOWANIE METODY RÓ NIC SKO CZONYCH 
W MODELU U REDNIONYM PRZEWODNICTWA 
CIEPLNEGO W PERIODYCZNYM O RODKU 
DWUWARSTWOWYM

Vazgen Bagdasaryan, Marek Chalecki
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwa a  w niniejszej pracy s  periodyczne kompozyty 
warstwowe. Za o ono, e sk adniki kompozytów s  jednorodne i izotropowe. W pracy 
skonstruowano model przewodnictwa cieplnego, w którym zamiast klasycznego równa-
nia Fouriera o nieci g ych i skokowo zmiennych wspó czynnikach wyst puj  równania
o sta ych wspó czynnikach. W pracy przeanalizowano zagadnienia stacjonarne bez róde  
ciep a. Rozwi zanie numeryczne otrzymano, stosuj c metod  ró nic sko czonych. Zbada-
no wp yw liczby komórek periodyczno ci na dok adno  wyników otrzymanych metod  
ró nic sko czonych.

S owa kluczowe: kompozyty warstwowe, równanie Fouriera, u rednianie tolerancyjne, 
metoda ró nic sko czonych

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W WARSTWOWYCH KOMPOZYTACH 
PERIODYCZNYCH

Przedmiotem pracy s  niejednorodne o rodki warstwowe, których sk adniki s  jedno-
rodne. Rozpatrywane o rodki maj  struktur , w której wydzieli  mo na powtarzaj ce si  
elementy o w asno ciach zmieniaj cych si  periodycznie. 

W asno ci efektywne przewodników periodycznie warstwowych s  wyznaczane me-
todami homogenizacyjnymi. W celu rozwi zania zagadnienia przewodnictwa cieplnego 
w takich o rodkach zastosowano technik  u redniania tolerancyjnego. Podstawy tej me-
tody mo na znale  w wielu monogra  ach [np. Wo niak i Wierzbicki 2000, Wo niak i in. 
2008]. Zagadnienia dotycz ce przewodzenia ciep a równie  omawiane by y w licznych 
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pracach [np. Piwowarski 2006, Michalak i in. 2007, Jurczak 2011, Bagdasaryan i Na-
górko 2013, Szlachetka i in. 2013]. Rozwi zanie zagadnienia dwuwymiarowego prze-
wodzenia ciep a w o rodku o funkcyjnej gradacji w asno ci  przy u yciu metody ró nic 
sko czonych znale  mo na w pracy Radzikowskiej i Wirowskiego [2012].

Kon  guracj  rozpatrywanych w pracy o rodków jest obszar.  = (0, L1) × (0, L2) ×
× (0, L3). Przewodnik jest periodyczny w kierunku osi x1, z elementem reprezentatyw-
nym 0,λΛ ≡< >  podzielonym na 2 cz ci o d ugo ciach i, i = 1, 2, tak e 1 + 2 = .  
Przewodnik podzielony jest na n elementów reprezentatywnych, a wi c na 2n warstw. 

Wprowadzono oznaczenia   1 2 1 2
1 1 1 1,
2 2 2 2i

i i

i i i iλ λ λ λ− − + −Λ ≡ + +  

dla i = 1, 3, 5, ..., 2n – 1 oraz 1 2 1 2
2 ,

2 2 2 2i
i i

i i i iλ λ λ λ−Λ ≡ + +  dla i = 2, 4, 6, 

..., 2n. Wtedy 2 3(0, ) (0, )i i L LΩ = Λ × ×  jest i-t  warstw  przewodnika, i = 1, ..., 2n. 

Na rysunku 1 przedstawiono periodyczny przewodnik dwuwarstwowy.

x1

λ1 λ2
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x3
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Rys. 1. Periodyczny kompozyt dwuwarstwowy
Fig. 1. Periodically strati  ed two-layered composite

Za o ono, e przewodnik jest niejednorodny oraz e ka da warstwa jest jednorodna. 
W przypadku przewodnika warstwowego wspó czynniki tensora przewodnictwa cie-

p a K, ciep o w a ciwe c i g sto  masy  s  funkcjami periodycznymi o okresie .
Dla o rodków izotropowych wspó czynniki tensora przewodnictwa ciep a przyj to  

jako Kkl = K, dla k = l oraz Kkl = 0, dla k  l, k, l = 1, 2, 3.
Za o ono, e w asno ci termiczne w o rodku zmieniaj  si  tylko w kierunku osi x1.

I tak na przyk ad dla wspó czynnika przewodnictwa cieplnego: K(x1, x2, x3) = K(x1) oraz

( )
1 1

1 0,
1 1 1 2

dla (0, )
( )

dla ( , )
K x

K x
K xλ

λ
λ λ λ

′ ∈
=

′′ ∈ +

Wielko ci K  i K  i s  sta e.
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Dla pozosta ych wielko ci zachodzi analogiczna zale no . 
Oznaczono przez 1 2 3 1 2 3 1( , , , ), ( , , ) , ,ox x x t x x x t t tθ θ= ∈Ω ∈< >  temperatur , a przez  

f = f(x1, x2, x3, t) wydajno  róde  ciep a. Równanie przewodnictwa cieplnego rozpatry-
wanych przewodników ma posta :

,iic K fρθ θ− =                  (1)

Równanie przewodnictwa ciep a (1) jest równaniem ró niczkowym liniowym o zmie-
niaj cych si  skokowo wspó czynnikach. Dla takiego opisu mo na zbudowa  model 
prostszy, w którym wspó czynniki b d  sta e.

U REDNIONY MODEL PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO 
PERIODYCZNYCH PRZEWODNIKÓW WARSTWOWYCH

Do modelowania zastosowano technik  u redniania tolerancyjnego [Wo niak i Wierz-
bicki 2000]. Zgodnie z t  technik  przyj to rozk ad temperatury w postaci:

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )A Ax x x t x x x t h x x x x tθ ϑ ψ= + ⋅             (2)

gdzie, A = 1, 2, ..., M, ϑ  jest temperatur  u rednion , a A s  funkcjami nazwanymi  uk-
tuacjami, opisuj cymi wp yw niejednorodno ci na przewodnictwo ciep a. Funkcje  hA s  
danymi Λ-periodycznymi, oscyluj cymi funkcjami kszta tu. Funkcjami poszukiwanymi 
s  ϑ  oraz A. 

Równania modelu dla rozk adu (2) by y wyprowadzane w wielu pracach [np. Wo -
niak i in. 2008, Bagdasaryan i Nagórko 2013] i maj  posta :

11 22 33 1 1

2 2 2
22 33 1 1 1

, , , , ,

( , , ) ( , ) , ,

c K K K Kh f

c h Kh K h Kh fh

ρ ϑ ϑ ϑ ϑ ψ

ρ ψ ψ ψ ψ ϑ

− − − − =

− + + + =
           (3)

gdzie dla dowolnej funkcji g

1 ( )
| |

g g y dy
Λ

=
Λ                (4)

W przypadku przewodnika dwuwarstwowego funkcj  kszta tu za o ono w postaci 
funkcji przedzia ami liniowej:

2
1 1

2
2

2 2
1 1 1

1 1
2

2
1 1

2 2

dla 0,
2

( ) dla ,
2 2 2

dla ,
2

x x

h x x x

x x

λλ
λ

λ λλ λ λ
λ λ

λλ λ λ λ
λ λ

− ∈< >

= − ∈< − >

− + ∈< − >

            (5)
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Na rysunku 2 przedstawiono wykresy przyj tych funkcji kszta tu przy za o eniu: 
 = 0,06 m, 1 = 0,04 m, 2 = 0,02 m.
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Rys. 2. Wykres funkcji kszta tu z zaznaczonymi granicami warstw
Fig. 2. Graph of shape function with marked layer boundaries

W przypadku funkcji kszta tu przyj tej w postaci (5) oraz periodycznego kompo-
zytu dwuwarstwowego, dla którego w asno ci termomechaniczne (ciep o w a ciwie c, 
wspó czynnik przewodnictwa cieplnego K, g sto  masy ) oznaczono ogólnie    
odpowiednio w pierwszej oraz drugiej warstwie, wyst puj ce w równaniach wielko ci 
u rednione maj  posta :

( )2 2
1 2 1 1 2

2
1

1 2

1' '', , ' '', ' '' ,
12

' ''( , )

h h

h

φ η φ η φ φ φ φ φ η φ η φ λ

φ φφ
η η

= + = − = + ⋅

= +
           (6)

We wzorze (6):  1 2
1 2 1 2, , 1.

λ λη η η η
λ λ

= = + =

MODEL  ASYMPTOTYCZNY

Je li wykorzystuj c przej cie graniczne   0, w  równaniach (3) pominie si  wyrazy 
rz du O( 2), a dodatkowo za o y si  brak róde  ciep a, to uk ad równa  modelowych 
przyjmie nast puj c  posta :

11 22 33 1 1

2
1 1 1

, , , , , 0

( , ) , , 0

c K K K Kh

K h Kh

ρ ϑ ϑ ϑ ϑ ψ

ψ ϑ

− − − − =

+ =
           (7)

Z równania (7)2 wyznaczy  mo na amplitud   uktuacji w postaci:

1
12

1

,
,

( , )
Kh
K h

ψ ϑ= −                 (8)
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Po podstawieniu amplitudy  uktuacji do (7)1 otrzymano znane równanie na tempera-
tur  u rednion  w postaci:

11 22 33 0effc K K Kρ ϑ ϑ ϑ ϑ− − − =               (9)

gdzie przez Keff oznaczono efektywny wspó czynnik przewodnictwa cieplnego:
2

1
2

1

,
( , )

eff Kh
K K

K h
= −               (10)

Równanie (9) przyjmuje posta  analogiczn  do równania Fouriera (1), z tym e wy-
st puj  w nim u rednione sta e wspó czynniki.

Je li do równania (2) wstawi si  warto   uktuacji (8), to otrzyma si  poszukiwan  
temperatur   w postaci:

1
2 3 2 3 1 2 32

1

,
( , , , ) ( , , , ) ( ) , ( , , , )

( , )
Kh

x t x t h x x t
K h

θ ξ ξ ϑ ξ ξ ϑ ξ ξ= −         (11)

Równania (7)–(11) przedstawiaj  model przewodnictwa cieplnego przewodników 
warstwowych uzyskany w ramach techniki u redniania tolerancyjnego.

PRZYK AD ROZWI ZANIA

Za o enia

Niech przedmiotem rozwa a  b dzie dwuwarstwowy przewodnik o kon  guracji od-
niesienia  = (0, L1) × (0, L2). Za o ono, e sk ada si  on z jednorodnych i izotropowych 
warstw równoleg ych do osi. W przypadku dwuwymiarowego zagadnienia stacjonarnego 
przewodzenia ciep a równanie (9) na temperatur  u rednion  ϑ  przyjmuje posta :

11 22, , 0effK Kϑ ϑ+ =             (12)

gdzie Keff okre lono zwi zkiem (10).
Równanie (12) mo na zapisa  w postaci: 

2
11 22, , 0ϑ κ ϑ+ =               (13)

gdzie 2
eff

K
K

κ =

Warunki brzegowe przyj to w postaci:

1 1 2 2 1 2 1 2 2 2( ,0) ( , ) 0, (0, ) ( ), ( , ) ( )x x L x f x L x f xϑ ϑ ϑ ϑ= = = =         (14)

Metoda ró nic sko czonych

Problem opisany równaniem (13) rozwi zano, stosuj c metod  ró nic sko czonych. 
Rozwi zania otrzymano dla przewodnika, w którym L1 =1,2 m, L2 = 1,0 m. Niech rozpa-
trywany przewodnik b dzie z o ony z dwu jednorodnych i izotropowych warstw – styro-
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pianu 
1

W' 0,042 , 0,02m
m K

K λ= =
⋅

 oraz betonu komórkowego o klasie g sto ci 600 

2
W'' 0,210 , 0,04m
m K

K λ= =
⋅

. Nasycenie ka dej warstwy poszczególnymi materia a-

mi jest równe 1
1 2 1

1 2, 1
3 3

λη η η
λ

= = = − = , odpowiednio dla warstwy 1 i warstwy 2.

Rozwi zanie otrzymano dla ró nych wielko ci komórki periodyczno ci : 0,03 m; 
0,06 m; 0,12 m; 0,15 m; 0,24 m; 0,6 m.

W przypadku funkcji kszta tu (5) otrzymano nast puj ce warto ci u rednione:

1

2
1

W W0,154 , 0,168
m K m K

W W( , ) 0, 441 0,09
m K m K

i

eff
i

K K h

K h K

= =
⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅

          (15)

Po obliczeniu podstawowych wielko ci uzyskano wyst puj c  w równaniu (13) war-

to  wspó czynnika 2 1,711eff

K
K

κ = = .

Przyj to ponadto, e na brzegach x1 = 0 oraz x1 = L1 zadana jest temperatura w formie 

funkcji 1 2 2 2
2

( ) ( ) 40sin yf x f x
L
π ⋅= = .

Rysunek 3 przedstawia siatk  MRS dla rozpatrywanego przewodnika. W lewej cz -
ci pokazano warunki brzegowe, w prawej – numeracj  w z ów przy za o eniu, e 

oczko siatki jest kwadratem o boku 1 2L Lh
n m

= = , i podziale na n elementów wzd u  osi x1 
oraz na m elementów wzd u  osi x2.
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Rys. 3. Warunki brzegowe i siatka MRS dla rozpatrywanego przewodnika
Fig. 3. Boundary conditions and FDM mesh for the conductor under considerations
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Nale y zatem znale  warto ci temperatury w (n + 1)(m + 1) = mn + m + n + 1 w z ach. 
Warunki brzegowe daj  2(m + 1) + 2(n + 1) – 2m + 2n warto ci, czyli niewiadomych 
pozostaje mn – m – n + 1.

Dla punktu wewn trznego o wspó rz dnych i, j (i = 2, ..., m; j = 2, ..., n + 1) równa-
nie (13) przekszta cono na równanie ró nicowe nast puj co:

2 2 2
1, 1, , , 1 , 12( 1) 0i j i j i j i j i jϑ ϑ κ ϑ κ ϑ κ ϑ+ − + −+ − + + + =          (16)

Do wyznaczenia amplitudy  uktuacji (8) potrzebna jest pochodna ϑ ,1, któr  przybli o-
no ilorazem ró nicowym:

1, ,
1,

i j i j

h
ϑ ϑ

ϑ + −
≅               (17)

Rozwi zanie otrzymano, przyjmuj c siatk  kwadratow  o wymiarach 1 cm na 1 cm, 
co daje m = 100 i n = 120, a wi c 11 781 równa  ró nicowych. Równania te rozwi zano 
w rodowisku MATHEMATICA®. Wyniki przedstawiono dla  = 0,06 m. Rysunek 4a po-
kazuje rozk ad temperatury u rednionej z warunkami brzegowymi przyj tymi w postaci 
równania (14), a rysunek 4b rozk ad temperatury ca kowitej (x1, x2) z uwzgl dnieniem 
dekompozycji mikro-makro (równanie 13). Rysunek 5 przedstawia wykresy temperatury 
ca kowitej i temperatury u rednionej w przekrojach x2 = 0,1L, x2 = 0,25L2, x2 = 0,5L2.

a                                                             b

θ

Rys. 4. Rozk ad temperatur dla liniowej funkcji kszta tu: a – temperatura u redniona, b – tempe-
ratura ca kowita

Fig. 4. Distribution of temperatures for linear shape function: a – averaged temperature, b – total 
temperature

Na rysunkach 4b i 5 wyra nie wida  wp yw warstwowej struktury przewodnika na 
przep yw ciep a. Wp yw ten maleje wzd u  osi x1, co wynika z równania (8).



62                                                                                                                                            V. Bagdasaryan, M. Chalecki

Acta Sci. Pol.

20 40 60 80 100 120

10

20

30

40

Rys. 5. Rozk ad temperatury u rednionej i ca kowitej w wybranych przekrojach dla liniowej 
funkcji kszta tu

Fig. 5. Distribution of averaged and total temperature in selected sections for linear shape func-
tion

Rozwi zanie cis e

Rozwi zanie równania (13) otrzyma  mo na równie  w postaci cis ej [Zill i Wright 
2012]. Rozwi zanie to otrzymuje si  metod  separacji zmiennych i z zastosowaniem zasa-
dy superpozycji (rys. 6):

1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , )x x x x x xϑ ϑ ϑ= +            (18)

gdzie:

 

1 1 2 2 2 1
1 1 1 1

2 1 2 1 1 2
1 2 2 2

( , ) cosh sinh sin

( , ) cosh sinh sin

n n
n

n n
n

n n nx x A x B x x
L L L

n n nx x C x D x x
L L L

κ π κ π πϑ

κ π κ π πϑ

∞

=

∞

=

= +

= +

1

1

1 1 1
1 10

1 1 1 2
1 1 10

2
1

2 ( )sin

1 2 ( )sin cosh
sinh

L

n

L

n n

nA f x x dx
L L

n nB g x x dx A L
n L L LL
L

π

π κ π
κ π

=

= −

ϑ

x2 = 0,5 L2

x2 = 0,25 L2

x2 = 0,1 L2

x1
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Rys. 6. Zasada superpozycji przy rozwi zywaniu równania (13) [Zill i Wright 2012]
Fig. 6. Rule of superposition by solving of equation (13)

Rozwi zanie cis e da o wykresy niemal identyczne jak wykresy otrzymane metod  
ró nic sko czonych, z tego powodu nie zosta y one zamieszczone w pracy.

ANALIZA DOK ADNO CI ROZWI ZA  PRZYBLI ONYCH

Sprawdzono dok adno  zastosowanej metody ró nic sko czonych w zale no ci od 
liczby komórek periodyczno ci, na które podzielony zosta  przewodnik. Porównania 
dokonano, wyznaczaj c najwi ksze b dy wzgl dne warto ci temperatury ca kowitej , 
otrzymane metod  ró nic sko czonych, w stosunku do wyników cis ych. Wykres za-
le no ci warto ci b du wzgl dnego  od liczby komórek periodyczno ci n przedstawia 
wykres (rys. 7), przy czym:

cis e

cis emax 100%
MRSθ θδ
θ
−= ⋅             (19)

0 10 20 30 40

0.5

1.0

1.5

2.0

δ

Rys. 7. B d wzgl dny (równanie 19) w zale no ci od liczby komórek
Fig. 7. Relative error (eq. 19) vs. number of periodicity cells

n
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Z wykresu na rysunku 7 wynika, e dok adno  rozwi zania metod  ró nic sko czo-
nych ro nie (tzn. b d wzgl dny maleje) wraz z liczb  komórek periodyczno ci (przy 
zachowaniu tej samej siatki podzia u MRS). B d ten jest bardzo ma y, co oznacza, e 
w porównaniu z rozwi zaniem cis ym metoda ró nic sko czonych daje zadowalaj ce 
wyniki. Rozwi zanie metod  ró nic sko czonych mo na uzna  za zgodne ze cis ym 
ju  przy kilkunastu komórkach periodyczno ci. Mo na zatem przyj , e w przypadku 
rozwi zywania zagadnie  o nieznanych rozwi zaniach cis ych metoda ró nic sko czo-
nych da wystarczaj co dok adne wyniki ju  przy stosunkowo niedu ej liczbie komórek 
periodyczno ci.

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciep a, opisanym równaniem Fouriera na 
ma ych przedzia ach okre lono ci funkcji dla rozwa anych przewodników, wyst puj  
wspó czynniki nieci g e, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany równaniem 
na u rednion  temperatur , ma wspó czynniki sta e. 

Rozwi zania numeryczne otrzymano metod  ró nic sko czonych przy przyj ciu 
kwadratowej siatki podzia u. Metoda ta jest stosunkowo prosta oraz wygodna ze wzgl du 
na swobod  wyboru warunków brzegowych. Wyniki otrzymano dla ró nej liczby ko-
mórek periodyczno ci i porównano je z rozwi zaniami cis ymi. Okazuje si , e metoda 
ró nic sko czonych daje wyniki porównywalne z wynikami cis ymi ju  przy kilkunastu 
komórkach periodyczno ci. B d wzgl dny wyników otrzymanych MRS-em w stosunku 
do wyników cis ych maleje wraz ze zwi kszaniem liczby komórek periodyczno ci.

Skonstruowany model wydaje si  by  wygodnym narz dziem do badania przewod-
nictwa ciep a w warstwowych materia ach wielosk adnikowych.
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APPLICATION OF FINITE DIFFERENCE METHOD IN AN AVERAGED 
MODEL OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICALLY STRATIFIED 
TWO-LAYERED MEDIUM

Abstract. The subject of the paper are periodically layered composites. It is assumed that 
the components of the composites are homogeneous and isotropic. A model of heat conduc-
tion was constructed in which the classical Fourier equation with discontinuous and jump-
type varying coef  cients was substituted with an equation with constant coef  cients. In the 
paper, stationary problems without heat sources were analysed. The numerical solution was 
obtained as a result of application of  nite difference method. The in  uence of the number 
of periodicity cells on the accuracy of results obtained with  nite difference method was 
investigated.

Key words: layered composites, Fourier’s law, tolerance averaging,  nite difference method
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