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ROZWIAZANIE ZAMKNIETE STATYKI PASMA
POWLOKI KOLOWEJ | LUKU KOLOWEGO

Roman Misiak
Warszawa

Streszczenie. Artykut dotyczy pasma powtoki kotowej i tuku kotowego, zawiera rozwiaza-
nia zamkniete statyki tych konstrukcji spetniajace dowolny uktad warunkoéw brzegowych,
co umozliwia zapewnienie wspotpracy z dowolna konstrukcja budowlana o innym ksztat-
cie. W rozwiazaniu zastosowano obciazenie rownomierne o kierunku promieniowym oraz
obciazenie réwnomierne o kierunku prostopadtym do cigciwy, przytozone do krzywizny
na catej dtugosci. Wielkosci sit wewngtrznych spetniaja warunki rownowagi wewngtrznej
i zewnetrznej. Przedstawiono przeanalizowany zakres zastosowania rozwiazania dla roz-
nych stosunkéw dtugosci promienia do grubosci pasma lub do wysokosci przekroju tuku,
w zaleznosci od kata rozwarcia krzywizny.

Slowa kluczowe: pasmo powloki kotowej, tuk kotowy, statyka pasma powtoki kotowej,
statyka tuku kotowego

WSTEP

W artykule przedstawiono metode dostosowania zginania powtok o ksztalcie walca
kotowego do zginania sklepien i tukéw kotowych, spetniajaca na prostych krawedziach
sklepien lub podporach tukéw dowolny uktad szesciu warunkéw brzegowych. Roz-
wiazanie to podano w postaci sumy obciazenia z funkcja zawierajaca state catkowania,
a nie w postaci iloczynu (tzn. wielkos¢ obciazenia jest mnozona przez funkcje rozwia-
zania). Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze w konstrukcji przestrzennej obciazenie cze-
$ci konstrukcji moze wystapi¢ w postaci sity wewnetrznej z sasiedniej czesci konstruk-
cji, zawierajacej state catkowania. W takim przypadku, przy zastosowaniu rozwiazania
w postaci iloczynu, wystapi mnozenie statych catkowania z jednej czesci konstrukcji
przez state catkowania sasiedniej czesci konstrukcji, uniemozliwiajace wstawienie ta-
kiego cztonu do warunkéw brzegowych sktadajacych sie z réwnan liniowych. Posta¢
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134 R. Misiak

przedstawionego rozwiazania likwiduje t¢ niemozliwos¢. Rozwiazanie moze stuzyé
w praktyce inzynierskiej do weryfikacji obliczen.

Przyktadem zastosowania w konstrukcji przestrzennej bedzie przemieszczenie (v))
wzdtuz krzywizny tuku (warunek brzegowy 8-2), ktére zawiera obciazeniowa czes$¢

cztonu v(,) W postaci: 4.4

U, @, odseparowana od pozostatych funkcji zmiennych za-

wierajacych state catkowania. Obciazenie g, moze by¢ zastapione obciazeniem zawiera-
jacym state catkowania z sasiedniej czesci konstrukcji przestrzennej (np. brzegowa sita
poprzeczna). W identyczny spos6b mozna wiaczy¢ wspolprace przemieszczen promie-
niowych (w;). Poza tym nalezy podkresli¢, ze w niniejszym rozwiazaniu otrzymuje sie
funkcje przemieszczenia wzdtuz krzywizny tuku (vy), ktéra na przyktad pozwala spetni¢
warunek przylegania gérnej powierzchni tuku do krawedzi wycinka kotowego opartego
na tym tuku.

W opracowaniach Flugge [1972, s. 275-280] i Girkmann [1957, s 549-562] podane
sa przyktady, w ktérych na krawedziach wycinkdw znajduja si¢ przepony, a nie tuki.
Nalezy tez zwrdGci¢ uwage na rozwazania teoria przyblizona zaburzen przy przeponach,
zwlaszcza ,,wydtuzen ¢,” [Girkmann 1957, s. 559-562], co odpowiada przemieszcze-
niom (v;) wzdtuz krzywizny tuku. Przyjecie tuku zamiast przepony i zastosowanie przed-
stawionego w niniejszym artykule rozwiazania dla obciazenia g; datoby zamkniety wy-
nik wspotpracy tych czesci konstrukcji, a nie wynik zaburzen.

W niniejszym artykule wyniki z rozwiazan zostaty poréwnane z wynikami otrzyma-
nymi w zataczonym pismiennictwie. Przekréj poprzeczny schematu pasma z dodatnim
kierunkiem obciazen i dodatnimi ich sktadowymi pokazano na rysunku 1.

Rys. 1. Schemat przekroju
Fig. 1. Schematic cross section of spherical shell strip
ROWNOWAGA SIL | PRZEMIESZCZEN

Konstrukcja pod obciazeniem p, réwnomiernym na calej dtugosci o kierunku
promieniowym (rys. 1)

Pasmo kotowe. Réwnania réwnowagi. Sity i momenty sa funkcjami przemieszczen,
musza wigc spetnia¢ trzy pierwsze warunki rownowagi (5-2) podane przez Flugge [1972,
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s. 221]. Z uwagi na fakt, ze bedzie rozwazane nieskonczone pasmo powtoki, do uktadu
rownan rownowagi wprowadzono:

Ny = Nyy = Ny, = My, =My =My =0; py=p,=0.

Do tych warunkéw réwnowagi wprowadzono zaleznosci (5-12) [Flugge 1972,
s. 228]:

d*v, aw, d>w,
@0 Mo 2 @ _

(1-1)
de*  dep  120° d¢’
1 dwy, vy p.a’
+ W((ﬂ) - =0 (1_2)
120% dg* dp D
Z rozwiazania uktadu (1) mozna obliczyé:
— przemieszczenia
_ pa
W) =5 Mo (2-1)
- ba B
Yo =" Vo) (2-2)
— kat obrotu przekroju wzdtuz tworzacej
1 W) . p
Xy = a("(fp) T de ) Xop = frx(w) (2-3)

2

gdZIe VV(¢) 212(1—\/2)(]3 (I_CS)[%’_IJ+C1¢+C2 +C3 COS¢ + C4 Sin¢],

2 3
Vi =(1—v2)U{(p—12U2[C1¢2+C2¢+(1—C5)(p6—(p)}+C6 +

- (1+12U2)(C3 sing—C4 cos @)},

2 3
X0 =(1—v2)U{(p—12U2[C1(¢2+1)+C2(/J+(1—C5)¢6:I+C6 +

— Cysing+ Cycosp}

C,—Cg — state catkowania.
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136 R. Misiak

Sity wewnetrzne wynosza [Flugge 1972, s. 228]:
M) = PraNo) (3-1)
_ 2
M) = Pra M) (3-2)
Z réwnania rownowagi (5-1d) [Flugge 1972, s. 220] otrzymuje si¢ sit¢ poprzeczna:
1 dm

— Py _
W& = gp ~ Prie© (3-3)

gdZiEZ N¢(¢') =1- C3 COS(¢0§) - C4 Sin(@of)’ f = wﬂ,
0

M yey =1=Cs = Cs cos(gp) — Cy sin(g &),
Op(e) = G sin(@¢) — C4 cos(¢<) -

Luk kolowy. Zaleznosci otrzymano z adaptacji rozwiazania pasma kotowego. Wpro-
wadzono okreslenie: g, — obciazenie promieniowe na metr, roztozone na szerokosci prze-
kroju tuku b w ostatnim cztonie rownania (4-2)].

Uktad rownan réwnowagi:

2 3
o dn 1Ay (4-1)
dp© d¢ 12U dg

1 d*w, dav L’
2 41 Wi o4 = (4-2)
12U,% do dp  Ehb

Z rozwiazania uktadu (4) wynika:

g,a
= W, 5-1
M=y D
4.4
= Vi 5-2
= (5-2)
_4 i
Ko = Ty (5-3)

Wielkosci W), Vi X, obliczono z zaleznosci (2) po wprowadzeniu v = 0. Sity we-
wnetrzne otrzymuje si¢ analogicznie jak w zaleznosci (3).

Konstrukcja pod obciazeniem gy réwnomiernym na calej dtugosci, o kierunku
prostopadtym do cieciwy, przylozonym do krzywizny (rys. 3)

Luk kolowy. Zaleznosci otrzymano z adaptacji wynikow dla pasma kotowego. Wpro-
wadzono okreslenie: gy — obciazenie na metr.
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Uktad rownan réwnowagi:

2
d* v, dwy, qkwa2
dg* d¢  Ehb

=0 (6-1)

4 2
1 dwg g gua

1202 do* dep  Ehb

. dw,

gdzie: =q, —02
qk(p 9k d(ﬁ

Okr = QkWo2,

W2 = Sinag Sin(gg - &) + cosag cos(gg - &).

Z rozwiazania uktadu (6), w sposob podobny jak z uktadu (4), otrzymuje sie zalezno-
$Ci na przemieszczenia i sity wewnetrzne.

ROZWIAZANIA SZCZEGOLNE

Pasmo kotowe utwierdzone na podporach pod obcigzeniem o Kierunku
promieniowym (rys. 2)

|
! -0.002202
0.865 | - 0.001937

h - 0.001141
0.872 ==y
N..° i ~

| b + J
' fo.uozggs-/"'\(-f
N

| 0.004383

_.-ll—“']" s —_—
I Py

Rys. 2. Sity wewnetrzne w powtoce utwierdzonej
Fig. 2. Internal forces in the restrained spherical shall

Dane: ¢, =‘:‘—g; 0o =%; v=0,2; U =50.

Warunki brzegowe:
W(y=0) =0 (7-1)
W(p=p0) = 0 (7-2)
X(p=0)=0 (7-3)

Architectura 15 (1) 2016



138 R. Misiak

Xip=90)= 0 (7-4)
V(p=0) = 0 (7-5)
Vip=p0) =0 (7-6)

Wyniki rozwiazania réwnan: C; = 0,042; C, = 0,004383; C3 = 0,128; C, = 0,042;
C5=0,868; Cg = —1247.

Wartosci przemieszczen i sit wewnetrznych otrzymano z zaleznosci (2) i (3), a na
rysunku 2 pokazano wykresy sity normalnej i momentu zginajacego.

Luk kolowy utwierdzony na podporach pod obciazeniem o Kierunku prostopadtym
do cieciwy, przytozonym do krzywizny (rys. 3)

- 0.005888
-0.003433

-0.006711

Rys. 3. Sity wewnetrzne w tuku utwierdzonym
Fig. 3. Internal forces in the restrained arch

Dane: ¢, = 2—”; ay = @; b=0,30m;h=0,90m;a=2150m; U, = 21’50; U, = 23,889;

oo age. 0 2 0,90

Warunki brzegowe:
W(y=0) =0 (8-1)
Wi(p= g0) = 0 (8-2)
Xok(p=0) = 0 (8-3)
Xokp=90) = 0 (8-4)
Vi(p=0)=0 (8-5)
Vi(p=p0)= 0 (8-6)

Wyniki rozwiazania réwnan: Cqi = —10 830; Cyy = 3404; Cyy = 13 120; Cyy = —4232;
Cs =—13 030; Cgy = —4233.
Na rysunku 3 pokazano wykresy sity normalnej i momentu zginajacego.
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METODYKA BADAN

Badania przeprowadzono w postaci obliczen przyktadéw wedtug danych w pracach
Nowackiego [1955] i Wierzbickiego [1955], a nastepnie poréwnano te wyniki. Poza tym
dokonano innych obliczen, ktére pozwolity okresli¢ zakres zastosowania przykladow
o0 stosunku promienia do grubosci pasma lub wysokosci przekroju tuku, w zaleznosci od
kata rozwarcia krzywizny, aby wyniki byty zadowalajace.

WYNIKI BADAN

Pasmo kolowe pod obcigzeniem réwnomiernym o kierunku promieniowym

W pracy Nowackiego [1955, str. 87] znajduje si¢ wzér dla momentu zginajacego,
zalezny od wspotrzednych, ktore zaczynaja sie w srodku krzywizny, a koncza na prawej
podporze. Ponizej podano stosunki momentéw zginajacych, sit podtuznych i poprzecz-
nych otrzymanych w niniejszej pracy do otrzymanych w pracy Nowackiego [1955].

Moe=05) _ Mo=06) _ Mpe=07) _ Mo=08) _ Moe=09) _ Mote=) _| s
MN—g)y  MNoo2) MNiooay MNieooy MNi—og) MNio)

N s N s _ -
0c=05) _ . Now=n _ 999, Qoe0s) | Qoemn oo
NN(g-0) NN(ga) ON(¢—0) ON oy

Poza przedstawionym przyktadem obliczeniowym dokonano okoto dwudziestu obli-

czen, z ktorych otrzymano, ze w zakresach: %ﬂ <@y < % 1U =20, ¢y = % iU =42

oraz ¢, = f—g i U =52 wyniki byty rowne z wynikami otrzymanymi przez Nowackiego
[1955], z doktadnoscia od 0,943 do 1,079.

Luk kotowy pod obcigzeniem o kierunku prostopadlym do cieciwy, przylozonym
do krzywizny

Luk utwierdzony na podporach. Wyniki obliczeh poréwnano z otrzymanymi przez
Wierzbickiego [1955, s. 371-372] dla obciazenia rGwnomiernego prostopadiego do cieci-
wy, lecz nieprzytozonego do krzywizny o ksztatcie paraboli. Rozwiazanie Wierzbickiego
zawiera wzdr momentu utwierdzenia, wzér rozporu i wzér reakcji brzegowej prostopa-
diej do cieciwy. Przyjmujac, ze réznica w obciazeniach i ksztaltach jest mato istotna,
otrzymano doktadnos¢ stosunkéw: momentéw utwierdzenia (1,012), rozporéw (0,973)
i reakcji (1,003). Poréwnanie wynikow pozwala wnioskowaé, ze tuk bezprzegubowy
0 matej wyniostosci (ptaski) i o ksztatcie paraboli moze by¢ obliczany jako tuk kotowy.
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PODSUMOWANIE

Przedstawiona metoda dostosowania zginania powtok o ksztatcie walca kotowego do
zginania sklepien i tukéw kotowych pod obciazeniem ciagtym na catej dtugosci zawiera
rozwiazania zamkniete statyki tych konstrukcji, spetniajace dowolny uklad warunkow
brzegowych, co oznacza zapewnienie wspotpracy z dowolna konstrukcja budowlana
o innym ksztalcie. Rozwiazanie sktada si¢ z wzoréw ostatecznych, to znaczy wyste-
puje w postaci nadajacej si¢ do bezposredniego otrzymania wynikéw obliczeniowych.
G16wna zaleta postaci rozwiazania jest zaleznos¢ od obciazenia odseparowanego od sta-
tych catkowania, ktérych wartosci sa otrzymywane z warunkdw brzegowych opisanych
w réwnaniach liniowych. Wyniki obliczen otrzymane w artykule, poréwnane z wyni-
kami otrzymanymi w inny sposéb przez Nowackiego [1955] i Wierzbickiego [1955], sa
zadowalajaco zblizone do siebie. Rozwiazanie moze by¢ zastosowane we fragmentach
zbiornikéw kotowych (np. silosy), stropach, mostach itp.
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CLOSED SOLUTION OF STATICS FOR CIRCULAR SHELL AND CIRCULAR
ARCH

Abstract. The article concerns a circular shell band and a circular arch; it includes a closed
statics solutions of these structures which meet any system of boundary conditions which
means ensuring cooperation with any building structure with a different shape. In the em-
bodiment, the load was applied in the radial direction and in the direction perpendicular to
the chord, applied to the curve. The amount of the internal forces complies with the internal
and of the radius to the thickness of the band or to the height of the arch section depending
on the opening angle of curvature.

Key words: circular band shell, circular arch, statics of circular shell band, statics of cir-
cular arch.
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