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ZASI G EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ W 
KOMPOZYTACH WARSTWOWYCH DLA ZAGADNIE  
ELASTOSTATYKI

Joanna Witkowska-Dobrev, Monika W growska
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej 
przegrodzie budowlanej o pod u nej i poprzecznej gradacji w asno ci dla zagadnienia sta-
cjonarnego. Rozwa ania ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia w ramach wa-
riantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego – homogenizacji lokalnej. Zbadano 
ró nic  wzgl dn  pomi dzy rozwi zaniem otrzymanym metod  wariantu asymptotycznego 
modelowania tolerancyjnego – homogenizacji lokalnej oraz z uwzgl dnieniem efektu war-
stwy brzegowej dla danego typu gradacji.

S owa kluczowe: pod u na gradacja w asno ci, poprzeczna gradacja w asno ci, asympto-
tyczny wariant modelowania tolerancyjnego – homogenizacja lokalna, wyznaczenie efektu 
warstwy brzegowej, ró nica wzgl dna

WST P 

W przypadku struktur wielowarstwowych bezpo rednie rozwi zanie równa  równo-
wagi jest niemo liwe, poniewa  równania te posiadaj  nieci g e, silnie oscyluj ce wspó -
czynniki. W celu wyznaczenia rozwi zania stosuje si  ró ne podej cia, np. wprowadza si  
dodatkowe za o enia dotycz ce poszukiwanego pola przemieszczenia, umo liwiaj cego 
przekszta cenie równa  do postaci, dla których mo na znale  rozwi zania analityczne. 
Jedn  z metod jest wariant asymptotyczny modelowania tolerancyjnego – homogenizacja 
lokalna [Wierzbicki i in. 2005, Rychlewska i Wo niak 2006, Wo niak i in. 2008, 2010]. 

Rozpatrzono dwusk adnikowe kompozyty wielowarstwowe o strukturze determini-
stycznej typu FGM (Functionally Graded Materiales), czyli materia y z funkcyjn  gra-
dacj  w asno ci. Szczególny nacisk po o ony b dzie na kompozyty charakteryzuj ce si  
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poprzeczn  i pod u n  gradacj  w asno ci (rys. 1). Zbadano ró nic  wzgl dn  pomi dzy 
rozwi zaniem otrzymanym metod  homogenizacji lokalnej oraz z uwzgl dnieniem efek-
tu warstwy brzegowej dla danego typu gradacji, w zale no ci od nasycenia sk adnikami 
w komórce na brzegach przecinaj cych uwarstwienie oraz w pewnej odleg o ci od tych 
brzegów.

WARIANT ASYMPTOTYCZNY MODELOWANIA TOLERANCYJNEGO 
– HOMOGENIZACJA LOKALNA 

Przyj to, e w trójwymiarowej kon  guracji odniesienia w kartezja skim uk adzie 
wspó rz dnych kompozyt zajmuje obszar  =  × R, gdzie   R2. Ka da z warstw 
kompozytu ma sta  grubo  ,  << L, max (L, H), i sk ada si  z dwóch izotropowych, 
jednorodnych sk adników, nosz cych nazw  matrycy oraz wzmocnienia. Funkcja vR(·), 
vR(x2)  [0, 1], x2 H , vR C1([0, H]), jest funkcj  opisuj c  redni  frakcj  wzmoc-
nienia w warstwie, natomiast vM(·) opisuje redni  frakcj  matrycy dla gradacji pod u nej 
w warstwie: vM(x2) = 1 – vR(x2), x2 H , a dla gradacji poprzecznej x2 [0, L]

Dla zagadnienia dwuwymiarowego przemieszczenia kompozytów oznaczono przez  
w = (w1, w2).

W ramach modelu wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego – homo-
genizacji lokalnej [Wo niak i in. 2008, 2010] nieznane pole przemieszcze  przybli ono 
poprzez:

x3

x1

x2H

L

0
H

0
0
1

Rys. 1.  Schemat kompozytów o gradacji pod u nej i poprzecznej
Fig. 1.  Scheme of composite with longitudinal and transverse gradation
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dla gradacji pod u nej
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w u h x ,x
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x x x

dla gradacji poprzecznej (1)

2
1 1 1

2
2 2 2

w u h x

w u h x

x x x

x x x

gdzie: x = (x1, x2), x  funkcje u1(·), u2(·), 1(·), 2(·)  C1  s  nowymi niewia-
domymi, 1 2,u u to przemieszczenia u rednione, a 1 2,  s   uktuacjami prze-
mieszcze . 

Funkcja 0h C  jest zadan  z góry funkcj  kszta tu. Dla gradacji pod u nej 

okre lona jest dla 1 2, 0, 0,x x L H . Jest to funkcja kawa kami liniowa, na inter-

fejsach przyjmuje warto ci .
2

 Dla gradacji poprzecznej okre lona jest dla ka dego 
2 0,x L  [Wo niak i in. 2008, 2010]. 

W wyniku procesu modelowania homogenizacji lokalnej [Wo niak i in. 2008, 2010, 
W growska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014] dla zagadnienia 
dwuwymiarowego otrzymano nast puj cy uk ad równa  na poszukiwane funkcje 

1 2 1 2, , , :u u

1 11 0 2 1 2 0 1 2 22 , , , , , 0u u u

0 1 1 2 0 2 11 2 2 2, , , 2 , , 0u u u

dla gradacji pod u nej
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dla gradacji poprzecznej 

1 0

2 2 2 2 22 2 , ,
2 2

R M

R M R MM R M R
R M R M

v v u u
v v v v

W równaniach (2) wyst puj  wspó czynniki zwane modu ami efektywnymi dla 
rozpatrywanych zagadnie , które s  funkcjami g adkimi zale nymi od x2 [W growska 
i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014]:

0

2

0

2 2
2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2
2 2

R R M M
M R

R R M M

R M
M M R R R M

M R
R R M M

R M
R R M M

R M
R M

M R
R R M M

R M
M R

R M

W ramach modelu homogenizacji lokalnej zaw ono rozwa ania do zagadnienia jed-
nowymiarowego o niezerowej sk adowej wektora przemieszczenia u2(·), która zale y od 
zmiennej x2. Skutkiem tego otrzymano tylko jedno równanie na u2(·):

2 2 22 , 0u ,   (3)

Natomiast pola przemieszcze  w1(·), w2(·) s  aproksymowane w postaci:
dla gradacji pod u nej

1 1 2 2

2 2 2

w w hM u

w w u
 (4)

–

–
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gdzie: ,
2 2

M

R M

RM R
R R M M

M

dla gradacji poprzecznej

1 1 1 1

2 2 2 2 2

0w w u h

w w u hM u

 (5)

gdzie: 2 2 .
2 2

R M

R M R MM
R R M M

M R

Dla gradacji poprzecznej rozpatrywanego kompozytu brzegi przecinaj ce uwarstwie-
nie oznaczono przez: 0

02 0, 0L R  oraz 0 0 0
020, ,  H HL H R .

Dla gradacji pod u nej rozpatrywanego kompozytu brzegi przecinaj ce uwarstwie-
nie oznaczamy oznaczono przez: 0

01 0, 0H R  oraz 0 0, ,H H L R  
0
01 0

H .
Zgodnie z za o eniem modelu homogenizacji lokalnej warunki brzegowe na 

1 2,u u u  u rednionego przemieszczenia przyj to zgodnie z warunkami brzegowymi, 
jakie wyst puj  na brzegu danego kompozytu.

Z postaci otrzymanych rozwi za  wynika, e [W growska i Witkowska-Dobrev 2011, 
2012, Witkowska-Dobrev 2014a, b]:

dla gradacji pod u nej przemieszczenie 1 ,w  dla 1 3
2 0,0, ,u x x u   1 3

2 , , 0,u x H x  
1 30, ,  x L x R  nie spe nia warunków brzegowych na brzegach 0

01 0 i ,H

dla gradacji poprzecznej przemieszczenie 2 ,w  dla 1 3
2 0,0, ,u x x u  

1 3
2 , , 0,u x H x  1 0,x L , 3 ,x R  nie spe nia warunków brzegowych na brzegach 

0 0
02  i  H .

Wprowadono wi c now  zmienn  , która okre lona jest w obszarach przylegaj cych 
do brzegów 0

01 0 i H  dla gradacji pod u nej, oraz 0 0
02  i H  dla gradacji poprzecznej, 

która przecina uwarstwienie i skierowana jest do wewn trz kompozytu.
Aby spe ni  warunki brzegowe, poszukiwano rozwi zania w postaci:
dla gradacji pod u nej przemieszczenia 2

1w  

2
1 1 2 2 11w w hq hM u hq  (6)

gdzie q1(·) jest poszukiwan  funkcj  w obszarach przybrzegowych, któr  wyznaczono 
z równania efektu warstwy brzegowej [Wo niak i in. 2008, 2010]:

2 2
1 1 12 0h q , h, q  (7)

–

–

–

–
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z warunkami brzegowymi

0 0
01 0101 01

1 2 2 1 2 2 i H Hq M u q M u  (8)

Za o ono, e q1(·) szybko zanika wraz ze wzrostem wielko ci . Otrzymano st d, e:

w obszarze przylegaj cym do 0 2
01 x

2 1 2 2 2
1 1

1 1 20
2 2

0

,

0 0 0 exp

2 2w x w h x x M x u x

Bh x , M u x , x
A

 (9a)

w obszarze przylegaj cym do 2
0
H H x

2 1 2 2 2
1 2 21

1 1 20
2 2

0

, ,

exp

w x w h x x M x u x

Bh x ,H M H u x ,H H – x
A

 (9b)

gdzie: 
2

0 02 ,  
12

R M
M R

R MA B   (10)

Z postaci rozwi zania wynika, e wp yw efektu warstwy brzegowej zanika wraz 
z oddalaniem si  od brzegów 0

01 0i H  – jest inny dla brzegu 0
01 0i H , natomiast jest 

taki sam wzd u  brzegu 0
01 0i H . St d w rozpatrywanych przyk adach mo na zaw zi  

rozwa ania do jednej warstwy.
Dla gradacji poprzecznej przemieszczenia 2

2w  poszukiwano w postaci: 

2
2 2 2 2 2 22w w hq u hM u hq  (11)

gdzie q2(·) jest poszukiwan  funkcj  w obszarach przybrzegowych, któr  wyznaczono 
z równania efektu warstwy brzegowej [Wo niak i in. 2008, 2010]:

2 2
2 2 22 0h q , h, q  (12)

z warunkami brzegowymi odpowiednio na 0 0
02  i H :

0 0 0 0
02 02

2 2 2 2 2 2 i  
H H

q AC M u q M u  (13)

–

–
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Za o ono, e q2(·) szybko zanika wraz ze wzrostem wielko ci . Otrzymano st d, e:

w obszarze przylegaj cym do brzegu 0
02

21 2 1 2 2 2 2
2 2 2 22

2 10
2 2

0

, ,

0 0 exp

w x x w x x u x h x M x u x

Bh x M u x
A

 (14a)

w obszarze przylegaj cym do brzegu 0
H

21 2 1 2 2 2 2 2
2 2 2 22

2 10
2 2

0

, ,

exp

w x x w x x u x h x M x u x

Bh x M H u H H x
A

 (14b)

Sta e wyst puj ce we wzorach (14) wynosz  odpowiednio:

2
22

0 02 2 ,  
12

R M
M R

R MA h B h  (15)

Z postaci rozwi zania wynika, e wp yw efektu warstwy brzegowej zanika wraz 
z oddalaniem si  od brzegu, ale zale y te  od warto ci wspó rz dnej x2. Oznacza to, e 
w ró nych warstwach zasi g ten b dzie inny.

ANALIZA – WYNIKI BADA

W rozpatrywanych przyk adach zbadano ró nic  wzgl dn  pomi dzy rozwi za-
niem bez uwzgl dnienia efektu warstwy brzegowej i z jego uwzgl dnieniem, otrzyman  
w zale no ci od typu gradacji. W rozwa anych przyk adach za o ono (jak ju  wspomnia-
no), e rozwi zanie uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej mo e by  zast pione przez 
rozwi zanie otrzymane z modelu homogenizacji lokalnej, gdy ró nica wzgl dna w pro-
centach mi dzy tymi rozwi zaniami jest rz du 10–5%.

Rozpatrywane kompozyty s  wielowarstwowe, dwusk adnikowe, o gradacji pod u -
nej i poprzecznej. Sk adniki komponentów s  izotropowe oraz jednorodne. Rozwa ania 
zaw ono do zagadnienia jednowymiarowego o niezerowej sk adowej wektora prze-
mieszczenia u2(·), która zale y od zmiennej x2. Wszystkie wielko ci opisuj ce kompozyt 
b d  niezale ne od wspó rz dnej x3. 

Gradacja poprzeczna

Rozpatrzono przegrod , która zajmuje obszar 0, 0,H L R. W asno ci ma-
teria owe sk adników opisane s  sta ymi spr ysto ci Lamego i wynosz  odpowiednio:  

0,5035,  0, 2594,  0,128,  0,055R R M M .

–

–
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Przyk ad 1. Przegroda sk ada si  z 27 warstw (L = 54 cm, H = 200 cm) o sta ej grubo  

 = 2 cm. Funkcja nasycenia dana jest w postaci 

22 2
2

2
R

x xx
LL

. Przyj to wa-

runki brzegowe na u2(·): 1 3 1 3 1 3
2 2, 0, 1,  , 54, 0,  0, 200 ,  u x x u x x x x R .

Wykres przemieszczenia 2
2w „z” i 2w  „bez” uwzgl dnienia efektu warstwy 

brzegowej na 0
02 przedstawiono na rysunku 2. Rozwi zanie w2

2  spe nia warunki 
brzegowe na 0

02  (  = 0). Natomiast 2w , dana wzorem (5), warunków brzegowych 
nie spe nia.

Rysunek 3 ilustruje ró nic  wzgl dn  pomi dzy rozwi zaniem 2
22  i w w  w pro-

centach dla danych warto ci .

Rys. 2. Rozk ad pola przemieszczenia 2
2 2 i w w  na brzegu 0

02

Fig. 2. Distribution of the displacement  eld 2
2 2 and w w  on boundary 0

02

 = 0 cm                                                                                         = 5 cm = 2,5

Rys. 3.  Ró nica wzgl dna w procentach pomi dzy 2
2 2 i w w  dla danych warto ci  

Fig. 3. The relative difference in percent between 2
2 2 and w w  for given data values 
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Z przedstawionych na rysunku 3 wykresów wynika, e zasi g efektu warstwy brze-
gowej nie przekracza 2,5 . Poza nim rozwi zanie na przybli one przemieszczenie mo na 
przyj  w postaci otrzymanej w ramach modelu homogenizacji lokalnej [W growska 
i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014a, b].

Przyk ad 2. Przegroda sk ada si  z 200 warstw (L = 200 cm, H = 200 cm) o sta ej grubo ci 

 = 1 cm. Funkcja nasycenia R  dana jest w postaci 

22
2

21R
x

x
L

. Przyj to wa-

runki brzegowe na 1 3 1 3 1 3
2 2 2:  , 0, 1,  , 200, 0,  0,200 ,  .u u x x u x x x x R  

Wykres przemieszczenia 2
2w  „z” i 2w  „bez” uwzgl dnienia efektu warstwy brze-

gowej na 0
02 przedstawiono na rysunku 4. Rozwi zanie 2

2w  spe nia warunki brze-

gowe na 0
02, (  = 0), natomiast 2w  warunków brzegowych nie spe nia.

Rysunek 5 ilustruje ró nic  wzgl dn  pomi dzy rozwi zaniem 2
2w  i 2w  w pro-

centach dla danych warto ci . 

Rys. 4.  Rozk ad pola przemieszczenia 2
2 2 i w w  na brzegu 0

02

Fig. 4.  Distribution of the displacement  eld 2
2 2 and w w  on boundary 0

02

         

                                   = 0 cm                                                                   = 1,5 cm = 1,5

Rys. 5. Ró nica wzgl dna w procentach pomi dzy 2
2 2 i w w  dla danych warto ci 

Fig. 5. The relative difference in percent between 2
2 2 and w w  for given data values 
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Z przedstawionych wykresów wynika, e zasi g efektu warstwy brzegowej w rozpa-
trywanym przyk adzie nie przekracza 1,5 .

Przyk ad 3. Przegroda sk ada si  z 27 warstw (L = 54 cm, H = 200 cm) o sta ej grubo ci 

 = 2 cm. Rozk ad nasycenia R  dany jest w postaci 

32
2

31R
x

x
L

. Przyj to 

warunki brzegowe na 1 3
2 2:  , 0, 1u u x x , 1 3 1 3

2 , 54, 0,  0, 200 ,  .u x x x x R

Wykres przemieszczenia 2
2w  „z” i 2w  „bez” uwzgl dnienia efektu warstwy brze-

gowej na 0
02  przedstawiono na rysunku 6. Rozwi zanie 2

2w  spe nia warunki brzego-

we na 0
02 . Rozwi zanie 2w  warunków brzegowych nie spe nia.

Rysunek 7 ilustruje ró nic  wzgl dn  pomi dzy rozwi zaniem 2
2w  i 2w  w pro-

centach dla pewnych warto ci .

Rys. 6.  Rozk ad pola przemieszczenia 2
2 2 i w w  na brzegu 0

02

Fig. 6.  Distribution of the displacement  eld 2
2 2 and w w  on boundary 0

02

                                         = 0 cm                                                         = 1,5 cm = 0,75

Rys. 7.  Ró nica wzgl dna w procentach pomi dzy 2
2 2 i w w  dla danych warto ci 

Fig. 7.  The relative difference in percent between 2
2 2 and w w  for given data values 
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Z przedstawionych wykresów wynika, e zakres efektu warstwy brzegowej w rozpa-
trywanym przyk adzie nie przekracza 0,75 . 

Gradacja pod u na

Przegroda zajmuje obszar  = (0, L) × (0, H) × R, L = 200 cm, H = 200 cm, sk ada 
si  z 100 dwusk adnikowych warstw o sta ej grubo ci  = 2 cm. W asno ci materia owe 
sk adników komponentów opisane s  sta ymi spr ysto ci Lamego i wynosz  odpowied-
nio: R = 0,5035, R = 0,2594, M = 0,128, M = 0,055.

Budowa kompozytów o gradacji pod u nej implikuje, e dla rozpatrywanych zagad-
nie  jednowymiarowych zasi g obszaru, w którym nale y uwzgl dni  efekt warstwy 
brzegowej, nie zmienia si  wzd u  brzegu 0

01 i 0
H , natomiast jest ró ny na brzegach 

0
01 i 0

H  [W growska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014a, b].  

Przyk ad 4. Funkcjia nasycenia R  dana jest w postaci 2 20,8 0,9R x x
L

.

Przyj to warunki brzegowe na 2u  : 1 3 1 3 1
2 2,0, 2,  , 200, 0,  0,200 ,u x x u x x x

3 .x R  Rozk ad przybli onych przemieszcze  2
1 1 i w w  na brzegu 0

01 0 i H  przed-

stawiono na rysunku 8 [W growska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Do-

brev 2014a, b]. Rozwi zanie 2
1w  spe nia warunki brzegowe na 0

01 0 i H , natomiast 

rozwi zanie 1w  dane wzorem (4) warunków brzegowych nie spe nia. 

Rysunek 9 ilustruje wzgl dne ró nice przemieszczenia 1w  i 2
1w  w procentach 

dla danych warto ci .

Rys. 8.  Rozk ad pola przemieszczenia 2
1 1 i w w  na brzegu 0

01 0 i H  w pojedynczej war-
stwie kompozytu

Fig. 8.  Distribution of the displacement  eld 2
1 1 and w w  on boundary 0 0

01 and H  in a 
single layer of the composite
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Przyk ad 5. Funkcja nasycenia dana jest w postaci 
2

2
0,8

1 0, 9R
x

x
L

.

Przyj to warunki brzegowe na 1 3 1 3
2 2 2: , 0, 2,  , 200, 0,u u x x u x x  

1 30, 200 ,  .x x R

Rozk ad pola przemieszczenia 2
1w  „z” i 1w  „bez” uwzgl dnienia efektu brze-

gowego na brzegach 0
01 0 i H przedstawiono na rysunku 10.

Rysunek 11 ilustruje wzgl dne ró nice przemieszczenia 2
11  i w w  w procentach 

dla danych warto ci .

Rys. 9.  Ró nica wzgl dna w procentach pomi dzy 2
1 1 i w w  dla danych warto ci  na brze-

gu 0
01 0 i H w pojedynczej warstwie kompozytu

Fig. 9. The relative difference in percent between the solution 2
1 1 and w w  for data values 

 from boundary 0
01 0 and H  in a single layer of the composite

Rys. 10.  Rozk ad pola przemieszczenia 2
1 1 i w w  na brzegu 0 0

01 i H  w pojedynczej war-
stwie kompozytu

Fig. 10. Distribution of the displacement  eld 
2

1 1 and w w  on boundary 0 0
01 and H  in a 

single layer of the composite

dla brzegu 0
01 dla  = 3,0 cm = 1,5                                   dla brzegu 0

H dla  = 1,5 cm = 0,75
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Z analizy przedstawionych wykresów wynika, e zakres, w jakim nale y uwzgl d-
ni  rozwi zanie uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej dla brzegu 0

0 ,  nie przekracza  
0,6 , natomiast dla brzegu 0

H  nie przekracza 1,4 .

Przyk ad 6. Rozk ad funkcji nasycenia dany jest w postaci: 
22 2

2
0,8 0,9 .R x x
L

Przyj to warunki brzegowe na 1 3 1 3
2 2 2: , 0, 2, , 200,u u x x u x x . 

Warto ci przybli onych przemieszcze  2
1 1 i w w  na brzegach 0

01 0 i H  przed-
stawiono na rysunku 12. 

Rysunek 13 ilustruje wzgl dn  ró nic  przemieszczenia 2
1 1 i w w  w procentach 

dla danych warto ci .
Z przedstawionych wykresów wynika, e zakres, w jakim nale y uwzgl dni  rozwi -

zanie uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej dla brzegu 0
01, nie przekracza , nato-

miast dla brzegu 0
H  nie przekracza 0,85 .

Rys. 11.  Ró nica wzgl dna w procentach pomi dzy 2
1 1 i w w  dla danych warto ci  na 

brzegu 0
01 0 i H  w pojedynczej warstwie kompozytu

Fig. 11  The relative difference in percent between the solution 2
1 1 and w w  data values  for 

boundary 0
01 0 and H  in a single layer of the composite

Rys. 12.  Rozk ad pola przemieszczenia 2
1 1 i w w  na brzegu 0 0

01 i H  w pojedynczej war-
stwie kompozytu

Fig. 12. Distribution of the displacement  eld 2
1 1 and w w  on boundary 0 0

01 and H  in a 
single layer of the composite

dla brzegu 0
01 dla  = 1,2 cm = 0,6                                   dla brzegu 0

H dla  = 2,8 cm = 1,4
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PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono dwusk adnikowe wielowarstwowe kompozyty z funkcyjn  gra-
dacj  w asno ci efektywnych. Bior c pod uwag  przedstawione wyniki, mo na sformu-
owa  nast puj ce wnioski ko cowe:

1. W ramach modelu homogenizacji lokalnej nie mo na spe ni  warunków brzego-
wych na brzegach przecinaj cych uwarstwienie. Wprowadzaj c za Wo niakiem [Wo -
niak i in. 2008, 2010] równania efektu warstwy brzegowej, spe niono warunki brzegowe. 
Rozwi zanie uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej zaburza rozwi zanie otrzymane 
w ramach homogenizacji lokalnej, jednak zaburzenia wyst puj  tylko w bardzo ma ym 
obszarze przylegaj cym do brzegów przecinaj cych uwarstwienie.

2. Przedstawione w pracy przyk ady dotycz ce badania zasi gu obszaru, w którym 
nale y uwzgl dni  rozwi zanie z efektem warstwy brzegowej, maj  charakter ilustracyj-
ny i nie mog  by  traktowane jako ogólne stwierdzenia. Tak wi c zasi g efektu warstwy 
brzegowej w przegrodach o gradacji poprzecznej w omawianych przyk adach znajduje 
si  w przedziale od 0,75 do 2,5 grubo ci pojedynczej warstwy od ka dego z brzegów 
i zale y od postaci funkcji nasycenia, liczby warstw i grubo ci warstw, na jakie podzielono 
kompozyt. Zasi g efektu warstwy brzegowej na obu brzegach przecinaj cych uwarstwie-
nie jest taki sam, ale jednocze nie jest ró ny w ró nych pojedynczych warstwach. Z kolei 
zasi g efektu warstwy brzegowej w przegrodach o gradacji pod u nej w omawianych 
przypadkach znajduje si  w przedziale od 0,6 do 1,5 grubo ci warstwy od brzegu 0

01,
a od brzegu 0

H  – w przedziale od 0,75 do 1,4 grubo ci warstwy przecinaj cych uwar-
stwienie, w zale no ci od postaci funkcji nasycenia, liczby i grubo ci warstw, na jakie 
podzielono kompozyt. Zasi g efektu warstwy brzegowej na obu brzegach jest ró ny, ale 
sta y w ka dej warstwie w ramach danego brzegu.
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THE AREA OF EFFECT OF BOUNDARY LAYER FOR MULTILAYER 
COM-POSITES FOR STATIONARY PROBLEMS

Abstract. The boundary layer effect for multilayered composites with transversal and lon-
gitudinal gradation of effective properties for stationary elastic problems was inves-tigated. 
The consideration was reduced to the one-dimensional stationary problem within the frames 
of the asymptotic variant of the tolerance modelling – local homoge-nization. The relative 
difference between two solutions was investigated: the  rst one was obtained according the 
asymptotic variant of the tolerance modelling – local homogenization and the second one 
considered the boundary layer effect for the given type of gradation.

Key words: longitudinal gradation of properties, transverse gradation of properties, asymp-
totic variant of tolerance modelling, local homogenization, boundary layer effect, relative 
difference.
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