
Acta Sci. Pol. Architectura 14 (1) 2015, 3–13

ISSN 1644-0633
www.acta.media.pl

DRGANIA W ASNE P YTY PERIODYCZNIE ZBROJONEJ 
W DWÓCH KIERUNKACH 

Katarzyna Jeleniewicz
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem pracy s  p yty spr yste, periodycznie wzmocnione pr tami 
w dwu kierunkach. Dla takich cia  za pomoc  metody parametrów mikrolokalnych stwo-
rzono model u redniony, charakteryzuj cy si   równaniami o sta ych, ci g ych wspó czyn-
nikach. Stworzony model zosta  wykorzystany w analizie zagadnie  dynamicznych p yt. 
W pracy opisano wp yw wzmocnie  na wielko  ugi cia oraz posta  drga  w asnych ba-
danej p yty. 

S owa kluczowe: o rodki periodyczne, homogenizacja nieasymptotyczna, drgania p yt 
zbrojonych

WST P 

Rozwa ane w pracy cia a materialne s  p ytami niejednorodnymi. P yty s  trójwy-
miarowymi obiektami materialnymi i w przypadku gdy s  spr yste, mog  by  opisane 
i badane na gruncie teorii spr ysto ci. Rozwi zywanie zagadnie  pocz tkowo-brzego-
wych w ramach tej teorii jest jednak na ogó  skomplikowane i dlatego poszukuje si  teorii 
prostszych, w przypadku p yt – teorii dwuwymiarowych, zwanych te  powierzchniowy-
mi [Nagórko 1989]. 

W pracy, stosuj c metod  parametrów mikrolokalnych, stworzono pewien model al-
ternatywny. Model ten skonstruowano tak, by w równaniach modelowych nie wyst po-
wa y wspó czynniki nieci g e, lecz wspó czynniki sta e. Nast pnie przeprowadzono ana-
liz  wp ywu nasycenia p yty zbrojeniem na wielko  ugi cia oraz posta  drga  w asnych 
rozpatrywanej p yty. 
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PROCEDURA MODELOWANIA P YT

Niech kon  guracj  odniesienia rozpatrywanej p yty b dzie obszar ,
2 2
h h ,

gdzie h > 0 oraz 2
1 2(0, ) (0, )L L R . B dziemy zak ada , e h << min(L1,L2). Uk ad 

wspó rz dnych kartezja skich przyjmiemy tak, e: 3,  1,2,  ,
2 2
h hx x .

Za o ymy, e p yta jest niejednorodna periodycznie oraz e elementem powtarzaj -
cym si  – komórk  periodyczno ci – jest prostok t o wymiarach l1, l2, który oznaczymy 
przez  (rys. 1).

Przyjmiemy, e ka da komórka periodyczno ci  sk ada  si  b dzie z czterech ele-
mentów ab, a, b = 1, 2.

Modelowanie rozwa anych p yt przebiega  b dzie w dwóch etapach. W pierwszym 
etapie dokonamy u rednienia g sto ci masy i modu ów sztywno ci p yty w ka dym ele-
mencie ab, a, b = 1, 2, tak e otrzymane nowe funkcje okre lone s  nast puj co:

1 2

1 2

1 2 ( , )

1 2 ( , ,)

( , )

( , )
ab

ab

ab
x x

ab
x x

x x

B B x x B
 (1)

Po tym zabiegu przyjmiemy, e ka dy element ab komórki periodyczno ci jest jed-
norodny.

W drugim etapie konstrukcji modelu rozpatrywanych p yt zastosujemy metod  para-
metrów mikrolokalnych.

Zde  niujmy modu y sztywno ci:

2
33 33 2

3 3
3333

2

h

h

C C
B C x dx

C
 (2)

gdzie: C , C 33, C3333, , , ,  = 1, 2 s  funkcjami materia owymi. 

Rys. 1.  P yta periodycznie wzmocniona pr tami w dwóch kierunkach
Fig. 1.  The plate reinforced periodically in two directions
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Przyjmujemy dla ab, a, b = 1, 2:

1 21 2 1 2
33 33 3333 3333 ( , )( , ) ( , )

,  ,  
abab ab

ab ab ab
x xx x x x

C C C C C C

Wtedy modu y sztywno ci (2) w elemencie ab przyjmuj  posta :

3
33 33

333312

ab ab
ab ab

ab
C ChB C
C

 (3)

We wzorze (3) nie ma sumowania po a, b. 
Niech w = w(x1, x2, t), (x1, x2) , t t0, t1  b dzie ugi ciem p yty, które zgodnie 

z metod  wyrazimy przez [Wo niak 1983, Wo niak i Wierzbicki 2000, Wo niak i in. red. 
2008]:

1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),    1, 2, 3, ...,A Aw x x t u x x t h x x v x x t A N  (4)

gdzie: u oraz vA s  funkcjami poszukiwanymi i interpretujemy je odpowiednio jako prze-
mieszczenia u rednione oraz amplitudy  uktuacji, funkcje hA s  znanymi, periodycznymi 
i oscyluj cymi wzgl dem x1, x2 funkcjami kszta tu. O funkcjach kszta tu za o ymy, e s  
bezwymiarowe i przyjmuj  warto ci rz du wymiaru komórki.

Zde  niujmy funkcjona :

2
2 1 , ,

2 2
L w B w w pw  (5)

gdzie p jest obci eniem zewn trznym p yty, a  jest parametrem.

Podstawiaj c do funkcjona u (5) dekompozycj  ugi cia p yty (4) oraz stosuj c me-
tod  parametrów mikrolokalnych, otrzymamy nast puj c  posta  u rednion  [Wo niak 
1987]:

2 21 [ ( ) , , 2 , ,
2

, , ]

A A

A B A B

L u B u u B h u v

B h h v v p u
 (6)

gdzie: , , ,  = 1, 2,   A = 1, 2, 3, ..., N.
Wprowad my oznaczenia:

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1,   ,   ,   ,

1 1,   , ,
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oraz

0 0,

,  ,

, , ,  

ab ab A B abAB ab AB

ab ab A abA ab A

A B abAB ab AB A B abAB ab AB

h h

B B B h B

B h h B B h h B

E E

E E

 (8)

Równania opisuj ce dynamik  rozpatrywanej p yty przyjm  posta :

0 , ,

, 0

A A

A AB B

u u v p

u v

E E

E E
 (9)

Niech macierz EAB b dzie macierz  nieosobliw , wtedy z równania (9)2 mo na wy-
znaczy   uktuacj  vA:

1( ) ,A AB Bv uE E  (10)

gdzie (EAB)–1 jest macierz  odwrotn  do EAB, A,B = 1, 2, ..., N, ,  = 1, 2.
Podstawiaj c równanie (10) do równania (9)1, otrzymamy:

0
0 ,u u pE  (11)

gdzie 

0 1( )A AB BE E E E E  (12)

Wielko ci zde  niowane równo ciami (12) s  efektywnymi modu ami sztywno ci 
otrzymanymi w wyniku u redniania mikrolokalnego. 

Równanie (11) ma posta  analogiczn  do znanego równania na ugi cie p yty, z tym 
e wyst puj  w nim nie modu y sztywno ci B  (które s  funkcjami), lecz efektywne 

modu y sztywno ci, które s  w wyniku u redniania sta e [Wo niak red. 2001, Wo niak 
i in. red. 2010]. 

W przypadku cia a izotropowego modu y sztywno ci (2) przyjm  nast puj c  posta : 

23 ( )
( )

12 2

ab
ab ab ab

ab ab
hB

MODELOWANIE I ANALIZA PRZYPADKU SZCZEGÓLNEGO

Rozpatrzmy przypadek p yty periodycznej, której komórk  periodyczno ci jest czte-

rosk adnikowy prostok t o wymiarach 1
11 2

ll  oraz 2
21 2

ll  (rys. 2). 
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Dekompozycj  ugi cia (4) przyjmiemy w postaci:

1 1 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )w x x t u x x t h x v x x h x v x x  (13)

gdzie funkcja kszta tu h1:

1
1 1 1 1 1

1
1

1
1 1 1 1 1 1 1

2 ,                  0,
2

( )
2 ,    ,

2

lc x x l x
h x

lc x l x l x l
 (14)

Funkcj  h2 = h2(x2) de  niujemy analogicznie do h1 = h1(x1), zast puj c x1 przez x2, 
l1 przez l2 oraz c1 przez c1. Sta e c1 i c1 s  rz du 2

1l  i 2
2l . Funkcje hA, A = 1, 2 s  bezwy-

miarowe, periodyczne i oscyluj ce.
Wielko ci okre lone wzorami (8) s  równe:
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 (15)

Rys. 2. Komórka periodyczno ci p yty biperiodycznej
Fig. 2. The basic cell of the bi-periodic plate
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Podstawiaj c wielko ci (15) do (9), otrzymamy równania opisuj ce dynamik  p yty:

1 2
0 1 2

1 11 12
1 2

2 21 22
1 2

, , ,

, 0

, 0

u u v v p

u v v

u v v

E E E

E E E

E E E

 (16)

Z równa  (16) 2  oraz (16) 3  mo na wyznaczy   uktuacje v1 i v2, które po podstawie-
niu do równania (16)1  dadz  nam posta  tego równania:

0
0 ,u u pE  (17)

gdzie:

1 1 22 2 2 11 1 2 12 2 1 21
0

21 12 22 11

E E E E E E E E E E E E
E E

E E E E
 (18)

Wyra enie (18) de  niuje sta e, efektywne modu y sztywno ci otrzymane w wyniku 
zastosowania metody parametrów mikrolokalnych.

Warunki brzegowe przyjmiemy w nast puj cej postaci:

u = 0 oraz 
2

2
1

0u
x

 przy x1 = 0 i x1 = L1 

(19)

u = 0 oraz 
2

2
2

0u
x

 przy x2 = 0 i x2 = L2

natomiast warunki pocz tkowe przyj to za Kaliski red. [1966]:

1 2 0 1 2 0 1 2
1 2

1 2 0 1 20

2 2( , ,0) ( , ) (1 cos )(1 cos )

( , , ) ( , ) 0t

u x x u x x c x x
L L

u x x t v x x

 (20)

gdzie: przez c0 oznaczono pocz tkow , dostatecznie ma  warto  ugi cia w rodku p y-
ty, natomiast przez v0 oznaczono pr dko  przemieszczania si  powierzchni rodkowej 
p yty w chwili t = 0. 

Równania (17) rozwi emy, stosuj c metod  Naviera. Warto ci w asne wyra aj  si  
wzorem:

4 2 2 4
2 0 0 0

1111 22220
1 1 2 2

1 ( )mn
m m n n
L L L L

E E E  (21)
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gdzie wspó czynniki 0E  obliczamy zgodnie z równaniem (18) oraz 
0 0 0

1212 11224 2 .E E E

Rozwi zanie opisuj ce u rednione ugi cie analizowanej p yty w czasie przyjmuje 
posta : 

0
1 2 2 2 2

1 1

cos64( , , )
(4 )(4 )

mn
mn

n m

tcu x x t U
mn m n

 (22)

gdzie: c0 = 4c0, m = 2k – 1, n = 2j – 1, k = 1, 2, 3, ..., j = 1, 2, 3, ... .
Natomiast wyra enie na ugi cie analizowanej p yty w czasie mo na zapisa  w postaci:

0
1 2 2 2 2

1 1
1 22 12 2 11 2 1 21

1 2
1 221 12 22 11 21 12 22 11

cos64( , , ) (
(4 )(4 )

, ( ) , ( ))

mn
mn

n m

mn mn

tcw x x t U
mn m n

U h x U h x
E E E E E E E E

E E E E E E E E

 (23)

Zbadamy teraz zale no  pomi dzy nasyceniem komórki periodyczno ci zbrojeniem a 
warto ci  ugi cia p yty oraz postaci  drga  w asnych badanej p yty. Nasycenie wyra a udzia  
obj to ci zbrojenia w obj to ci wzmocnionego elementu komórki periodyczno ci ab.

Dla matrycy oraz zbrojenia przyj to nast puj ce warto ci modu ów Younga, liczby 
Poissona oraz g sto ci masy:

Matryca: E3 = 3,24 · 109 Pa, v3 = 0,36, 3 = 1120 kg·m–3

Zbrojenie: E4 = 66,5 · 109 Pa, v4 = 0,23, 4 = 2550 kg·m–3

Analiz  sporz dzono przy za o eniu trzech warto ci nasycenia 0,9, 0,6 oraz 0,4 
(tab. 1). 

Przyj to, e wymiary p yty maj  nast puj ce warto ci L1 = 3 m, L2 = 3 m, h = 0,1 m, 
l1 = l2 = 0,1 m.

Tabela 1.  Zestawienie u rednionych warto ci sta ych materia owych p yty
Table 1.  Summary of average values of plate’s material constants

Nasycenie 
Saturation

Parametry
Parameters 11 12 21 22

0,9
E [GPa] 3,24 31,707 31,707 60,174

v [–] 0,36 0,3015 0,3015 0,243
 [kg·m–3] 1120 1763,5 1763,5 2407

0,6
E [GPa] 3,24 22,218 22,218 41,196

v [–] 0,36 0,321 0,321 0,282
 [kg·m–3] 1120 1549 1549 1978

0,4
E [GPa] 3,24 15,892 15,892 28,544

v [–] 0,36 0,334 0,334 0,308
 [kg·m–3] 1120 1406 1406 1692
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Na rysunku 3 przedstawiono ugi cie u rednione p yty w chwili t = 1 s dla ka dego 
nasycenia. Na rysunku 4 przedstawiono przekroje przez wykres ugi cia w chwili t = 1 s 

oraz t = 5 s dla 2
2 2

Lx . 

a)

b)

c)

Rys. 3.  Ugi cie u rednione p yty w chwili t = 1 s przy za o eniu: a – nasycenia 0,9, b – nasycenia 
0,6, c – nasycenia 0,4

Fig. 3.  The averaged plate’s de  ection at t = 1 s assuming: a – saturation 0,9, b – saturation 0,6 c 
– saturation 0,4

Rys. 4.  Przekrój przez ugi cie p yty w chwili: a – t = 1, b – t = 5 
Fig. 4..  The cross-section through the plate’s de  ection at: a – t = 1, b – t = 5  

·······  nasycenie (saturation) 0,9 
nasycenie (saturation) 0,6 

- - - -  nasycenie (saturation) 0,4 

a)

b)
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Rysunek 5 przedstawia przekrój poprzeczny przez posta  drga  w asnych p yty 
w chwili maksymalnego ugi cia. Chwile te, ze wzgl du na ró ne warto ci cz stotliwo ci 
drga  p yty, s  inne dla ka dej warto ci nasycenia. 

Przemieszczenie punktu rodkowego p yty – punktu o wspó rz dnych 1 2( , )x x

1 2,
2 2
L L – dla ró nych warto ci nasyce  przedstawia rysunek 6. 

a)

b)

c)

Rys. 5.  Ugi cie maksymalne p yty: a – nasycenie 0,9, t = 0,036 s, b – nasycenie 0,6, t = 0,04 s, 
c – nasycenie 0,4, t = 0,044 s

Fig. 5.  The plate’s de  ection: a – saturation 0,9, t = 0,036 s, b – saturation 0,6, t = 0,04 s, 
c – saturation 0,4, t = 0,044 s

Rys. 6.  Przemieszczenie punktu rodkowego p yty przy ró nej warto ci nasycenia
Fig. 6.  The displacement of the plate’s center point at differential saturation value

·······  nasycenie (saturation)  0,9 
nasycenie (saturation)  0,6 

- - - -  nasycenie (saturation)  0,4 
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PODSUMOWANIE

Praca po wi cona jest p ytom spr ystym, periodycznie niejednorodnym w dwóch 
kierunkach. Dla takich p yt przy zastosowaniu metody parametrów mikrolokalnych wy-
prowadzony zosta  model u redniony, w którym rozwi zania zagadnie  pocz tkowo-
-brzegowych uzyskujemy w sposób prostszy ni  w klasycznej teorii spr ysto ci. 

Z równa  modelowych, które posiadaj  sta e wspó czynniki,  wyliczone zasta y nie-
wiadome – przemieszczenie u rednione oraz amplitudy  uktuacji. Niewiadome te, zgod-
nie z równaniem (4), daj  nam ugi cie p yty. 

Wykonany przyk ad zale no ci cz sto ci i postaci drga  w asnych od nasycenia ko-
mórki periodyczno ci zbrojeniem wykaza , e wraz ze wzrostem sztywno ci elementu 
ro nie warto  cz stotliwo ci drga  w asnych, co zosta o przedstawione na rysunku 6. 
Posta  drga  w asnych w okre lonej chwili, dla ró nych warto ci nasycenia jest ró na. 
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FREE VIBRATION OF A PERIODICALLY REINFORCED PLATE IN TWO 
DIRECTIONS 

Abstract. The object of the paper are elastic plates, periodically reinforced in two direc-
tions. For that kind of bodies, averaging models were constructed with the use of homog-
enization with micro-local parameters, characterized by equals with constant coef  cients. 
This model was used in the analysis of dynamic problems of reinforced plates. In my paper 
the effect of reinforcement of the material on the displacement and the involuntary vibra-
tion level of that structures is presented. 

Key words: periodic media, non-asymptotic homogenization, vibrations of reinforced 
plate



Drgania w asne p yty periodycznie zbrojonej w dwóch kierunkach  13

Architectura 14 (1) 2015

Zaakceptowano do druku – Accepted for print: 28.04.2015

Cytowanie: Jeleniewicz, K. (2015). Drgania w asne p yty periodycznie zbrojonej w dwóch kierun-
kach. Acta Sci. Pol., Architectura, 14 (1), 3–13. 


