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DRGANIAWLASNE PLYTY PERIODYCZNIE ZBROJONEJ
W DWOCH KIERUNKACH

Katarzyna Jeleniewicz
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem pracy sa ptyty sprezyste, periodycznie wzmocnione prgtami
w dwu kierunkach. Dla takich ciat za pomoca metody parametréw mikrolokalnych stwo-
rzono model usredniony, charakteryzujacy sie réwnaniami o statych, ciagtych wspétczyn-
nikach. Stworzony model zostat wykorzystany w analizie zagadnien dynamicznych ptyt.
W pracy opisano wptyw wzmocnien na wielkos$¢ ugigcia oraz posta¢ drgan wiasnych ba-
danej piyty.

Stowa kluczowe: osrodki periodyczne, homogenizacja nieasymptotyczna, drgania ptyt
zbrojonych

WSTEP

Rozwazane w pracy ciata materialne sa ptytami niejednorodnymi. Ptyty sa tréjwy-
miarowymi obiektami materialnymi i w przypadku gdy sa sprezyste, moga by¢ opisane
i badane na gruncie teorii sprezystosci. Rozwiazywanie zagadnien poczatkowo-brzego-
wych w ramach tej teorii jest jednak na ogot skomplikowane i dlatego poszukuje sig teorii
prostszych, w przypadku ptyt — teorii dwuwymiarowych, zwanych tez powierzchniowy-
mi [Nagorko 1989].

W pracy, stosujac metode parametrow mikrolokalnych, stworzono pewien model al-
ternatywny. Model ten skonstruowano tak, by w réwnaniach modelowych nie wystepo-
waly wspotczynniki nieciagte, lecz wspotczynniki state. Nastepnie przeprowadzono ana-
lizg wptywu nasycenia ptyty zbrojeniem na wielko$¢ ugigcia oraz posta¢ drgan wiasnych
rozpatrywanej ptyty.
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4 K. Jeleniewicz

PROCEDURA MODELOWANIAPLYT

Niech konfiguracja odniesienia rozpatrywanej ptyty bedzie obszar Q = Hx(—z,zj,
gdzie h >0 oraz IT = (0, Z,)x(0, L,) C R*. Bedziemy zaktadag, ze h << min(Ly,L,). Uktad

2°2
Zatozymy, ze plyta jest niejednorodna periodycznie oraz ze elementem powtarzaja-
cym sie — komdrka periodycznosci — jest prostokat o wymiarach Iy, I, ktory oznaczymy
przez A (rys. 1).

wspotrzednych Kartezjanskich przyjmiemy tak, ze: x, € I, o =1,2, x5 € (—h,hj.

Rys. 1.  Ptyta periodycznie wzmocniona pretami w dwdch kierunkach
Fig. 1.  The plate reinforced periodically in two directions

Przyjmiemy, ze kazda komorka periodycznosci A sktada¢ si¢ bedzie z czterech ele-
mentow Ay, a, b =1, 2.

Modelowanie rozwazanych ptyt przebiega¢ bedzie w dwéch etapach. W pierwszym
etapie dokonamy usrednienia gestosci masy i modutow sztywnosci ptyty w kazdym ele-
mencie Agy, @, b =1, 2, tak ze otrzymane nowe funkcje okreslone sa nastepujaco:

p=000,%) p =P

(x,,x,)€A,, 1)

b
Bpys = Bugys (%1%, )‘(x. )Eh, = Bogys

Po tym zabiegu przyjmiemy, ze kazdy element A, komorki periodycznosci jest jed-
norodny.

W drugim etapie konstrukcji modelu rozpatrywanych ptyt zastosujemy metode para-
metrow mikrolokalnych.

Zdefiniujmy moduty sztywnosci:

C 33C 933
Baﬁ;f& = [Caﬂyé' L5l ED 32dx3 (2)

3333

gdzie: Cyp,5 Copas Cazaz, @, B, 7, 6 = 1, 2 sa funkcjami materiatowymi.
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Przyjmujemy dla Ay, @, b=1, 2:

b ab ab
Cors=C C =C CZ=C
ofyd ofyd (x,.%,)EA,, s “~off33 off33 (x5, )EA,, > ~3333 3333‘(xI X)EA,,

Wtedy moduty sztywnosci (2) w elemencie Ay przyjmuja postac:

3 Cab Cab
b h b 3309533
Bugys =~ | Capys ~ % ab : ®3)
12 G333

We wzorze (3) nie ma sumowania po a, b.

Niech w = w(Xq, X, 1), (X1, Xo) € I, t € (1, t;) bedzie ugieciem ptyty, ktére zgodnie
z metoda wyrazimy przez [Wozniak 1983, Wozniak i Wierzbicki 2000, Wozniak i in. red.
2008]:

wxy, Xy,1) = u(xy, Xx,p,1) + n (xl,xz)vA(xl,x2,t), A=1,2,3,...N (4)

gdzie: u oraz v* sa funkcjami poszukiwanymi i interpretujemy je odpowiednio jako prze-
mieszczenia usrednione oraz amplitudy fluktuacji, funkcje h” sa znanymi, periodycznymi
i oscylujacymi wzgledem x4, x, funkcjami ksztattu. O funkcjach ksztattu zatozymy, ze sa
bezwymiarowe i przyjmuja wartosci rzedu wymiaru komorki.

Zdefiniujmy funkcjonat:

1'2

.2 1
L= 7,o(w) _EBaﬂyé‘W’aﬁ W,y5 =W (5)

gdzie p jest obciazeniem zewnetrznym ptyty, a z jest parametrem.

Podstawiajac do funkcjonatu (5) dekompozycje ugiecia ptyty (4) oraz stosujac me-
tode parametrow mikrolokalnych, otrzymamy nastepujaca posta¢ usredniona [Wozniak
19871]:

1 .
(L) =5 T 0) T = (B o s =2 B g v +

(6)
_<B,W5h,gﬁ h,f(;> v 14+ p)u
gdzie: o, B, 7,0=1,2, A=1,23,...,N.
Wprowadzmy oznaczenia:
Ui ~ha Ty e n® =Ma'hw ﬂa%A ZL_UhAﬁdA
a s s a > (o7 207
h h hiy 3
()

abap _ 1 A, B abap _ 1 A . B
n _Eij WAnPda, nis ‘Eﬂ hogg h.bs dA
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6 K. Jeleniewicz

oraz

<,0> =7 p® = p,, <phAhB> = pPAB pab = pAB

bpab  _ y bA pab  _ A 8)
<Baﬁy§> =1""Bogs = Eopys» <Baﬂy§h»y§> =15 Bopys =Eop
A B bAB pab  _ yAB A1 B bAB nab  _ wAB
(Bugyshi g ) =0l Baps =B (B | =" B s < B 5
Réwnania opisujace dynamike rozpatrywanej plyty przyjma postac:
.. A A _
—Pou _Eaﬁyﬁu’aﬁyﬁ _Ea/a’v’a/} =P 9)

Eéﬁu,aﬁ +EABVB =0

Niech macierz EAB bedzie macierza nieosobliwa, wtedy z réwnania (9), mozna wy-
znaczy¢ fluktuacje v*:

v =B u, (10)

gdzie (EAB)~! jest macierza odwrotna do EA8, AB=1,2, ..,N,a, f=1, 2.
Podstawiajac réwnanie (10) do rownania (9)4, otrzymamy:

_IOOii - Egﬂyé‘u’aﬁy& =p (11)
gdzie
Eg{ﬂy& =Eyp5 — Eéﬁ(EAB)_l E’s (12)

Wielkosci zdefiniowane réwnosciami (12) sa efektywnymi modutami sztywnosci
otrzymanymi w wyniku usredniania mikrolokalnego.

Réwnanie (11) ma posta¢ analogiczna do znanego réwnania na ugiecie ptyty, z tym
7€ Wystepuja W nim nie moduty sztywnosci Bz, (ktore sa funkcjami), lecz efektywne
moduty sztywnosci, ktore sa w wyniku usredniania state [Wozniak red. 2001, Wozniak
i in. red. 2010].

W przypadku ciata izotropowego moduty sztywnosci (2) przyjma nastepujaca postac:

ab h3
Baﬁ;/(; = E

(ﬂab )2 5aﬁ§y§

A8 285+ 1™ (8,500, +3.,,005)—
epOys + M (Og50py + 05y 0p5) A% 42

MODELOWANIE | ANALIZA PRZYPADKU SZCZEGOLNEGO

Rozpatrzmy przypadek ptyty periodycznej, ktdrej komorka periodycznosci jest czte-
rosktadnikowy prostokat o wymiarach /;, =%1 oraz I, :% (rys. 2).

Acta Sci. Pol.
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Rys. 2. Komdrka periodycznosci ptyty biperiodycznej
Fig. 2. The basic cell of the bi-periodic plate
Dekompozycje ugiecia (4) przyjmiemy w postaci:
W(xp, X, 1) = u(Xy, X0 1) + h () IV (X7, 0) + % (e V2 (375 (13)

gdzie funkcja ksztattu h':
ll
Xy (le_ll)’ X € 0,5

W (x) = l
_Cl(le_ll)(xl_ll), xle(zl’llj

(14)

Funkcje h? = h?(x,) definiujemy analogicznie do h' = h'(x,), zastepujac x; przez x,,
I, przez |, oraz c, przez T,. State cq i Ty Sa rzedu 112 i 122. Funkcje hA, A =1, 2 sa bezwy-
miarowe, periodyczne i oscylujace.

Wielkosci okreslone wzorami (8) sa réwne:

I ab 1§ pab
P =3 20" B = D Biys
ab a,b

| b 2% | b 2%
Ej =) (Bl —BiT11): Exn=c (Byi—By))
b

b
I 15 2b 2 _ = 15 2b
Ef, = 012(31122 = Bii»n), Ex»n= 012(32222 —-By») (15)
b b
11 _ 42 ab 2 _ 42 ab
E =4¢ 231111’ E™ =4¢ 232222
ab a,b
12 _ — ab 21 _ — ab
EY =4cc, ) Bfiy, E* =4 ) By,
a,b a,b
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8 K. Jeleniewicz
Podstawiajac wielkosci (15) do (9), otrzymamy rdwnania opisujace dynamike plyty:

. 1 2
~Pott = Eopysttsapys “EopVisap ~Eopvaep = P
E ity +E v +EPvy =0 (19

Eéﬁu,aﬂ +E*l +E*v, =0

Z réwnan (16) , oraz (16) 3 mozna wyznaczy¢ fluktuacje vy i vo, ktére po podstawie-
niu do réwnania (16); dadza nam posta¢ tego réwnania:

. 0
—PolU — Eaﬂyéu’aﬂyé =p (17)
gdzie:

1 1 22 2 2 pll 1 2 12 2 1 21
EaﬁEyﬁE +E0{ﬁEy§E —EaﬂE},é‘E _EaﬂEyﬁE

E2E2 _g2gl! (18)

0
Eaﬁy§ = Eaﬁy§ +

Wyrazenie (18) definiuje state, efektywne moduty sztywnosci otrzymane w wyniku
zastosowania metody parametréw mikrolokalnych.
Warunki brzegowe przyjmiemy w nastepujacej postaci:

2
u:Ooraza%:o przy x; =0ix; = Ly
X
1 (19)
_ %u — iy, =
u=0oraz ——5 =0 przy X, = 01X, =Ly
aX2
natomiast warunki poczatkowe przyjeto za Kaliski red. [1966]:
2z 27
u(xy,%,,0) =ugy(x;,xy) =cy(l—cos=——x;)(1—cos——x,)
1>%2 0 X1, X2 0 L 1 L, 2 (20)

u(x,%,1)

1m0 = V03, x2) =0

gdzie: przez ¢y oznaczono poczatkowa, dostatecznie mata wartos¢ ugiecia w srodku pty-
ty, natomiast przez vy oznaczono predkos¢ przemieszczania si¢ powierzchni srodkowej
ptyty w chwili t = 0.

Réwnania (17) rozwiazemy, stosujac metode Naviera. Wartosci wiasne wyrazaja sie
wzorem:

4 2 2 4
) 1 0 mmr ol mm nrw 0 niw
= (EY | TR | M R, | T
Oy po( 1111( L J ELl ] [sz 2222(L2] ) (21)
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gdzie  wspotczynniki Egﬂyg obliczamy zgodnie z roéwnaniem (18) oraz
E’ = 4K}y, +2E]) 5.

Rozwiazanie opisujace usrednione ugigcie analizowanej ptyty w czasie przyjmuje
postac:

64c) o — cos (@)
u(xy,xy,t) =——5- U 22
e 7? ,;mz::lmn(4—m2)(4—n2) " (22)
gdzie:Cp=4cg,m=2k-1,n=2j-1,k=1,2,3,...,j=1,2,3, ...
Natomiast wyrazenie na ugigcie analizowanej ptyty w czasie mozna zapisa¢ w postaci:

64¢, i i
(
7 hmsimn(d=m)4-n*) " 23)
N E{zE” -EPEl, E'E}; —E 4B
E21E12 _E22E11 E21E12 _E22E11

cos(a)mnt)

WXy, Xy, 1) = —

Unn off 'hl () + Umnn saff h2 (x2))

Zbadamy teraz zaleznos¢ pomiedzy nasyceniem komorki periodycznosci zbrojeniem a
wartoscia ugiecia ptyty oraz postacia drgan wiasnych badanej ptyty. Nasycenie wyraza udziat
objetosci zbrojenia w objetosci wzmocnionego elementu komérki periodycznosci Agp,.

Dla matrycy oraz zbrojenia przyjeto nastepujace wartosci modutdéw Younga, liczby
Poissona oraz gestosci masy:

Matryca: E3 = 3,24 - 10° Pa, v = 0,36, p3 = 1120 kg-m~3

Zbrojenie: E4 = 66,5 - 10° Pa, v, = 0,23, p, = 2550 kg:-m™3

Analize sporzadzono przy zatozeniu trzech wartosci nasycenia 0,9, 0,6 oraz 0,4
(tab. 1).

Tabela 1. Zestawienie usrednionych wartosci statych materiatowych ptyty
Table 1. Summary of average values of plate’s material constants

Nasycenie Parametry

Saturation Parameters An A1z Azt Az
E [GPa] 3,24 31,707 31,707 60,174
0,9 v 0,36 0,3015 0,3015 0,243
p [kg-m=] 1120 1763,5 1763,5 2407
E [GPa] 3,24 22,218 22,218 41,196
0,6 v 0,36 0,321 0,321 0,282
p [kg-m=] 1120 1549 1549 1978
E [GPa] 3,24 15,892 15,892 28,544
0,4 v[-] 0,36 0,334 0,334 0,308
p [kg-m=] 1120 1406 1406 1692

Przyjeto, ze wymiary ptyty maja nastepujace wartosci Ly =3 m, L, =3 m, h=0,1 m,
li=1,=0,1m,.

Architectura 14 (1) 2015



10 K. Jeleniewicz

Na rysunku 3 przedstawiono ugigcie usrednione ptyty w chwili t = 1 s dla kazdego
nasycenia. Na rysunku 4 przedstawiono przekroje przez wykres ugigcia w chwilit=1s

orazt=5sd|ax2=%2.

b)

0
ufm] \\
\

\
~0.003,
e

T
ufm]
~0.008\,
A

_\_\_\_\_\_\-"—v
xy[m] F — s

Rys. 3. Ugiecie usrednione ptyty w chwili t = 1 s przy zatozeniu: a — nasycenia 0,9, b — nasycenia
0,6, ¢ — nasycenia 0,4

Fig. 3.  The averaged plate’s deflection at t = 1 s assuming: a — saturation 0,9, b — saturation 0,6 ¢
— saturation 0,4

a)
"""" nasycenie (saturation) 0,9
nasycenie (saturation) 0,6
b) w [m] - - - - nasycenie (saturation) 0,4

E s aragamy - ' s spesemsa, 4 x;[m]
- = 0 1

Rys. 4.  Przekroj przez ugiecie ptyty w chwili:a-t=1,b-t=5
Fig. 4.. The cross-section through the plate’s deflectionat:a—t=1,b-t=5

Acta Sci. Pol.
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Rysunek 5 przedstawia przekr6j poprzeczny przez posta¢ drgan wiasnych ptyty
w chwili maksymalnego ugigcia. Chwile te, ze wzgledu na rézne wartosci czestotliwosci
drgan plyty, sa inne dla kazdej wartosci nasycenia.

w [ai]
0.010+
0.008 F
0.006 F
0.004 F
0.002 F

x; [m]

» z = e
b) il 0.3 1.0 13 20 23
0.010F
0.008F
0.006F
0.004F
0.002F

xy [m]

0.5 1.0 15 20 23 30
c) wim]
0.010¢
0.008 |
0.006 |
0.004
0.002

03 10 T 20 23 3g

Rys. 5. Ugiecie maksymalne ptyty: a — nasycenie 0,9, t = 0,036 s, b — nasycenie 0,6, t = 0,04 s,
¢ —nasycenie 0,4,t=0,044 s

Fig.5.  The plate’s deflection: a — saturation 0,9, t = 0,036 s, b — saturation 0,6, t = 0,04 s,
¢ — saturation 0,4, t = 0,044 s

Przemieszczenie punktu $rodkowego ptyty — punktu o wspdtrzednych (x;,x,)=

= [Lzl Lzzj —dla réznych wartosci nasycen przedstawia rysunek 6.

seeee+» masycenie (saturation) 0,9
nasycenie (saturation) 0,6
- - - - nasycenie (saturation) 0,4

wlm]
0.010
0.005 E i
T tfs]

= Fah
¥ -"040

—D.DDiW
~0.010

Rys. 6. Przemieszczenie punktu srodkowego ptyty przy rdznej wartosci nasycenia
Fig. 6.  The displacement of the plate’s center point at differential saturation value

Architectura 14 (1) 2015



12 K. Jeleniewicz

PODSUMOWANIE

Praca poswiecona jest ptytom sprezystym, periodycznie niejednorodnym w dwaoch
kierunkach. Dla takich ptyt przy zastosowaniu metody parametréw mikrolokalnych wy-
prowadzony zostat model usredniony, w ktérym rozwiazania zagadnien poczatkowo-
-brzegowych uzyskujemy w sposéb prostszy niz w klasycznej teorii sprezystosci.

Z réwnan modelowych, ktore posiadaja state wspotczynniki, wyliczone zastaty nie-
wiadome — przemieszczenie usrednione oraz amplitudy fluktuacji. Niewiadome te, zgod-
nie z rownaniem (4), daja nam ugigcie ptyty.

Wykonany przyktad zaleznosci czestosci i postaci drgan wiasnych od nasycenia ko-
morki periodycznosci zbrojeniem wykazat, ze wraz ze wzrostem sztywnosci elementu
rosnie wartos¢ czestotliwosci drgan wiasnych, co zostato przedstawione na rysunku 6.
Posta¢ drgan wiasnych w okreslonej chwili, dla rdznych wartosci nasycenia jest rdzna.
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FREE VIBRATION OF APERIODICALLY REINFORCED PLATE IN TWO
DIRECTIONS

Abstract. The object of the paper are elastic plates, periodically reinforced in two direc-
tions. For that kind of bodies, averaging models were constructed with the use of homog-
enization with micro-local parameters, characterized by equals with constant coefficients.
This model was used in the analysis of dynamic problems of reinforced plates. In my paper
the effect of reinforcement of the material on the displacement and the involuntary vibra-
tion level of that structures is presented.

Key words: periodic media, non-asymptotic homogenization, vibrations of reinforced
plate
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