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WPLYW ROZWARSTWIENIA LAMINATU
NA PRZEWODZENIE CIEPLA

Beata Kufel
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwazan sa laminaty periodycznie dwuwarstwowe, w ktérych
defekty moga wystapi¢ na powierzchniach miedzy warstwami. Celem pracy jest opisanie
wptywu takich defektéw na przewodzenie ciepta. Migdzywarstwowe defekty (w tym roz-
warstwienie) modeluje sie dostatecznie cienka warstwa, ktorej wiasnosci termiczne opisuje
dostatecznie maly nieznany wspotczynnik przewodnosci cieplnej. W pracy przedstawiono
réwnania modelowe opisujace wplyw rozwarstwienia na przewodnictwo cieplne, zawiera-
jace pewna nowa stata charakteryzujaca stopien rozwarstwienia badz stopien wystepowa-
nia defektow.

Stowa kluczowe: laminaty, przewodnictwo ciepta, homogenizacja lokalna, defekty mig-
dzywarstwowe

WSTEP

W pracy rozwazane beda laminaty periodyczne z miedzywarstwowymi defektami.
Wiasnosci termiczne warstw opisuja ciepto wiasciwe i wspotczynnik przewodnosci
cieplnej. W poszczegdlnych warstwach sa one r6zne, ale stale. Do modelowania prze-
wodnictwa cieplnego w takim laminacie zastosowano pewne podejscie asymptotyczne,
ktoérego wynikiem bedzie nieciagte na interlaminach pole temperatury.

Problem opisu i analizy laminatéw z miedzywarstwowymi defektami nie jest nowy
w termomechanice. Mozna tu wskaza¢ na prace poswiecone pojedynczym lub wielokrot-
nym sztywnym inkluzjom lub szczelinom, znajdujacym sie na jednej powierzchni osrod-
ka niejednorodnego. Wykaz tych prac znajduje sie m.in. w opracowaniu Kaczynskiego
i innych [1995]. Inne podejscie do modelowania problemu kontaktu miedzy laminami
przedstawiaja prace Naniewicza i Wozniaka [1988] oraz Wozniaka [1995].
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30 B. Kufel

W pracy przedstawiono zmodyfikowane réwnania modelowe opisujace wptyw roz-
warstwienia na przewodnictwo cieplne, zawierajace pewna nowa stata charakteryzujaca
stopien rozwarstwienia badz stopien wystepowania defektow.

METODA MODELOWANIA

Przyjmijmy, ze konfiguracja odniesienia laminatu bedzie obszar Q = (0, L) x E,
= < R? z ukladem wsp6trzednych OX, X1, Xp, X € (0, L), (X1, Xp) € Z.

Laminat sktada si¢ z dwu powtarzajacych sie lamin o grubosciach I' i 1”7, ktorych
wiasnosci termiczne opisuja ciepto whasciwe oznaczone odpowiednio ¢’ i ¢” oraz wspot-
czynnik przewodnosci cieplnej k' i k”. Wida¢ stad, ze komorka periodycznosci jest
w rozwazanym przypadku przedziat dtugosci | = 1" + 1”7 (rys. 1).
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Rys. 1. Fragment laminatu periodycznie dwuwarstwowego
Fig. 1. Afragment of a periodic lamina

Wspbtczynnik przewodnictwa cieplnego jest funkcja periodyczna k = k(x) okreslona
w przedziale (0, I) w nastepujacy sposob: dla x € (0, I') funkcja przyjmuje wartos¢ k'
oraz dla x e (I, I) — wartos¢ k”. Analogicznie definiuje si¢ funkcje ciepta wiasciwego
¢ = c(X).

Oznaczmy przez 0 = O(X, X1, Xp, t) temperature wzgledna. Jest ona funkcja 6:
Q x <ty, t;> — R, gdzie <ty, t;> jest przedziatem czasu oraz (x, X1, Xp) € Q, t € <t t;.

Klasyczny model przewodnictwa cieplnego sktada si¢ z réwnan konstytutywnych dla
strumienia ciepta:

g =—kd0; ¢' = —kd,0; ¢* = —kd,0 1)
oraz rownania bilansu
0(kdO) + kdi0 + k936 — 0,0 = 0 )

gdzie przez o, 0, 0znaczono pochodne odpowiednio po X i X, a =1, 2.

Réwnanie (2) jest znanym réwnaniem rézniczkowym Fouriera 0 zmiennych wspot-
czynnikach przewodzenia ciepta w przewodnikach niejednorodnych. Przedstawiony mo-
del jest na tyle skomplikowany, ze uzasadnione jest poszukiwanie modeli prostszych.
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Wplyw rozwarstwienia laminatu na przewodzenie ciep/a 31

W przypadku niejednorodnosci periodycznej stosowanymi metodami upraszczajacymi sa
takie metody, jak: metoda modutow efektywnych, homogenizacja asymptotyczna lub ho-
mogenizacja nieasymptotyczna, do ktorej nalezy oparta na analizie niestandardowej me-
toda nazywana metoda parametréw mikrolokalnych, oraz technika usredniania toleran-
cyjnego. W pracy przedstawiono najpierw model dla przewodnikdw warstwowych bez
defektow, skonstruowany metoda parametrow mikrolokalnych, opisany przez Nagoérko
i Piwowarskiego [2006].

Punktem wyjscia w tej konstrukcji jest zastapienie nieznanej funkcji temperatury 6
przez dwie funkcje skalarne &, ¥, obie okreslone w obszarze Q X <,, f; > w naste-
pujacy sposob:

e(x’ X1, X2, t) = 19()6, X5 X2, t) + h(x)l//(x’ X1 X2, t) (3)
gdzie funkcja h(x) jest funkcja skalarna, periodyczna o okresie | i oscylujaca, tak ze:

[ihx)dx = 0

Ponadto zatozymy, ze funkcja h(x) przyjmuje wartosci rzedu O(l), a wartosci funkcji
# iydlal<<1w przedziale (x - 1/2, x + 1/2) = (0, L) sa w przyblizeniu state.

Funkcje #* nazywa sie temperatura usredniona, funkcje y — parametrem mikrolokal-
nym, a h — funkcja ksztattu.

Korzystajac z powyzszych zatozen oraz metody parametrow mikrolokalnych, mozna
wykaza¢, ze uktad rownan na poszukiwane funkcje & i y przyjmie postaé:

<k>(82+812+a§)z9+<kah>a¢/—<c>atz9:0 4)

< koh > 98 + < k(dh)? >y =0

gdzie dla dowolnej funkcji periodycznej f = f(x), x (0, I) przez < f > oznaczono:

!
< f>=[f(x)dx
0
Z rdwnania (4), mozna wyznaczy¢ funkcje w:
Y = pod ©)

gdzieay = — < koh >/ < k(@h)* >

Podstawiajac wyliczona funkcje (5) do réwnania (4), otrzymamy réwnanie na tempe-
rature usredniong & :

kgd*0 + <k > (@f +93)0—<c>9,8=0 (6)

gdzie kg = <k >+ o < koh >.
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Rdwnania (3), (5) i (6) opisuja model uzyskany metoda parametréw mikrolokalnych
przewodzenia ciepta w laminacie periodycznym. Model ten jest przydatny po wskazaniu
funkcji ksztattu. W przypadku laminatéw dwuwarstwowych za funkcje ksztattu h mozna
przyja¢ funkcje periodyczna okreslona nastepujaco: dla x € (0, I') funkcja przyjmuje
wartosci 1(1 —2x/1"), adlax e (I'; I) —wartosci 1(2x/1" = 21/1" + 1).

Przy tak obranej funkcji ksztattu oraz wprowadzajac oznaczenia v’ = /1, v" = 1"/1,
wystepujace w rownaniach (4) i (6), mozna obliczy¢ state:

:%; <k>=kV+kV <c>=cVv+cV
VviIikT+ vk
2 Kok (7)
< koh > =2(k" = k"); < k(dh)" > = 4(_/*' _”)
v

Zauwazmy, ze gdy k' = k" = k, wtedy ag = 0 i kg = < k > = k. Podobnie jest, gdy
vV —=1vO0.

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W LAMINATACH PERIODYCZNIE
DWUWARSTWOWYCH Z DEFEKTAMI MIEDZYWARSTWOWY MI

Miedzywarstwowe defekty (w tym rozwarstwienie) bedziemy modelowac cienka
warstwa 0 grubosci o, ktorej wiasnosci termiczne opisuje nieznane ciepto wiasciwe ¢
i wspotczynnik przewodnosci cieplnej k . Zat6zmy, ze 6 << .

W konsekwencji przyjmijmy, ze komdrka periodycznosci jest teraz odcinek dtugosci |
="+ 1"+ 20, gdzie przez 6 oznaczono grubos¢ wprowadzonej myslowo cienkiej warstwy
taczacej laminy przewodnika.

Niech komérek periodycznosci bedzie p, p = L/l. Oznaczmy przez x;, i=1, 2, ..., p,
kolejne srodki komorek periodycznosci lezace na osi x (rys. 2). Zbiér tych punktéw ozna-
czymy przez:

A={x;x, =12+@G-Dl,i=12,..p}

Zdefiniujmy nasycenie v = d/1 warstwy taczacej dwie laminy. Po wprowadzeniu
dodatkowej warstwy o grubosci o ciepto wiasciwe i wspétczynnik przewodnictwa ciepl-
nego sa takze funkcjami periodycznymi.

Dekompozycje temperatury przyjmiemy teraz w postaci zmodyfikowanej:

e(xa X1 )Cz) = Z9(xa X1 )Cz) + g(x)l//(xa X1 XZ) + §(x)l/7(x, X1 xl) (8)

gdzie wystepuja dwie funkcje ksztattu g i g oraz dwa parametry mikrolokalne y i i7.

Funkcje g definiujemy analogicznie do h. Jej wykres przedstawiono na rysunku 3.
Natomiast wykres funkcji g przedstawiono na rysunku 4.

Acta Sci. Pol.
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Rys. 2. Komorka periodycznosci z warstwa posrednia
Fig. 2. The basic cell with interlaminar layer
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Rys. 3. Wykres funkcji ksztattu g
Fig. 3.  Diagram of fluctuation shape function g
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Rys. 4. Wykres funkcji ksztattu g
Fig. 4.  Diagram of fluctuation shape function g
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Uktad réwnan na nieznane parametry mikrolokalne ¥ i ¥ otrzymamy z warunkow
ciagtosci strumienia ciepta na powierzchniach x = x; — I/2 + 1"/2 oraz dla x = x; — I'/2
w postaci:

KO0+ Ly + L) = K09 - ) + O(e)
1% 1% 1%

— 1 _ , 1 1 _

@0 —~7) = K08 -y + —ip) + O(e)
1% 14 14

Wyznacznik tego uktadu jest wigkszy od zera:

kKk” (k’ k”jl?
—t— = >0
1%

4

vv

’

14 v

Rozwiazaniami uktadu sa funkcje:
v =008, W =000

gdzie:

a=qay+ ko(% —§)§ (9)

al
|
ES

Kl
Il

(10)

<1
+
=

Zauwazmy, ze jezeli vV — 0, to @ — 0 i wtedy o — o).
Réwnania modelowe przyjma teraz postac:

¢ =k o9

¢ =—-<k>00

(11)

¢ =—<k>0d0

K0+ <k> @ +03)8 —<c>0,8=0
gdzie

K =<k >+ a<kig>+ @< kg > (12)
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Wystepujace w statej efektywnej (12) wielkosci sa okreslone wzorami (9) i (10) oraz
<k>=kV +kV +2kv
Usrednione ciepto wiasciwe < ¢ >, wystepujace w réwnaniu (11), jest réwne

<c>=cV+cV' +2ev.

PRZEJSCIE GRANICZNE

Przejscie asymptotyczne wykonamy, przeprowadzajac skalowanie. Przyjmijmy
e=1In,n=1,2,.. Zastapmy |, o przez ¢l, ¢ 6 oraz wprowadzmy funkcje:

8e (), 8 (), ke (), e ()

Sktadowe strumienia ciepta dla kazdego ¢ = 1/n,n =1, 2, ..., mozna teraz przedstawi¢
w postaci:

e = ~ke (D18 + ,g.W + 0,2.7) + O(¢)
ge = —ke0,8+ O(e)

e = ~k:038 + O(e)

Roéwniez uktad réwnan na y i iy otrzymamy z warunkéw na ciagto$¢ strumienia
ciepta:

(K" - K90 = —["—, + k—,)w + [5, - k—”)z/?
14 1% 1% 1%

(13)
(K + K00 = [5, - k—Jw - (5, LA 2rcju7
Y vl
gdzie przez x oznaczono granicg ilorazu é przy k—0iv —0.
%

Granice te, 0 ile istnieje, mozemy przyja¢, za miare defektow.

Rozwiazujac uktad (13), otrzymujemy:
y =P8, ¥ =[00

gdzie:

Architectura 13 (2) 2014
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Modut efektywny (12) jest teraz rowny:

K =k { [(ko) (—”—k—)(k K"y + (K +k)}

ko } (14)

Czion {(ko) (—” —k—/j(k -k + (K +k )}

wac jako wielkos¢, ktora w formalny sposob opisuje Wplyw defektdw na przewodzenie
ciepta w laminacie. Powiazanie go z rzeczywistym przebiegiem temperatury w lamina-
cie z defektami powinno nastapi¢ w wyniku badan eksperymentalnych.

PODSUMOWANIE

W pracy skonstruowano model opisujacy miedzywarstwowe defekty w laminatach
periodycznie dwuwarstwowych. Wyprowadzony model pozwala bada¢ wptyw takich de-
fektow na przewodzenie ciepta. Wiasnosci termiczne warstw opisuja ciepto wilasciwe
i wspotczynnik przewodnosci cieplnej. W poszczegdlnych warstwach sa one rozne, ale
state. Miedzywarstwowe defekty (w tym rozwarstwienie) opisano dostatecznie cienka
warstwa, ktorej wiasnosci termiczne opisuje dostatecznie maty nieznany wspétczynnik
przewodnosci cieplnej. Termin ,,dostatecznie maty” wskazuje, ze zastosowano w mode-
lowaniu podejscie asymptotyczne. W pracy przedstawione zostaty zmodyfikowane row-
nania modelowe opisujace wplyw rozwarstwienia na przewodnictwo cieplne, zawierajace
pewna nowa stata, charakteryzujaca stopien rozwarstwienia badz stopien wystepowania
defektow.
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ON A CERTAIN MODEL OF HEAT CONDUCTION IN LAMINATED MEDIA
WITH INTERLAMINAR DEFECTS

Abstract. In this contributions, the object of analysis will be restricted to the heat conduc-
tion in two component laminates with a periodic structure. The non-ideal contact between
adjacent laminae is modelled by a sufficiently thin interlaminar layer made of an extra
material with a sufficiently small heat conductivity when compared to lamina materials.
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The aim of this presentation is to propose a refined version of the aforementioned modelling

procedure in which its justification is included into the obtained model equations.

Key words: heat conduction, the local homogenization, composite, interlaminar defects
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