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MODELOWANIE TOLERANCYJNE PRZEWODZENIA 
CIEP A W MATERIA ACH PERIODYCZNIE 
NIEJEDNORODNYCH

Tomasz Jurczak1

Harsco Infrastructure Sp. z o.o., ubna

Streszczenie. Praca dotyczy modelowania przep ywu ciep a w wybranych materia ach pe-
riodycznie niejednorodnych. Zastosowano technik  u redniania tolerancyjnego do skon-
struowania modelu u rednionego przewodnictwa cieplnego dla materia ów periodycznie 
warstwowych. Otrzymano uk ad równa , który b dzie prostszy do rozwi zania ni  kla-
syczny uk ad równa  Fouriera. Ponadto przedstawiono rozwi zania analityczne wybranych 
zagadnie  pocz tkowo-brzegowych oraz zwery  kowano je do wiadczalnie.

S owa kluczowe: przewodnictwo cieplne, przewodniki niejednorodne, homogenizacja

WST P

Zjawisko przewodzenia ciep a w materia ach budowlanych opisa  mo na klasycz-
nym równaniem Fouriera. Dla materia ów niejednorodnych jest to równanie ró niczko-
we drugiego rz du o zmiennych wspó czynnikach. Natomiast w przypadku materia ów 
periodycznych równanie Fouriera zawiera wspó czynniki nieci g e, przyjmuj ce ró ne 
warto ci na ma ych przedzia ach okre lono ci zmiennych przestrzennych. Funkcje mate-
ria owe s  w takim przypadku nieci g ymi funkcjami „lokalnie” periodycznymi, o bardzo 
ma ym okresie. Taki stan rzeczy powa nie utrudnia, cz sto wr cz uniemo liwia, stosowa-
nie metod analitycznych i komputerowych do rozwi zania zagadnie  pocz tkowo-brze-
gowych przewodnictwa cieplnego. 

Poniewa  poszukiwanie rozwi za  zagadnie  przewodnictwa cieplnego dla materia-
ów lokalnie periodycznie niejednorodnych jest skomplikowane, wi c uzasadnione jest 

konstruowanie modeli prostszych, opisuj cych analizowane zjawisko z pewnym akcep-
towalnym przybli eniem. W niniejszej pracy zastosowano technik  u redniania toleran-
cyjnego zaproponowan  przez Cz. Wo niaka i wspó pracowników [Wo niak i Wierzbicki 
2000, Jurczak i Nagórko 2007] do zbudowania modelu dla wybranych materia ów perio-
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dycznych i lokalnie periodycznych. W modelu skonstruowanym na podstawie tej techniki 
wyst pi  nowe u rednione wspó czynniki przewodzenia ciep a oraz ciep a w a ciwego, 
a uk ad równa  b dzie prostszy do rozwi zania ni  klasyczny uk ad równa  Fouriera dla 
takich materia ów. Niniejszy artyku  zosta  opracowany na podstawie rozprawy doktor-
skiej Jurczaka [2011].

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W MATERIA ACH PERIODYCZNIE 
NIEJEDNORODNYCH

W pracy b dziemy si  zajmowa  przewodnikami niejednorodnymi, dla których kon  -
guracj  odniesienia przyjmiemy w postaci:  = (0, L1) × (0, L2) × (0, L3).

Za ó my, e kon  guracj  odniesienia mo na podzieli  na cz ci s, s = 1, 2, ..., n0.
Ponadto niech istniej  wektory niezerowe i liniowo niezale ne d n z przestrzeni R3: 

1 2 3[ , , ],n n n nd d dd  gdzie n = 1 lub n = 1, 2 lub n = 1, 2, 3, takie e ka da cz  s 
jest obrazem przekszta cenia translacyjnego pewnego obszaru  w przestrzeni R3 
o wektor lnd n, gdzie ln s  liczbami ca kowitymi. Je eli dla dowolnych x  , takich e
x + lndn  , funkcje opisuj ce w asno ci termiczne cia a (ciep o w a ciwe c = c(x)
i wspó czynniki przewodnictwa cieplnego k = k(x)) spe niaj  warunek f(x) = f(x + lnd n), 
to takie cia o nazwiemy periodycznie niejednorodnym: w jednym kierunku – gdy n = 1, 
w dwu kierunkach – gdy n = 1, 2, w trzech kierunkach – gdy n = 1, 2, 3.

Wektory dn de  niuj  w R3 zbiory 3 1 1: , , 
2 2

n
n nRx x d , zwane 

komórkami periodyczno ci. W przypadku gdy n = 1, zbiór ten jest odcinkiem, gdy n = 1, 
2 – równoleg obokiem, natomiast gdy n = 1, 2, 3 – równoleg o cianem. 

W dalszym ci gu za ó my, e periodyczno  przewodnika jest p aska, co oznacza, e 
niejednorodno  przewodnika jest taka sama w ka dym przekroju (0, L1) × (0, L2) × {x3}, 
x3  L3 . Za ó my ponadto, e komórka periodyczno ci  jest prostok tem wydzie-
lonym prostymi o równaniach: x1 = n 1, x2 = m 2, n = 0, 1, 2, ..., n1, m = 0, 1, 2, ..., n2. 
W ten sposób obszar  = (0, L1) × (0, L2) podzielimy na n1 · n2 prostok tów o wymiarach 
boków 1, 2 (rys. 1).
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Rys. 1.  O rodek periodyczny 
Fig. 1.  A periodic medium
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Niech ponadto komórka periodyczno ci  = (0, 1) × (0, 2) daje si  podzieli  na 
prostok ty o bokach równoleg ych do osi wspó rz dnych, których d ugo ci wynosz  od-

powiednio 1i, 2j, i = 1, 2, 3, ..., no, j = 1, 2, 3, ..., mo, tak e 1 1 2 2
1 1

, .
o on m

i j
i j

 
Prostok t o wymiarach 1i, 2j oznaczymy przez ij.

Za ó my, e ka dy prostok t jest utworzony z materia u jednorodnego i izotropowe-
go, tzn. dla ka dego ciep o w a ciwe i sk adowe tensora przewodno ci cieplnej s  sta e.

Temperatur  oznaczymy przez , tak e  = (x, t), gdzie x  , t t0, t1
Je eli przewodnik jest anizotropowy i niejednorodny, wtedy strumie  ciep a 

q = q(x1, x2, x3, t), (x1, x2, x3)  , t  t0, t1  zgodnie z modelem konstytutywnym 
Fouriera, wyra a si  wzorem:

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , i ij jq x x x t k x x x x x x t  (1)

gdzie ,i jest pochodn  cz stkow  , , , 1, 2, 3i
i

i j
x

, oraz kij s  sk adowymi ten-
sora przewodno ci cieplnej.

W dalszym ci gu przyjmiemy tensor przewodnictwa cieplnego w postaci:

1

2

3

0 0
0 0
0 0

ij

k
k k

k

Równanie bilansu ma posta :

, 0i ic q f  (2)

gdzie  jest pochodn  po czasie .
t

Podstawiaj c równanie (1) do (2) otrzymamy znane równanie Fouriera przep ywu 
ciep a w przewodniku niejednorodnym:

, , 0ij i jc k f
 

(3)

Rys. 2.  Komórka periodyczno ci 
Fig. 2.  A periodic cell 
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Równanie (3) jest równaniem ró niczkowym o zmiennych wspó czynnikach. Wspó -
czynniki te s  na ogó  nieci g e (na stykach ró nych sk adników) oraz silnie oscyluj ce 
na ma ych przedzia ach okre lono ci zmiennych przestrzennych.

MODELOWANIE TOLERANCYJNE

Jak ju  wspomniano, poszukiwanie rozwi za  zagadnie  przewodnictwa cieplnego 
dla materia ów periodycznie niejednorodnych jest skomplikowane. Uzasadnione jest 
wi c konstruowanie modeli prostszych opisuj cych analizowane zjawisko z pewnym ak-
ceptowalnym przybli eniem. Do konstrukcji modelu przybli onego zastosujemy techni-
k  u redniania tolerancyjnego [Matysiak 1989, Matysiak i Nagórko 1989, Nagórko 1989, 
Wo niak i Wierzbicki 2000, Nagórko i Piwowarski 2003, Wo niak i in. (red.) 2010].

Uwzgl dnienie w modelu matematycznym przybli onego opisu zjawiska  zycznego 
mo liwe jest przy wykorzystaniu dok adno ci , wyznaczaj cej pewn  tolerancj . W pra-
cy przez tolerancj  rozumie  b dziemy relacj  dwuargumentow  , okre lon  w iloczy-
nie Z × Z pewnego zbioru Z,  Z × Z, która jest zwrotna i symetryczna.

Podstawowym poj ciem w technice u redniania tolerancyjnego jest poj cie funkcji 
wolnozmiennej na komórce periodyczno ci, tj. funkcji, któr  wraz z jej pochodnymi 
mo na uzna  za sta  w obr bie komórki. W rezultacie u rednione równania mog  zawie-
ra  sta e efektywne – wspó czynniki wyra one przez parametry mikrostruktury.

Zgodnie z technik  u redniania tolerancyjnego za ó my, e temperatura 1 2 3, , , x x x t  
mo e by  roz o ona na sum  sk adników:

1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3, , , , , , , , , , A
Ax x x t x x x t h x x x x x t  (4)

gdzie A = 1, 2, ..., M, oraz funkcje , A  s  nieznanymi funkcjami wolnozmiennymi. 
Wyst puj ce w drugim sk adniku funkcje hA s  znanymi -periodycznymi funkcjami 
oscyluj cymi, zwanymi funkcjami kszta tu. Funkcj   interpretujemy jako temperatur  
u rednion , a funkcje A pozwalaj  opisa  wp yw niejednorodno ci przewodnika na tem-
peratur , nazywamy je  uktuacjami.

W celu zastosowania metody tolerancyjnego u redniania zapisujemy równanie (3) 
w postaci:

1 0
,,i i

P P P  (5) 

gdzie:

21 , ,
2 ij i jP c k f  (6)

a  jest pewnym parametrem.

atwo sprawdzi , e równanie (5) jest identyczne z równaniem (3), o ile funkcjona  P 
ma posta  równania (6).
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Zgodnie z technik  u redniania tolerancyjnego równania na poszukiwane funkcje  
i A, wyst puj ce w równaniu (4), maj  posta :

1 0
,( , )

1 0
,( , )

ii

A A Aii

P P P

P P P
 (7)

gdzie wykorzystano operator u redniania w postaci:

1 2 1 2 1 2 1 2
1, , , , F x x F z z f x x dz dz

Wykorzystana tutaj technika u redniania tolerancyjnego znalaz a zastosowanie przy 
rozwi zywaniu wielu zagadnie   mechanicznych i termicznych. Obszerny wykaz prac 
po wi conych tej tematyce mo na znale  w pracy Wo niaka i in. (red.) [2010].

MODEL U REDNIONY MATERIA ÓW WARSTWOWO 
NIEJEDNORODNYCH

Przyjmijmy, e przewodnik jest periodyczny w jednym kierunku. Niech to b dzie 
kierunek osi x1. Elementem reprezentatywnym jest wi c odcinek 0, R  po-
dzielony na cz ci o d ugo ciach , 1, 2, ..., , i oi n  tak e 

1

on
i

i
.

Niech 
1

1 1
, ,

i i
i k k

k k
 wtedy 2 30, 0, i i L L  jest i-t  warstw  

w przewodniku, i = 1, 2, ..., no. 
W przypadku przewodników warstwowych sk adowe km, m = 1, 2, 3, s  funkcjami 

-periodycznymi, okre lonymi dla x1 R w nast puj cy sposób:

1 1 1,m mk x k x x R

oraz
1

1 1
2

1 1 1 2
1 0,

1

dla 0, 

dla , 

dla , o
o

m

m
m

n
m n

k x

k xk x

k x

Wielko ci i
mk  dla i = 1, 2, ..., n0, m = 1, 2, 3 s  sta e.

Dla przewodników warstwowych ciep o  w a ciwe jest tak e funkcj  -periodyczn  
zmiennej x1, c = c(x1), okre lon  analogicznie do funkcji km(x1).
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Z równania (7), w przypadku gdy warstwy przewodnika s  izotropowe, km = k, m = 
= 1, 2, 3, otrzymujemy:

1 1

2 2 2
22 33 1 1 1

, , ,

,  , , , ,

mmc k kh f

c h k h k h kh f h
 (8)

Pomijaj c w równaniu (8)2 cz ony O( 2), otrzymujemy:

1 1
12

1 1

,
,

,
k h
k h

 (9)

De  niuj c efektywny wspó czynnik przewodnictwa cieplnego jako:

2
1 1

1 2
1 1

,
,

eff k h
k k

k h
 (10)

dochodzimy do równania na temperatur  u rednion   w postaci

11 2 22 3 33 0effc k k k  (11)

Podstawiaj c do równania (4)  uktuacj  (9), otrzymujemy temperatur  :

1
1 11

1 2 3 1 2 3 1 1 1 2 321
1 1

,
, , , , , , , , , , 

,

k h
x x x t x x x t h x x x x t

k h
 (12)

Na zako czenie zauwa my, e wszystkie relacje, w których wyst puj   i , maj  
sens  zyczny tylko wtedy, gdy  i  s  funkcjami wolnozmiennymi. Warunek ten mo e 
by  sprawdzony tylko a posteriori, tzn. gdy funkcje te s  wyznaczane z równa  (8).

PRZYK ADY ROZWI ZA  ZAGADNIE  SZCZEGÓ OWYCH

Rozwa my przewodnik dwuwarstwowy, którego kon  guracj  jest obszar 
10, 0, L . Za ó my, e warstwy s  jednorodne i izotropowe oraz równoleg e 

do osi x2. Równanie (11) na temperatur  u rednion   w przypadku zagadnie  stacjo-
narnych przyjmuje posta :

11 22, , 0effk k  (13)

gdzie keff okre lone jest zwi zkiem (10), w którym k1 k.
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Wprowad my oznaczenie 2
eff
k
k

, wtedy równanie (13) przyjmie posta :

2
11 22, , 0  (14)

Przyjmijmy nast puj ce warunki brzegowe:

1
1 1 2 2 2 1 2, 0 , 0, 0, , lim , 0

x
x x L x f x x x

Ostatecznie rozwi zanie równania (14) ma posta :

1 2
22 2

1 2 2 2
12 2 2

2, sin e sin
n x L
L

n o

n x n xx x f x dx
L L L

 (15)

Zbadajmy rozk ad temperatury w takiej p ycie. Wyst puj ca w równaniu (4) sta a 2 

jest w tym przypadku równa 2 1,762eff
k
k

. Przyjmijmy, e na brzegu przewodnika 

dla x1 = 0 zadana jest temperatura f(x2) = –0,0125 · x2 · (x2 – 80).
Wykres temperatury u rednionej z równania (15), z przyj tymi warunkami brzego-

wymi, przedstawiono na rysunku 3a. Na rysunku 3b przedstawiono wykres temperatury

u rednionej  dla 2
2 .

2
Lx

W rozpatrywanym przypadku wp yw zadanej na brzegu x1 = 0 temperatury f (x2) za-
nika wzd u  osi x1, tak e ju  dla x1 > 0,75 L2 temperatura  jest w przybli eniu równa 
temperaturze otoczenia.

Temperatura  jest równa:

1
1 2 1 2 1 12

1

,
, , ,

,
Kh

x x x x h x
K h

 (16)
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Rys. 3.  Rozk ad temperatury u rednionej : a – dla (x1, x2) , b – dla x2 = 0,5L2
Fig. 3.  Distribution of the average temperature : a – for (x1, x2) , b – for x2 = 0,5L2
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gdzie temperatura (x1, x2) jest okre lona wzorem (15), a h(x1) – wzorem:

1 1 1
1

1

1 1 1
1 1

2 1 dla 0,
( )

2 2 1 dla ,

x x
h x a

x x

Wykres temperatury (x1, x2), okre lonej wzorem (16), przedstawiono na rysunku 4, 
gdzie wida  wyra nie wp yw struktury warstwowej na przewodzenie ciep a. Wp yw ten 
zanika wzd u  osi Ox1.
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Rys. 4. Wykres temperatury 
Fig. 4. Graph of the temperature 

Wyka emy teraz, e w rozpatrywanym przypadku wyst puje efekt skali. W tym celu 

dla ustalonej proporcji wielko ci warstw 1

2

2
3

 przyjmijmy 1, 1, 2, 5, 10
2

. Wykres

temperatury  dla 1 10,042 W (m K) , 0,209 W (m K)k k , przedstawiono na 
rysunku 5a dla ca ego przekroju kompozytu, natomiast na rysunku 5b dla 1 20, 60x .
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Rys. 5.  Wykres temperatury  dla x1 = 0,5 L1 dla ró nych warto ci 
Fig. 5. Graph of the temperature  for x1 = 0,5 L1 and various values of 
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Na wykresach 5a i 5b wida , e im mniejszy jest wymiar komórki periodyczno ci 
w stosunku do ca ego przewodnika (wi cej komórek), tym wykres ma mniejsz  krzywi-
zn  z równoczesnym przej ciem w kierunku wykresu liniowego.

W dalszym ci gu rozwa ymy materia  dwuwarstwowy o grubo ci L1 przedstawiony 
na rysunku 6.

Rys. 6.  Przewodnik periodycznie dwuwarstwowy w kierunku x1
Fig. 6.  A two constituent layered conductor, periodic in the x1 direction

Zak adaj c, e u redniona temperatura  zale y tylko od x1, oraz przyjmuj c nast pu-
j ce warunki pocz tkowe i brzegowe:

1 1 1 1
1 0 1 1, 0 , , ;  , , 0, 0, ,

2 2 2 2
L L L Lx x x t t t

otrzymujemy rozwi zanie w postaci:

1 1
1

, , n
n

x x  (17)

gdzie 
effk t
c

oraz 

22

2
1

2 1

0
1 1

1

14 2 1, e cos
2 1

n
n

L
n

nx x
n L

  (18)

Rozwi zanie (17) zilustrujemy gra  cznie, przyjmuj c, e przewodnik zosta  ogrza-
ny w przekroju x2 = 0 do temperatury pocz tkowej 0 20 C  oraz L1 = 0,60 m. 
Wspó czynnik przewodnictwa cieplnego pierwszej warstwy o grubo ci 1 = 0,02 m 

wynosi 1
1 0,042 W (m K)k  (styropian), drugiej warstwy o grubo ci 2 = 0,03 m –

1
1 0,209 W (m K)k  (beton komórkowy).
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Wykres temperatury u rednionej z równania (17), dla n = 30: 
30

1 1
1

, , ,n
n

x x  

przedstawiono na rysunku 7.

W rozpatrywanym przypadku wp yw temperatury pocz tkowej zanika w czasie, 
szczególnie szybko nast puje to przy brzegach kompozytu. Po czasie t = 60 wp yw tem-
peratury pocz tkowej prawie zanika i temperatura kompozytu zbli a si  do temperatury 
otoczenia.

WERYFIKACJA DO WIADCZALNA

Wery  kacj  do wiadczaln  modelu przeprowadzono w Pracowni Procesów Fizycz-
nych w Budownictwie w Centrum Wodnym SGGW w Warszawie. Zbadano zarówno 
parametry cieplne materia ów wchodz cych w sk ad kompozytu, jak i przeprowadzono 
eksperyment, w którym przeanalizowano rozk ad temperatury.

Wery  kacj  wspó czynnika przewodnictwa cieplnego k przeprowadzono w aparacie 
p ytkowym FOX 600  rmy LASER COMP. 

Na podstawie pomierzonych warto ci urz dzenie okre li o warto  wspó czynnika 
przewodnictwa cieplnego 0,4010k W·(m·K)–1.

Rozk ad temperatury zbadano na stanowisku sk adaj cym si  ze zintegrowanej szafy 
klimatycznej, maj cej dwie komory: komor  lew  (1) temperatury dodatniej i komor  
praw  (2) temperatury ujemnej, wyposa one w sterowniki (3) pozwalaj ce utrzyma  za-
dane warunki termiczne, system pomiarowy TDR z czujnikami do rejestracji temperatury 
(4) oraz komputer do rejestracji pomiarów.

W cianie pomi dzy komorami (5) znajduj  si  trzy otwory pozwalaj ce na umiesze-
nie próbek w jednej komorze i poddaniu ich dzia aniu  temperatury zaprogramowanej 
w drugiej komorze. Standardowo otwory te wyposa one s  w zamkni cia z p yt izolacyj-

Rys. 7. Wykres temperatury 
Fig. 7. Graph of the temperature 
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nych. Pozwala to na korzystanie na przyk ad tylko z jednego otworu b d  te  na prowa-
dzenie bada  niezale nie w obu komorach. 

Wykonany w laboratorium kompozyt sk ada  si  z 6 warstw styropianu i 6 warstw 
betonu komórkowego, u o onych naprzemiennie. Ka da z warstw mia a po 2 cm grubo-
ci. Zbudowany kompozyt widoczny jest na zdj ciu (rys. 9). Na tym zdj ciu widoczne 

s  równie  czujniki pomiaru temperatury (termopary – 1), które zosta y rozmieszczone 
równomiernie w przekroju przewodnika. 

Wokó  boków próbki wykonano izolacj  termiczn  ze styropianu o grubo ci 20 cm 
w celu zapewnienia jednokierunkowego przep ywu ciep a. Kompozyt wraz z izolacj  
termiczn  umieszczono w jednej z komór. Próbk  zamocowano w ten sposób, e jed-
na z nieizolowanych powierzchni czo owych przylega a do otworu w ciance pomi dzy 
komorami. W ten sposób zapewniono na tej powierzchni sta  temperatur  0oC, rów-
n  temperaturze w komorze. Przestrze  w otworze niezaj t  przez próbk  wype niono 

1 2
3

4

5

Rys. 8. Stanowisko badawcze z umocowanym kompozytem
Fig. 8. The investigation site with the mounted composite

1

Rys. 9. Kompozyt przygotowany do bada
Fig. 9. The composite prepared to investigations
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dodatkowym uszczelnieniem z pianki poliuretanowej o redniej grubo ci oko o 2 cm. 
Izolacja ta mia a zapobiec przep ywowi ciep a po powierzchni próbki, na styku jej p asz-
czyzn bocznych z powierzchni  izolacji. Na 24 godziny w obu komorach ustawiono 
temperatur  0oC. Po tym okresie dokonano odczytu temperatury z czujników umiesz-
czonych mi dzy poszczególnymi warstwami. Stwierdzono, e próbka jest nale ycie wy-
ch odzona i w ca ej swojej obj to ci osi gn a temperatur  otoczenia 0 = 0°C. Nast p-
nie zmieniono ustawienia termostatu w jednej z komór i zaprogramowano temperatur  
+ 20°C. Zmieniono temperatur  w komorze bez próbki, tak e kontakt z polem temperatury 

0 = 20°C nast powa  tylko i wy cznie przez jedn  nieizolowan  powierzchni  kompo-
zytu. Od momentu zmiany temperatury w jednej komorze w odst pach 5 minut dokony-
wano odczytu temperatury w kompozycie. Do dalszych rozwa a  wykorzystano wyniki 
odczytane po 24 godzinach od rozpocz cia eksperymentu. Wykonano dwie serie pomia-
rów. Wyniki eksperymentu zestawiono na rysunku 10.

Wyniki do wiadcze  porównano z rozwi zaniem teoretycznym (równanie 15). Wy-
kres rozk adu temperatury dla kompozytu o takich samych cechach geometrycznych i  -
zycznych  jak w badaniach eksperymentalnych przedstawiono na rysunku 3.

Rysunek 11 przedstawia porównanie pomiarów do wiadczalnych z rozwi zaniem 
teoretycznym.

Rys. 10. Wyniki bada
Fig. 10. Investigation results

Rys. 11. Porównanie rezultatów bada  z wynikami modelu
Fig. 11. Comparison of the investigation results with the model results
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Krzywa teoretyczna przebiega w sposób zbli ony do wyników do wiadczenia. Naj-
wi ksze odchylenie zanotowano dla x = 2 cm, jest ono równe 2,6°C. Jak wida , to od-
chylenie powsta o na pierwszej warstwie kompozytu. Nale y przypuszcza , e jest to 
wynikiem nieszczelno ci izolacji termicznej p aszczyzn bocznych badanego kompozytu.  
Nale y stwierdzi , e w dalszej cz ci badanego kompozytu ró nica mi dzy rozwi za-
niem uzyskanym z równa  modelowych a wynikami eksperymentu jest akceptowalna.

PODSUMOWANIE

W pracy zastosowano technik  u redniania tolerancyjnego do modelowania przewod-
nictwa cieplnego w przewodnikach periodycznie niejednorodnych. Model skonstruowany 
na podstawie tej techniki zaliczany jest do grupy modeli nieasymptotycznych, tzn. takich, 
w których  rozwi zanie zale y od wymiaru elementu reprezentatywnego, wyst puje wi c 
w takim modelu efekt skali. Opracowano i zwery  kowano analitycznie i do wiadczalnie 
model tolerancyjny przewodzenia ciep a dla przewodników jedno-i dwukierunkowo pe-
riodycznych.

W opracowanych relacjach modelowych wyst puj  funkcje kszta tu hA, które musz  
by  znane, gdy  bez ich znajomo ci relacje modelowe nie s  równaniami na poszukiwan  
temperatur  i  uktuacje.

Uk ad równa  w modelu jest uk adem równa  ró niczkowych o sta ych (u rednio-
nych) wspó czynnikach. Zawiera, zamiast jednego równania na temperatur , uk ad rów-
na  na temperatur  u rednion   i  uktuacje A.

Przeprowadzono wery  kacj  do wiadczaln  opracowanego modelu. Wyznaczono 
rozk ad temperatury w kompozycie dla okre lonych warunków pocz tkowo-brzegowych.  
Wyniki do wiadczenia porównano z  rozwi zaniem równa  modelowych. Na tej podsta-
wie stwierdzono, e opracowany model w zadowalaj cy sposób opisuje przep yw ciep a 
w przewodnikach periodycznych. W pracy zwery  kowano równie  sta e materia owe. 
Badania te potwierdzi y opis teoretyczny.

Stwierdzono, e istniej  przypadki, dla których uk ad równa  na temperatur  u red-
nion  i  uktuacje mo na zredukowa  do jednego równania na temperatur  , w którym 
wyst puj  sta e efektywne. W przypadku cia  jednorodnych sta e te przyjmuj   posta  
wspó czynników znanych z równania Fouriera.

Na podstawie rozwi zanych przyk adów stwierdzono, e temperatura u redniona 
i  uktuacje s  funkcjami wolnozmiennymi wzgl dem wymiaru charakterystycznego ko-
mórki periodyczno ci i mog  by  traktowane w obr bie komórki jako sta e. Ka dorazo-
we sprawdzenie tego faktu jest warunkiem stosowania modelu.

Opracowany model stanowi dobr  podstaw  do uogólnienia przypadku przep ywu 
ciep a, w którym uwzgl dniono zale no  sta ych termicznych nie tylko od miejsca, ale 
i od temperatury oraz wilgotno ci.
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TOLERANCE MODELLING OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICALLY 
NON-HOMOGENEOUS MATERIALS

Abstract. The paper concerns heat  ow modeling in chosen periodically non-homoge-
neous materials. There will be applied the tolerance averaging technique to construct an 
averaged model of heat conduction for periodically multilayered materials. The set of equa-
tions in the constructed model will be simpler than the classical set of Fourier’s equations. 
Apart of that, analytical solutions of chosen initial-boundary problems will be shown and 
experimentally veri  ed.
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