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MODELOWANIE WARSTWOWE NIEJEDNORODNYCH
PLYT SPREZYSTYCH

Jarostaw Zielinski
Grupa PZU, Warszawa

Streszczenie. W pracy rozwiazano plyty niejednorodne warstwowo, obciazone
w dowolny spos6b na powierzchni gornej i dolnej. Zaktada sig, ze ptyta moze by¢
ztozona z warstw zaréwno ortotropowych, jak i izotropowych oraz ze jej podziat
na warstwy moze by¢ niesymetryczny wzgledem powierzchni srodkowej. Model
zapewnia ciagtos¢ wielkosci statycznych i kinematycznych na powierzchniach po-
dziatu ptyty na warstwy. Osiaga si¢ to przez wprowadzenie do opisu dodatkowych
funkcji, zwanych korektorami. Funkcje te, wraz z przemieszczeniami powierzch-
ni podziatu oraz z zadanymi funkcjami opisujacymi rozktad przemieszczen po
grubosci ptyty, stuza do skonstruowania pewnej postaci wiez6w narzuconych na
jej tréjwymiarowe przemieszczenia. Metode zilustrowano przyktadami obliczen
numerycznych dla dwuwarstwowej ptyty prostokatne;.

Stowa kluczowe: ptyty sprezyste, ptyty warstwowe, wigzy, modelowanie

WSTEP

Badane w pracy obiekty materialne sa sprezystymi ptytami niejednorodnymi, nieko-
niecznie cienkimi. Analiza w ramach liniowej teorii sprezystosci ptyt traktowanych jako
ciafa trojwymiarowe jest skomplikowana, stad potrzeba poszukiwania modeli uproszczo-
nych. Znane uproszczone modele ptyt to modele dwuwymiarowe, czyli takie, w ktérych
poszukiwane wielkosci odnosi sig nie do dowolnego punktu trojwymiarowej konfiguracji
odniesienia, lecz do punktéw pewnego dwuwymiarowego obszaru, zwanego powierzch-
nia srodkowa ptyty. Poszukiwane przemieszczenia, odksztatcenia czy naprezenia w takim
uproszczonym modelu zaleza nie od trzech, lecz od dwu zmiennych przestrzennych.

Celem pracy jest skonstruowanie takiego modelu ptyty, ktéry obejmowatby takze pty-
ty o $redniej grubosci i grube oraz by warunki brzegowe na gornej i dolnej powierzchni
ptyty byty spetnione w sposéb scisty.
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64 J. Zielinski

Punktem wyjscia do zrealizowania takiego celu jest opis ptyty jako ciata trojwymia-
rowego w ramach liniowej teorii sprezystosci. Dla tak opisanych ptyt wprowadza sig¢
odpowiednie wigzy na przemieszczenia, wyrazajac je przez przemieszczenia nie jednej
powierzchni srodkowej ptyty, lecz przez przemieszczenia powierzchni dzielacych ptyte
na warstwy.

Zastosowanie metody wiezéw wewnetrznych do konstruowania modeli uproszczo-
nych w mechanice zaproponowat w 1973 roku Cz. Wozniak [Wozniak 1973]. Metoda ta
zostata rozwinigta w innych jego pracach [Wozniak 1973, 1974, 1984, 1985]. Po 1973
roku zastosowaniem wiezOw wewnetrznych w modelowaniu zjawisk mechanicznych
zajmowali si¢ m.in. Mazur-Sniady [1973, 1993] i Utkin [1975], ktérzy rozwazali mo-
delowanie pretow. Warstwowym opisem ptyt zajmowali sie: Matysiak i Nagorko [1977,
1988, 1989 1995], Nagodrko [1976, 1983] oraz Nagorko i Zielinski [1998, 1999]. Btad
rozwiazan przyblizonych w mechanice ciat z wiezami byt analizowany przez Nagorke
[1974, 1981, 1982, 1993].

Podsumowaniem prac z tego zakresu jest monografia Cz. Wozniaka i M. Kleibera
z 1982 roku ,Nieliniowa mechanika konstrukcji” [Wozniak i Kleiber 2006]. Tam tez
mozna znalez¢ obszerny wykaz literatury.

W latach dziewigcdziesiatych XX wieku Delyavskyy [1993, 1995] zastosowat podob-
ne podejscie do modelowania osrodkéw sprezystych, stawiajac jako cel gtéwny w kon-
struowanych modelach przyblizonych sciste spetnienie warunkéw brzegowych przez
wprowadzenie tzw. korektordw. W tym podejsciu parametry kinematyczne opisujace
wigzy nie musza mie¢ juz interpretacji fizycznej i moga by¢ zalezne migdzy soba.

Modele z korektorami dla przemieszczen, w ktorych wykazano $ciste spetnienie wa-
runkéw brzegowych dla belek i ptyt ortotropowych, rozwazano w pracach M. Delavskyy-
ego, M. Krawchuka, W. Nagorki, L. Onyszki [Delavskyy i in. 1999a, 2000b]. Zagadnienie
czystego zginania ptyt i belek o przekroju prostokatnym opisano w pracach M. Delavskyy-
ego, M. Krawchuka, W. Nagorki i A. Podhoreckiego [Delavskyy i in. 1999b, 2002].

W pracy zastosowano metode wiezOw oraz modelowanie prowadzace do $cistego
spetnienia warunkow brzegowych z wykorzystaniem korektorow.

KONSTRUKCJA MODELU WARSTWOWEGO PLYT

Przyjmijmy konfiguracje odniesienia ptyty w postaci Q, = ITx (—%, gj gdzie I1
jest obszarem w R?, a h — gruboscia ptyty. Wspotrzedne punktow obszaru Q oznaczymy

teraz przez (X,, X,, y), tak ze (x,) € I, ¢ = 1,2, y € (—g 9 Przez I1_i I1, oznaczymy

odpowiednio powierzchnie dolna i gérna piyty.

Konstrukcja warstwowego modelu dwuwymiarowego ptyty oparta bedzie na jej dys-
kretyzacji na warstwy. Podzial na warstwy nie musi wynika¢ z jej niejednorodnosci czy
innych cech strukturalnych.

Plyte podzielimy ptaszczyznami réwnolegtymi do ptaszczyzny (x;, X,), przechodzacymi

przez punkty y,,a =0, 1, 2, ..., ¢q, tak ze —% =00 <N < o < Vg =§ (rys. 1).

Acta Sci. Pol.
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Rys. 1. Podziat ptyty na warstwy
Fig. 1. Division of the plate into layers

Otrzymane warstwy oznaczymy przez: Q. =IIxA.,c=1,2,..,¢y =21, gdzie
AC = (Yo, Vo) Z kolei liczby h, =y, —y._, beda grubosciami warstw. Sktadowe przemiesz-
czen c-tej warstwy oznaczymy przez:

k=1,2,3.

c c —
U =”k(x1,x2aJ’)=”k(x1ax23J/) P
(xlsx25y)egc*

MODELOWANIE WARSTWOWE PLYT

Wiezy wewnetrzne

Jezeli ciato materialne nie moze zaja¢ w przestrzeni fizycznej dowolnej konfigura-
cji bedacej obrazem wzajemnie jednoznacznego odwzorowania konfiguracji odniesie-
nia, to méwimy, ze na ciato dzialaja wiezy. Ograniczenia na dowolne potozenie ciata
w przestrzeni fizycznej moga by¢ spowodowane na przyktad warunkami podparcia
ciata na brzegu lub $cisliwoscia materiatu. W pierwszym przypadku wigzy nazwiemy
brzegowymi, a w drugim — wewngetrznymi. Wigzy brzegowe nie odgrywaja istotnej roli
w modelowaniu, z tego powodu zajmiemy si¢ wiezami wewnetrznymi.

W przypadku modelowania warstwowego wigzy na przemieszczenia narzucimy
W warstwie w postaci:

g (X1, %2, ¥) = & (V)i (31, X2); 15 (31, X2, ¥) = 75 (0)V5 (31, x2) (1)

gdzie:i=1,2,..,n,j=1,2,..., moraz funkcje &, ;/j sa funkcjami ksztattu, a funkcje vy,
vj sg funkcjami poszukiwanymi i moga by¢ zalezne migdzy soba.

Bedziemy zmierza¢ do tego, by kazda warstwa byta opisana przez pigc¢ niezaleznych
funkcji okreslonych w I1, ktére oznaczymy przez wy, w°, f, & =1, 2. Pozostate funk-
cje, zwane korektorami, beda tak dobrane, by byty spetnione warunki ciagtosci prze-
mieszczen i naprezen na powierzchniach podziatu ptyty na warstwy. Funkcje te zostana
okreslone jednoznacznie przez poszukiwane funkcje wi,, w°, fi.

W tej sytuacji dla wigzdw (1) przyjmiemy n =6, m = 2 oraz

C C C C C C C C C C
Va0 EWgs VO =W Vos =—flags Ve = f225 Ve =—faa 2
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66 J. Zielinski

Niech ponadto
Va3 = Vi Vas = Visg 3
Whprowadzmy takze zaleznosci migdzy funkcjami ksztattu:
g=&n=(8):n=&) @
gdzie dla dowolnej funkcji g przez g’ oznaczono pochodna g po'y.

Uwzgledniajac warunki (2)—(4), wiezy (1) mozna zapisa¢ nastepujaco:

uf (31, %2, ) = & () (0, %2) + & (V1 (01, x2) + &5 (v (1, 32) =
= &M a0, 1) = & 0V (0, x2) = & W) A0 =15 2 ), )

uy (x1, X2, ¥) = & (W3 (31, %2) + & ()31 (301, x2) + &5 ()52 (31, x2) = (5)
— & O 20, 3) = E VS (v, 1) = & O A2 /5 ), )

5 (1, 320 ) = 76 099 (31 32) + () O9F (i :2) + (&5) 0995 (. )

Wiezy (5) opisuja przemieszczenia warstwy Q° plyty za pomoca pigciu poszukiwa-
nych funkcji w,, w°, £y, szesciu korektorow vy, vy, vg, @ = 1,2 oraz siedmiu funk-
cji ksztattu y5, &, &, i1=1,2, ..., 5.

W dalszym ciagu wyznaczymy zaleznosci miedzy korektorani i funkcjami poszu-
kiwanymi oraz okreslimy funkcje ksztattu. Réwnania skonstruowane w ten sposob
dla pola przemieszczen, po podstawieniu do odksztatcen i naprezen, doprowadza do
réwnan na niewiadome wy,, w°, fy, ktore uzyskamy, korzystajac ze zwiazkéw kon-

3
StytutyWnyCh pOStaCI O = ZBk]u/,[; Oy = B(, (Ml,z + uz,l); O3 = BS (u1,3 + u3,1);
=1

023 = By(up,3 +u3,p), gdzie By, sa statymi (funkcjami) materiatowymi oraz B, =
= By, Bogos = By, Bigis = Bg, Biy, = Bg. W przypadku izotropowym state materiatowe
sarowne By =4 +2u, By =1, k#1,B,=Bs=Bg =, 2>0,4>0.

Oznaczmy naprezenia na brzegu warstwy Q°, ¢ = 2, ..., ¢, — 1, ¢, > 1, w nastepujacy
sposob:

-1, ) c+l
O3 (X1, X2, yeo1) = sy (%, X2); O3 (3, X0, ve) = sy (%1, %) (6)

c c,c+1
> Sk3
QL Q%1 Q. Dlac=1ic=c,naprezenia oy (x, X2, o) i a3 (x1, x2, yg, ) Saréwne

zadanym obciazeniom na dolnej i gornej powierzchni ptyty:

Naprezenia s;; L sa nieznanymi sitami wspotdziatania warstw odpowiednio:

0.1 - oot
s (. x)n) = qi(xp, x2); s (. xo)n = pr(x1, x0) )

gdzie n;, n; sa sktadowymi wersora zewnetrznie normalnego odpowiednio powierzchni
gornej i dolnej ptyty.
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Modelowanie warstwowe niejednorodnych p#yt sprezystych 67

Wyrazmy teraz naprezenia oz, o =1,2,¢=1,2, ..., ¢y, W warstwie Q° przez prze-
mieszczenia, przyjmujac liniowe zwiazki geometryczne.

Podstawiajac przemieszczenia (5) do zwiazkow konstytutywnych oraz zaktadajac dla
Y=Yeu (520 ) (¥e—1) = 0 i wykorzystujac rownanie (6),, otrzymamy:

sty be —p¢ [(fg) (Veo1)W (fs) (Ve 1)( 1=/ ,2) (‘flc)v (Ve1)Vi1 +

+ 70 (Veo1)w* ,1}

. (8)
533 ke [34 (f ) (Ve-1)wh — (55) (yc—l)(flCQ +fzc,1) + (flc) (e-1)va1 +
+ 78 (yc—l)wca2:|
Jezeli (ff)v (ye—1) # 0, wtedy z réwnan (8) mozna wyznaczy¢ korektory vy, va;:
R (&) e () o) a5 ) = K (o)W
YiL = ;
(é:lc) (yc—l)
9)
B (&) Gem) s+ () Gem) (2 )~ 6 )W
V21 = ;
(&) Gen)
gdzie §51¢ = 16316,5;;1’0 = Sgglc, c=2,3.0¢
B 4

Postepujac podobnie z naprezeniami dla y =y, oraz wykorzystujac naprezenia (6),,
otrzymamy kolejne dwa korektory:

S - (E) ot + () G015 )~ 7 e
(&) 0)

VICZ
(10)
S5 (&) s + () A2t 4) = 7 e
(&) 00)

C p—
Vo =

gdzie zatozono, ze (g“l) (v.)=0o0raz (fz")' (»,)#0.

Architectura 13 (2) 2014



68 J. Zielinski

Gdy ¢ = ¢,, to we wzorach (10) nalezy za 5% " podstawi¢ odpowiednio p, = Ran

¢!

5

R
pZ Bjo :
Podstawiajac przemieszczenia (5) do o3, dlay =y, ¢ =1, 2, ..., C,, zgodnie ze

wzorem (6),, oraz przyjmujac (é‘;)"(yc_l)io, po podstawieniu korektorow (10),

mozna wyznaczy¢ korektor vi:

vf'=m{s;3“—(ya)'(ycl)wc—é;'l{fs'(y“)wfpl & o) (B —F )+

& (yc—l) gerle ( ¢ c ¢
+ N ’l fo) (yc 1) 1~ Yo (yc—l) o1 (§5) (yr—])<f] o1 _fz 921) }_
(&) (yc_l)[ ] (11)
- Z§3‘2 {5(; (yc—l ) Woy,— &5 (yc—l)(fl‘("ZZ +fy »12) +
& (yc—l) so-le ( ¢ ¢ ¢ ¢
+ ' ’2 50) (yc—l)WZ’Z =7 (yc—l)w 22 (55) (yc 1)( 1922 +f2 ’12) }}
(":Elc> (yc—l )|: :|
gdzie ponadto zalozono & (v,.,) = & () = & (v..) = (&) (v..,) = 0 oraz
55 = S;:’C c=1,2, .., ¢ s% =g,
W podobny sposdb otrzymamy korektor v; dla powierzchni gérnej (y = . ):
: 1 N s (e :
v, = C §3L3(+] (}/5) (yc)w - B;, {QE(; (yc)wlc’l & ( L)( AT 921)
(&) (yc){
» 5 00) [1 (&) ) wea— ve ()t (&) ) (S —f;’m)]} -
( (12)

)0
{ yc Wh, = & (yc)( o TSy ’12)

§2( ) ~cz+1 c c c c
2 é’o Wy ™ Vo \Ve)Wom fs Ye 922 +f2 512
(é)(c)[ (&) )W = 7o ()W +(E) (S )}H
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Modelowanie warstwowe niejednorodnych p#yt sprezystych 69

gdzie zatozono & (y,) = & (v.) = & (v.) = (& ) (v.)=0,(& ) (».) # 0 oraz oznaczono

Coacot+l
~CosCotl _ P33 co.cotl
S33 = 1833 =P

B3
Podstawiajac wyliczone korektory (9)-(12) do przemieszczen (5), otrzymamy:

g (5 %0,9) = AL ()WL (30,) + A2 (7) W7 () +
A () A (50) A () S (50) +
AL ()W (510) + A7 (0) W5 (310) +
A ()W (203,) + A ()W (20,) +
FA(0) i (5 ) A (3) s (5) + )
A (V) ) 2 (3053,)
5 (0, 30,9) = A2 (V)W (50) + A ()Wl (303) + 47 (0) W (30, +
+A ()W (30,2) + A ()W, (352,) +
A (V) AT () + A7 (0) o (00) + A2 (9) £ (3053,

gdziez=c-1,¢c,c+1.

W réwnaniach (13) indeks & przyjmuje dla a = 1 wartos¢ 2, a dla o = 2 wartos¢ 1,
natomiast macierze A, ktorych sktadniki sa wspétczynnikami przy funkcjach w,, w, f,
oraz ich pochodnych, sa kombinacjami funkcji ksztattu i statych materiatowych. Sa one
zdefiniowane w pracy Zielinskiego [2006], tutaj zostana okreslone dla ptyty dwuwar-
stwowe;j.

Roéwnania modelu warstwowego

W celu wyznaczenia rownan na poszukiwane funkcje w,wi, 1, dlac =2, 3, ...,
Co—1, ¢, > 2, scatkujemy naprezenia otrzymane ze wzorow (13), zgodnie ze wzorami na

sity przekrojowe N, = jam dx;:

X3
x5 5
N, =j012dx3; 0, = _[dex}; M, —IO' xdxy;; M, = Ia,2x3dx3

X3 X3 X3 X3

Ve Ye
przyjmujac dla dowolnej macierzy A nastgpujace oznaczenia: '[ Ady=a, I Aydy=bh.

Ye-1 Ye-1
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70 J. Zielinski

Dla przyktadu sity przekrojowe M, beda rowne:
MIFZ = B(f {(b;)l + bfz) °12 (bm“ + b0“2) °1112 + (b;)nl + b;)zzz)w‘r’lzzz + bTIWIT’Z +
WL (B B )W (B B )Wy (B 4 B) S B+
b42f2 o (b3111 bsllz)fl i (b13222 + bjzzl)flr’lzzz_,r_ (b;uzz +b:121)f21’”22}

Posta¢ pozostatych sit zostata wyznaczona w pracy Zielinskiego [2006].
Podstawiajac wyliczone sity przekrojowe do réwnan:

Naﬂa/j'i-r :Oa Quma+r3:0; M

o

aff Qa+ma =0

gdzie r, = 0,,(~h/2) - 0,,(h/2), m, = x; 0,,(=h/2) - x; 0,,,(h/2), otrzymamy ukiad
réwnan opisujacy wewnetrzne warstwy piyty ¢ = 2, 3, ..., ¢, — 1. Jest to uktad 5(c, — 2)
rownan na niewiadome w*, f, ¢ =1,2,¢=2,3, ..., ¢, — L

Roéwnania dla pierwszej i ostatniej warstwy (c =1,¢,) otrzymamy analogicznie,
z tym ze sity przekrojowe nalezy tutaj wyliczy¢, podstawiajac do przemieszczen korek-
tory z zadanymi obciazeniami powierzchni gérnej i dolnej warstwy.

Funkcje ksztattu

W opisanej konstrukcji modelu warstwowego natozono dotychczas nastepujace wa-
runki na funkcje ksztattu:

& (v)=0 & (r)#0 &()=0 &(v)=0

(&) (e)=0 (&) )=0 (&) 0)=0 (&) ()=0

& (r.)=0 <;>L<y¢.l>¢o & (v)=0 (é:)}yc)io ”
E(o)=0 (&) )20 (&) ()=0 (&) ()=#0

(&) () = 0 (&) (r) =0

(&) (va) =0 & (5)=0

Warunki te sformutowane sa jedynie dla funkcji &, &, &, &;. Przyjmijmy wigc te

funkcje w postaci wielomian6w:
ff(y)=c]y2+bly+al f;(y)=e3y4+a’3y3+c3y2-+-b3y+a3 1)
S =cy' +bhyta, &(y)=ey +dy +cy +by+a,

gdzie wspotczynniki a;, by, ¢;, d;, €, 1 =1, 2, 3, 4, j = 3, 4, nie sa znane. Wystepujace w wa-

runkach (14) nieréwnosci zapiszemy w postaci (é‘l")' (r.)= (é‘z“)‘ (».)= (é")" (r)=

=(&) () =1
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Modelowanie warstwowe niejednorodnych p#yt sprezystych 71

Zadanie znalezienia wspotczynnikéw wystepujacych w funkcjach (15) sprowadzimy
do rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych postaci

a-w=m
utworzonego z warunkow (14) bez uwzgledniania nieréwnosci:

E ()20 &(r) =0 (&) () =0 (&) (v)#0 (16)

Wyznaczajac z rownania a - w = m wspotczynniki w i podstawiajac je do &, &, &,
£; oraz oznaczajac (y, — y,_,) = h,, otrzymamy:

&)= —ﬁ(ﬁ -2y, y+ ) &)= ﬁ(y2 -2y, ,y+y2)

. 1 4 3 2\ .2 2 3 3
&)= W[y ~ (b #3005 #3(ver +32)y = Broyl + )y vl @n
&(y)= #[ﬁ = (3 +2) Y #3020+ v )y = (#3002 yak ]

Nieuwzglednione warunki (16) sa spetnione, gdyz z réwnan (17) otrzymujemy:

O S O L S (O L T TR P

6

Pozostate funkcje, na ktére nie sformutowano zadanych warunkéw, przyjeto w po-
staci:

() =y+l S =ry+2 &)=y +y (18)

Konstrukcja modelu — podsumowanie

Skonstruowany model warstwowy piyt charakteryzuje si¢ tym, ze otrzymany w nim
uktad réwnan rézniczkowych, czastkowych jest uktadem o statych wspétczynnikach. Po-
szukiwane funkcje okreslone sa w obszarze dwuwymiarowym, a warunki obciazeniowe
na powierzchni gornej i dolnej ptyty sa spetnione w sposéb scisty.

Z drugiej jednak strony réwnania modelowe sa takie, ze wypisanie ich nawet dla kil-
ku warstw jest uciazliwe, gdyz wystepuje w nich duza liczba wspétczynnikdw o bardzo
rozbudowanej postaci (np. we wzorach na przemieszczenia (13) wystepuje 88 wspot-
czynnikéw macierzowych A, z ktérych najbardziej rozbudowany jest suma 16 iloczynow
kombinacji funkcji ksztattu i statych materiatowych). Wyznaczenie tych wspétczynni-
kéw prowadzi do duzej liczby prostych operacji rachunkowych, dlatego model ten staje
si¢ wygodny i uzyteczny dopiero po zastosowaniu metod komputerowych.

Do rozwiazywania zagadnien brzegowych w opracowanym modelu zastosowano pa-
kiet MATHEMATICA w wersji 5.0 (nr licencji: L 4611-5501), w ramach ktérego skon-
struowano wilasny program.
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72 J. Zielinski

ROZWIAZANIE DLAPLYTY DWUWARSTWOWEJ
Plyte prostokatna, dla ktorej konfiguracja odniesienia jest rowna (a,, a,)x (b, b,) x
X<_%’ §> podzielimy na dwie warstwy plaszczyzna y = y,, gdzie y, jest dowolnym

punktem z przedziatu (—g, gj Grubosci warstw oznaczymy przez h, i h,, tak wigc

h = h, + h,. Poszukiwanymi funkcjami beda tutaj w*, w.,, f., o = c =1, 2. Rozpatrzy-
my przypadek ptyty jednorodnej oraz przypadek ptyty niejednorodnej warstwowo.
Zat6zmy, ze ptyta jest obciazona na gérnej powierzchni obciazeniem [0, 0, p,], oraz
na dolnej powierzchni obciazeniem [0, O, ga].
Rozwiazemy najpierw uktad réwnan w przypadku obciazenia ptyty tylko na gérnej

. . . X, . TTX,
powierzchni p, = p,sin—=-sin—=.
a

Bedziemy poszukiwac rozwiazan w postaci:

X, . X X, . TX
c — 32C ol 1 2. c — 32C 1 o3 2.
w (x;,x,) = 15 sin—=-sin—=;  wj (x,x,) =7 cos—=sin—=>

>

X, WX X, . X
c _ c o1 1 2. c _ c o1 1 .3 2.
w; (x,,x,) = 75 sin—=cos—=; £ (%, x,) = 775 sin —sin—=;

X, _ Tx
4 _ > 1 2 —
1 (x,x,) =1, cos—-=cos—=, ¢= 1,2

Przyjmijmy a=b=2, h =h, =0,05, E, = E, =20-10°, v, =v, = 0,15, p, =-10,
a nastgpnie wyznaczmy wartosci wspotczynnikéw 7/, i =0, 1, 2, 3, 4. | tak:

Nl =-243,441-10°°; 72 =-2,441-10°; 5’ = -4,963-107°; 77 =—-243,441-10°;
7k =—4,963-10°; 72 =—4,2141-10"; 5} = -466,077-107; 5 =-243,441-10°";
7l =0; 1 =3,441-10"°

Wykresy ugiecia ptyty przedstawiono na rysunku 2.

Strzatka ugigcia wynosi tutaj odpowiednio: dla powierzchni gornej u; = -0,000249169,
wewnetrznej wu,” = -0,000241191, dolnej u; = —0,000232913, oraz ugiecia otrzymanego
w ramach teorii Kirhhoffa-Love’a: u} =-0,000251927. Wida¢ wiec, ze najblizsze roz-
wigzania klasycznego jest ugiecie powierzchni gornej i réznica miedzy nimi wynosi 1%.

Otrzymane rozwiazania pozwalaja wyznaczy¢ naprezenia. Na wykresach 3a, b przed-
stawiono rozklad naprezen o, W srodku ptyty. Wyliczone naprezenia na powierzchni
gornej, wewnetrznej i dolnej ptyty wyznaczaja rozktad liniowy.

Z kolei na rysunku 4a przedstawiono rozktad naprezen o;, w punkcie (0, 0),

a na rysunku 4b — napregzenia o;; W punkcie (0, %] oraz o, W punkcie (%, Oj.
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us
X1 Xo=
0.5 1 15 e
- 0.00005
- 0.0001
-0.00015 Legenda
- 0.0002 — U3
\ / — u}?
-0.00025 ~—=" .
—_— us
- Uk
Rys. 2. Wykresy ugiecia plyty
Fig. 2. Graphs of the deflection of the plate
a b
y y
S11=S S
1ms22 0.05 33 0.05
-365.179 -10
340.154 0 -4.975 0
1022.54 0
-0.05 -0.05

Rys. 3. Rozkiad naprezen: a — o3, = Sy, Opp = Sy, D — 033 = Sag
Fig. 3.  Distribution of stresses: a — oy, = Sy1, Oy = Sy, D — 033 = Sg5

Rozktad naprezenia oy (rys. 3b) ilustruje doktadne spetnienie warunkéw brzegowych
na dolnej i gérnej powierzchni ptyty. Z kolei na rysunkach 3a oraz 4a i 4b zgodnie z ocze-
kiwaniem wida¢, ze naprezenia o5 i 0,3 Sa znacznie mniejsze od oy, 0y, 1 Oy,

W przypadku ptyt dwuwarstwowych niejednorodnych, dla ktdrych wtasnosci pierw-
szej warstwy sa opisane wielkosciami E; = 30 - 10° v, = 0,15 oraz drugiej — wielkosciami
E, =20 - 10°% v, = 0,15, przy h, = h,, wykres przemieszczen u, przedstawiono na rysun-
ku 5. Maksymalne ugiecie zmniejszyto sie tutaj w stosunku do ugiecia ptyty jednowar-
stwowej i wynosi u; = -20,5658-107, uy* =-19,9086-107°, u; =-19,2267-10"".

Architectura 13 (2) 2014



74 J. Zielinski

S12 0.05 S13, S23 0.05

269.054 0

- 252.068 / 0 -47.875 0

-755.79

-0.05 -0.05

Rys. 4. Rozkiad naprezen: a — o3, = Sy, b — 013 = S13, O3 = Sy3
Fig. 4.  Distribution of stresses: a — oy, = S5, b — 073 = Sy3, O3 = Sy3

u3

X2 X1=

0.5 1 1.5

-0.00005

-0.0001

-0.00015 Legenda

-0.0002 | 12

Rys. 5. Wykresy przemieszczen u, ptyty
Fig. 5.  Graphs of the displacements u, of the plate

Wykresy naprezenia oy, o1, 0, dla tego przypadku przedstawiono na rysunku 6.
Wykresy naprezen oy, K = 1, 2, 3 nie zmienity swego charakteru, natomiast wykresy o,
a= =1, 2 nie sg juz liniowe po grubosci ptyty oraz doznaja skoku na powierzchniach
podziatu ptyty na warstwy.
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a b
y
S11=S
1175822 0.05
-358.579
223.372 0
335.52
1181.53
-0.05
c d
y
S
12 0.05
263.73

- 165.784 0

- 873.306

-0.05

Rys. 6.
O3 = S33
Fig. 6.

O3 = Sp3

Rozktad naprezen: a — oy, = Sy, Oy = Sy, b —

75

y
S33 0.05
-10
-5.2359 0
0
-0.05
$13, 23 0.05
0
- 47.4242 0
0
-0.05
O33 = S33, C = O3 = Spp, d = 033 = Sy,

Distribution of stresses: a — 63; = Sy1, Oy = Spp, B — 033 = S35, C — 03p = Sy, d — G153 = Sy,

Dla ptyty niejednorodnej, utworzonej z tych samych materiatdbw co w poprzednim
przyktadzie, ale 0 zmienionych grubosciach warstw h; = 0,08 i h, = 0,02, wykresy napre-

zen oy, przedstawiono na rysunku 7.
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a b
y y
S117522 0.05 s33 0.05
-316.607 \ 10
-94.0433
0.03 \-9.12558
~140.26 \ 0.03
1147.12 0
-0.05 -0.05
c d
S ! Y
12 0.05 $13, 523 0.05
232.71 :
0
68.32
/102'48 0.03 ©25.8077 0.03
- 847.87 0
-0.05 -0.05
Rys. 7. Rozkiad naprezen: a — oy, = Sy1, Oy = Spp B — 033 = S35, C — 03 = Spp, d — 033 = Sy,
) O3 = Sp3
Fig. 7.  Distribution of stresses: a — 0y; = Sy1, O = Spp, D — 033 = S5, C — 015 = Sy, d — 033 = Sy,
O3 = Sp3

W tym przypadku wykresy naprezen o,, i o, sa podobne do naprezen rozpatrywa-
nych na rysunku 6, natomiast wykres naprezen o, jest liniowy w poszczeg6lnych war-
stwach, nie jest jednak liniowy po grubosci catej ptyty.
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PODSUMOWANIE

Skonstruowany model jest modelem dwuwymiarowym, czyli modelem, w ktérym
stan trojwymiarowy przemieszczenia, odksztalcenia i naprezenia ptyty mozna wyzna-
czy¢ po znalezieniu funkcji okreslonych w obszarze dwuwymiarowym. W modelu tym
przemieszczenia ptyty sa aproksymowane przez przemieszczenia rodziny powierzchni
dzielacych ptyte na warstwy. Do konstrukcji modelu wykorzystano metode wigzow we-
wnetrznych.

W celu zapewnienia $cistego spetnienia warunkéw brzegowych na gdrnej i dolnej
powierzchni ptyty zastosowano w wiezach metode korektoréw.

Po wyznaczeniu korektorow wiezy na przemieszczenia sprowadzono do postaci,
w ktorej w kazdej warstwie wystepuje pig¢ poszukiwanych funkcji — parametrow kine-
matycznych. Zmiennos¢ przemieszczen po grubosci opisano za pomoca funkcji ksztattu.
Funkcje te nie sa okreslone w modelu w sposob jednoznaczny, ale musza by¢ znane.
W pracy wyznaczono takie funkcje.

Rdwnania na parametry kinematyczne otrzymano z klasycznych rownan ptyt dla sit
wewngetrznych. Réwnania te wypisuje sie dla kazdej warstwy, co zapewnia ich wiasciwa
liczbe, a posta¢ wiezéw, wyliczone korektory i funkcje ksztattu powoduja ciagtos¢ pol
mechanicznych na powierzchniach podziatu ptyty na warstwy.

Skonstruowany w ten sposdb model zostat zweryfikowany numerycznie. Do uzyska-
nia rozwiazan komputerowych wykorzystano pakiet do obliczen symbolicznych MA-
THEMATICA. W obrebie tego pakietu opracowano program ztozony z modutdw, po-
zwalajacy kontrolowac i weryfikowa¢ wyniki etapowo.

Podsumowujac, mozna stwierdzic:

1. W pracy skonstruowano nowy dwuwymiarowy model ptyt warstwowo niejedno-
rodnych, wygodny do zastosowania technik numerycznych, w ktérym warunki brzegowe
na gornej i dolnej powierzchni sa spetnione w sposdb scisty.

2. Aproksymacja przemieszczen ptyty przez przemieszczenia powierzchni podziatu
ptyty na warstwy (podziatu pomyslanego lub wynikajacego ze struktury niejednorodno-
sci ptyty) pozwala rozwaza¢ takze ptyty grube.

3. Uktad réwnan na niewiadome parametry kinematyczne sktada si¢ z 5n réwnan
rozniczkowych na 5n niewiadomych, gdzie n jest liczba warstw podziatu. W uktadzie
tym nie wystepuje trzecia zmienna przestrzenna (po grubosci ptyty).

4. Skonstruowany program numeryczny zostat zweryfikowany.
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ON THE MODELLING OF NONHOMOGENEOUS ELASTIC PLATES

Summary. The paper presents the solution of layered plates arbitrary load on the upper the
lower surface. It is assumed that the plates can by combination of both orthotropic and iso-
tropic layers and that the division of plates into layers can by nonsymmetric. This model en-
sures continuity of statical and kinematical values on the surface of the division of the plate
into the layers. This can be developed by introduction into the description additional func-
tions called correctors. These functions together with displacements of the division surfaces
and with given functions describing the displacements on the thickness of plate are used for
the construction of the some form of constrains for the three dimensional displacements of
the plate. The method for solutions of composite plates is illustrated by the example of the
three-layered free supported rectangular plate under the load at the upper surface.

Key words: elastic plates, layered plates, constraints, modelling
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