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Streszczenie. W pracy rozwi zano p yty niejednorodne warstwowo, obci one 
w dowolny sposób na powierzchni górnej i dolnej. Zak ada si , e p yta mo e by  
z o ona z warstw zarówno ortotropowych, jak i izotropowych oraz e jej podzia  
na warstwy mo e by  niesymetryczny wzgl dem powierzchni rodkowej. Model 
zapewnia ci g o  wielko ci statycznych i kinematycznych na powierzchniach po-
dzia u p yty na warstwy. Osi ga si  to przez wprowadzenie do opisu dodatkowych 
funkcji, zwanych korektorami. Funkcje te, wraz z przemieszczeniami powierzch-
ni podzia u oraz z zadanymi funkcjami opisuj cymi rozk ad przemieszcze  po 
grubo ci p yty, s u  do skonstruowania pewnej postaci wi zów narzuconych na 
jej trójwymiarowe przemieszczenia. Metod  zilustrowano przyk adami oblicze  
numerycznych dla dwuwarstwowej p yty prostok tnej. 

S owa kluczowe: p yty spr yste, p yty warstwowe, wi zy, modelowanie

WST P

Badane w pracy obiekty materialne s  spr ystymi p ytami niejednorodnymi, nieko-
niecznie cienkimi. Analiza w ramach liniowej teorii spr ysto ci p yt traktowanych jako 
cia a trójwymiarowe jest skomplikowana, st d potrzeba poszukiwania modeli uproszczo-
nych. Znane uproszczone modele p yt to modele dwuwymiarowe, czyli takie, w których 
poszukiwane wielko ci odnosi si  nie do dowolnego punktu trójwymiarowej kon  guracji 
odniesienia, lecz do punktów pewnego dwuwymiarowego obszaru, zwanego powierzch-
ni  rodkow  p yty. Poszukiwane przemieszczenia, odkszta cenia czy napr enia w takim 
uproszczonym modelu zale  nie od trzech, lecz od dwu zmiennych przestrzennych.

Celem pracy jest skonstruowanie takiego modelu p yty, który obejmowa by tak e p y-
ty o redniej grubo ci i grube oraz by warunki brzegowe na górnej i dolnej powierzchni 
p yty by y spe nione w sposób cis y.
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Punktem wyj cia do zrealizowania takiego celu jest opis p yty jako cia a trójwymia-
rowego w ramach liniowej teorii spr ysto ci. Dla tak opisanych p yt wprowadza si  
odpowiednie wi zy na przemieszczenia, wyra aj c je przez przemieszczenia nie jednej 
powierzchni rodkowej p yty, lecz przez przemieszczenia powierzchni dziel cych p yt  
na warstwy.

Zastosowanie metody wi zów wewn trznych do konstruowania modeli uproszczo-
nych w mechanice zaproponowa  w 1973 roku Cz. Wo niak [Wo niak 1973]. Metoda ta 
zosta a rozwini ta w innych jego pracach [Wo niak 1973, 1974, 1984, 1985]. Po 1973 
roku zastosowaniem wi zów wewn trznych w modelowaniu zjawisk mechanicznych 
zajmowali si  m.in. Mazur- niady [1973, 1993] i Utkin [1975], którzy rozwa ali mo-
delowanie pr tów. Warstwowym opisem p yt zajmowali si : Matysiak i Nagórko [1977, 
1988, 1989 1995], Nagórko [1976, 1983] oraz Nagórko i Zieli ski [1998, 1999]. B d 
rozwi za  przybli onych w mechanice cia  z wi zami by  analizowany przez Nagórk  
[1974, 1981, 1982, 1993].

Podsumowaniem prac z tego zakresu jest monogra  a Cz. Wo niaka i M. Kleibera 
z 1982 roku „Nieliniowa mechanika konstrukcji” [Wo niak i Kleiber 2006]. Tam te  
mo na znale  obszerny wykaz literatury.

W latach dziewi dziesi tych XX wieku Delyavskyy [1993, 1995] zastosowa  podob-
ne podej cie do modelowania o rodków spr ystych, stawiaj c jako cel g ówny w kon-
struowanych modelach przybli onych cis e spe nienie warunków brzegowych przez 
wprowadzenie tzw. korektorów. W tym podej ciu parametry kinematyczne opisuj ce 
wi zy nie musz  mie  ju  interpretacji  zycznej i mog  by  zale ne mi dzy sob .

Modele z korektorami dla przemieszcze , w których wykazano cis e spe nienie wa-
runków brzegowych dla belek i p yt ortotropowych, rozwa ano w pracach M. Delavskyy-
ego, M. Krawchuka, W. Nagórki, L. Onyszki [Delavskyy i in. 1999a, 2000b]. Zagadnienie 
czystego zginania p yt i belek o przekroju prostok tnym opisano w pracach M. Delavskyy-
ego, M. Krawchuka, W. Nagórki i A. Podhoreckiego [Delavskyy i in. 1999b, 2002].

W pracy zastosowano metod  wi zów oraz modelowanie prowadz ce do cis ego 
spe nienia warunków brzegowych z wykorzystaniem korektorów.

KONSTRUKCJA MODELU WARSTWOWEGO P YT

Przyjmijmy kon  guracj  odniesienia p yty w postaci , ,
2 2
h h , gdzie 

jest obszarem w R2, a h – grubo ci  p yty. Wspó rz dne punktów obszaru  oznaczymy

teraz przez (x1, x2, y), tak e ( ) , 1, 2, , 
2 2
h hx y . Przez – i + oznaczymy 

odpowiednio powierzchni  doln  i górn  p yty.
Konstrukcja warstwowego modelu dwuwymiarowego p yty oparta b dzie na jej dys-

kretyzacji na warstwy. Podzia  na warstwy nie musi wynika  z jej niejednorodno ci czy 
innych cech strukturalnych.

P yt  podzielimy p aszczyznami równoleg ymi do p aszczyzny (x1, x2), przechodz cymi 

przez punkty 0, 0, 1, 2, ..., ,ay a c  tak e 
00 1  ... 

2 2c
h hy y y  (rys. 1).
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Otrzymane warstwy oznaczymy przez: 0, 1, 2, ..., 1,c c c c  gdzie
c = (yc–1, yc). Z kolei liczby hc = yc – yc–1 b d  grubo ciami warstw. Sk adowe przemiesz-

cze  c-tej warstwy oznaczymy przez:

1 2
1 2 1 2 , ,
, , , , ,  1, 2, 3

c

c c
k k k x x y
u u x x y u x x y k .

MODELOWANIE WARSTWOWE P YT

Wi zy wewn trzne

Je eli cia o materialne nie mo e zaj  w przestrzeni  zycznej dowolnej kon  gura-
cji b d cej obrazem wzajemnie jednoznacznego odwzorowania kon  guracji odniesie-
nia, to mówimy, e na cia o dzia aj  wi zy. Ograniczenia na dowolne po o enie cia a 
w przestrzeni  zycznej mog  by  spowodowane na przyk ad warunkami podparcia 
cia a na brzegu lub ci liwo ci  materia u. W pierwszym przypadku wi zy nazwiemy 
brzegowymi, a w drugim – wewn trznymi. Wi zy brzegowe nie odgrywaj  istotnej roli 
w modelowaniu, z tego powodu zajmiemy si  wi zami wewn trznymi.

W przypadku modelowania warstwowego wi zy na przemieszczenia narzucimy 
w warstwie w postaci:

1 2 1 2 3 1 2 1 2, , , ;   , , , c c c c c c
i i j ju x x y y v x x u x x y y v x x  (1)

gdzie: i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., m oraz funkcje ,c c
i j  s  funkcjami kszta tu, a funkcje c iv ,

c
jv  s  funkcjami poszukiwanymi i mog  by  zale ne mi dzy sob .

B dziemy zmierza  do tego, by ka da warstwa by a opisana przez pi  niezale nych 
funkcji okre lonych w , które oznaczymy przez , ,  ,  = 1, 2.c c cw w f  Pozosta e funk-
cje, zwane korektorami, b d  tak dobrane, by by y spe nione warunki ci g o ci prze-
mieszcze  i napr e  na powierzchniach podzia u p yty na warstwy. Funkcje te zostan  
okre lone jednoznacznie przez poszukiwane funkcje , , .c c cw w f

W tej sytuacji dla wi zów (1) przyjmiemy n = 6, m = 2 oraz

0 0 5 1 16 2 2 26 2 1; ; , ; , ; ,c c c c c c c c c cv w v w v f v f v f  (2)

x

y

yc-1
0

2

h

2

h

hc

Rys. 1.  Podzia  p yty na warstwy
Fig. 1.  Division of the plate into layers
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Niech ponadto

3 1 4 2, ;  ,c c c cv v v v  (3)

Wprowad my tak e zale no ci mi dzy funkcjami kszta tu:

6 5 1 3 2 4;  ;  c c c c c c  (4)

gdzie dla dowolnej funkcji g przez g  oznaczono pochodn  g po y. 

Uwzgl dniaj c warunki (2)–(4), wi zy (1) mo na zapisa  nast puj co:

1 1 2 0 1 1 2 1 11 1 2 2 12 1 2

3 1 1 1 2 4 2 1 1 2 5 1 1 2 2 1 2

, , , , , 

, , , , , , ( , )

c c c c c c c

c c c c c c c

u x x y y w x x y v x x y v x x

y v x x y v x x y f f x x

2 1 2 0 2 1 2 1 21 1 2 2 22 1 2

3 1 2 1 2 4 2 2 1 2 5 1 2 2 1 1 2

, , , , , 

, , , , , , , 

c c c c c c c

c c c c c c c

u x x y y w x x y v x x y v x x

y v x x y v x x y f f x x

(5)

' '
3 1 2 0 1 2 3 1 1 2 4 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  c c c c c c cu x x y y w x x y v x x y v x x

Wi zy (5) opisuj  przemieszczenia warstwy c p yty za pomoc  pi ciu poszukiwa-
nych funkcji ,  ,  ,c c cw w f  sze ciu korektorów 1 2,  ,  ,   = 1, 2c c cv v v  oraz siedmiu funk-
cji kszta tu 0 0,  ,  ,c c c

i  i = 1, 2, ..., 5.
W dalszym ci gu wyznaczymy zale no ci mi dzy korektorani i funkcjami poszu-

kiwanymi oraz okre limy funkcje kszta tu. Równania skonstruowane w ten sposób 
dla pola przemieszcze , po podstawieniu do odkszta ce  i napr e , doprowadz  do 
równa  na niewiadome ,  ,  ,c c cw w f  które uzyskamy, korzystaj c ze zwi zków kon- 

stytu tywnych postaci 
3

12 6 1 2 2 1 13 5 1 3 3 1
1

, ; , , ; , , ;kk kl l l
l
B u B u u B u u

23 4 2 3 3 2, , ,B u u  gdzie Bklmn s  sta ymi (funkcjami) materia owymi oraz Bkkll =
= Bkl, B2323 = B4, B1313 = B5, B1212 = B6. W przypadku izotropowym sta e materia owe 
s  równe Bkk =  +2 , Bkl = , k  l, B4 = B5 = B6 = ,  > 0,  > 0.

Oznaczmy napr enia na brzegu warstwy c, c = 2, ..., c0 – 1, c0 > 1, w nast puj cy 
sposób:

1, , 1
3 1 2 1 1 2 3 1 2 1 23 3, , , ; , , , c c c c c c
k c k ck kx x y s x x x x y s x x  (6)

Napr enia 1, , 1,c c c c
k ks s  s  nieznanymi si ami wspó dzia ania warstw odpowiednio:

c–1, c i c+1. Dla c = 1 i c = c0 napr enia 0
0

1
3 1 2 0 1 23,  ,   i ,  ,  c
k ckx x y x x y  s  równe

zadanym obci eniom na dolnej i górnej powierzchni p yty:

0 00,1 , 1
1 2 1 2 1 2 1 2, , ;   , , c c

l k l kkl kls x x n q x x s x x n p x x  (7)

gdzie ,l ln n  s  sk adowymi wersora zewn trznie normalnego odpowiednio powierzchni 
górnej i dolnej p yty.
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Wyra my teraz napr enia 3 0,   = 1, 2,  = 1, 2, ..., c c c , w warstwie c przez prze-
mieszczenia, przyjmuj c liniowe zwi zki geometryczne.

Podstawiaj c przemieszczenia (5) do zwi zków konstytutywnych oraz zak adaj c dla 
y = yc–1 

'
2 1 0c

cy  i wykorzystuj c równanie (6)1, otrzymamy:

' ' '1,
5 0 1 1 5 1 1 1 2 2 1 1 1113

0 1 1

, ,

          ,

c c c c c c c c c c
c c c

c c
c

s B y w y f f y v

y w

 (8)
' ' '1,

4 0 1 2 5 1 1 2 2 1 1 1 2123

0 1 2

, ,

          ,

c c c c c c c c c c
c c c

c c
c

s B y w y f f y v

y w

Je eli 
'

1 1 0,c
cy  wtedy z równa  (8) mo na wyznaczy  korektory 11 21,c cv v :

' '1,
0 1 1 5 1 1 1 2 2 0 1 113

11 '
1 1

, , ,c c c c c c c c c
c c cc

c
c

s y w y f f y w
v

y

 (9)
' '1,

0 1 2 5 1 1 2 2 1 0 1 223
21 '

1 1

, , ,c c c c c c c c c
c c cc

c
c

s y w y f f y w
v

y

gdzie 
1, 1,

1, 1,13 23
013 23

5 4
, , 2, 3, ..., 

c c c c
c c c c

c c
s s

s s c c
B B

Post puj c podobnie z napr eniami dla y = yc oraz wykorzystuj c napr enia (6)2, 
otrzymamy kolejne dwa korektory:

' ', 1
0 1 5 1 1 2 2 0 113

12 '
2

, , ,c c c c c c c c c
c c cc

c
c

s y w y f f y w
v

y
 (10)

' ', 1
0 2 5 1 2 2 1 0 223

22 '
2

, , ,c c c c c c c c c
c c cc

c
c

s y w y f f y w
v

y

gdzie za o ono, e 
'

1 0c
cy  oraz 

'

2 0c
cy .
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Gdy c = c0, to we wzorach (10) nale y za 0 01,
3
c cs  podstawi  odpowiednio 

0

1
1

5
c
pp
B

,

0

2
2

4
c
pp
B

.

Podstawiaj c przemieszczenia (5) do 33
c , dla y = yc–1, c = 1, 2, ..., c0, zgodnie ze

wzorem (6)1, oraz przyjmuj c 
''

3 1 0c
cy , po podstawieniu korektorów (10),

mo na wyznaczy  korektor vc
1:

'1,
1 33 0 1 31 0 1 1 1 5 1 1 11 2 21''

3 1

' '1 1 1,
13 1 0 1 1 1 0 1 11 5 1 1 11 2 21'

1 1

32 0 1 2 2 5 1 1 22 2 1

1 , , ,

, , , , ,

, , ,

c
c c c c c c c c c c

c c cc
c

c
c c c c c c c c c c

c c cc
c

c c c c c c
c c

v s y w B y w y f f
y

y
s y w y w y f f

y

B y w y f f 2

' '1 1 1,
23 2 0 1 2 2 0 1 22 5 1 1 22 2 12'

1 1

, , , , ,
c

c c c c c c c c c c
c c cc

c

y
s y w y w y f f

y

 (11)

gdzie ponadto za o ono 
''

2 1 3 1 4 1 4 1 0c c c c
c c c cy y y y  oraz

1,
1, 33

33
33

c c
c c

c

ss
B

, c = 1, 2, ..., c0 i 0,1
33 3s q .

W podobny sposób otrzymamy korektor 2
cv  dla powierzchni górnej cy y :

', 1
2 33 0 31 0 1 1 5 1 11 2 21''

4

' '2 , 1
13 1 0 1 1 0 11 5 1 11 2 21'

2

32 0 2 2 5 1 22 2 12

2 ,
23'

2

1 , , ,

, , , , ,

, , ,

c
c c c c c c c c c c

c c cc
c

c
c c c c c c c c c c

c c cc
c

c c c c c c
c c

c
c c c

c
c

v s y w B y w y f f
y

y
s y w y w y f f

y

B y w y f f

y
s

y

' '1
2 0 2 2 0 22 5 1 22 2 12, , , , ,c c c c c c c

c c cy w y w y f f

 (12)
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gdzie za o ono 
''

1 3 4 3 0c c c c
c c c cy y y y , ''

0c
cy  oraz oznaczono

0 0
0 0

0

, 1
, 1 33

33
33

c c
c c

c
ss
B

, 0 0, 1
33 3
c cs p .

Podstawiaj c wyliczone korektory (9)–(12) do przemieszcze  (5), otrzymamy:

0
1 2 1 2 1 2

3 4
1 1 2 2 1 2

11 22
1 1 1 2 2 2 1 2

011 022
11 1 2 22 1 2

311 322
1 11 1 2 1 22 1 2

412
2

, , , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

cu x x y A y w x x A y w x x

A y f x x A y f x x

A y w x x A y w x x

A y w x x A y w x x

A y f x x A y f x x

A y f 12 1 2

0 11 22
3 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

011 022
11 1 2 22 1 2

311 322 412
1 11 1 2 1 22 1 2 2 12 1 2

, ,

, , , , , , ,

, , , ,

, , , , , ,

c

x x

u x x y A y w x x A y w x x A y w x x

A y w x x A y w x x

A y f x x A y f x x A y f x x

 (13)

gdzie 1, , 1c c c .

W równaniach (13) indeks  przyjmuje dla  = 1 warto  2, a dla  = 2 warto  1, 
natomiast macierze A, których sk adniki s  wspó czynnikami przy funkcjach w , w, f  
oraz ich pochodnych, s  kombinacjami funkcji kszta tu i sta ych materia owych. S  one 
zde  niowane w pracy Zieli skiego [2006], tutaj zostan  okre lone dla p yty dwuwar-
stwowej.

Równania modelu warstwowego

W celu wyznaczenia równa  na poszukiwane funkcje , , ,c c cw w f  dla c = 2, 3, ..., 
c0 – 1, c0 > 2, sca kujemy napr enia otrzymane ze wzorów (13), zgodnie ze wzorami na

si y przekrojowe 
3

3

3

x

x

N dx :

3 3 3 3

3 3 3 3

12 12 3 3 3 3 3 12 12 3 3; ; ;
x x x x

x x x x

N dx Q dx M x dx M x dx

przyjmuj c dla dowolnej macierzy A nast puj ce oznaczenia: 
1 1

, .
c c

c c

y y

y y

dy y dyA a A b
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Dla przyk adu si y przekrojowe 12
cM  b d  równe:

01 02 0111 0112 0221 0222 1
12 6 12 1112 1222 1 2

2 111 112 221 222 31 32 41
2 1 1 112 2 122 1 12 2 11

42 3111 3112 3222 3221
2 22 1 1112 1 1

, , , ,

, , , , ,

, , ,

c cM B b b w b b w b b w b w

b w b b w b b w b b f b f

b f b b f b b f 4122 4121
222 2 1122,b b f

Posta  pozosta ych si  zosta a wyznaczona w pracy Zieli skiego [2006].
Podstawiaj c wyliczone si y przekrojowe do równa :

3, 0; , 0; , 0N r Q r M Q m

gdzie 3 3 3 3 3 3/ 2 / 2 , / 2 / 2 ,k k kr h h m x h x h  otrzymamy uk ad 
równa  opisuj cy wewn trzne warstwy p yty c = 2, 3, ..., c0 – 1. Jest to uk ad 05 2c  
równa  na niewiadome 0, , 1, 2, 2, 3, ..., 1c cw f c c .

Równania dla pierwszej i ostatniej warstwy 01,c c  otrzymamy analogicznie, 
z tym e si y przekrojowe nale y tutaj wyliczy , podstawiaj c do przemieszcze  korek-
tory z zadanymi obci eniami powierzchni górnej i dolnej warstwy. 

Funkcje kszta tu

W opisanej konstrukcji modelu warstwowego na o ono dotychczas nast puj ce wa-
runki na funkcje kszta tu:

2 1 1 1 1 2

' ' ' '

2 1 1 1 1 2

' '

3 1 3 1 3 4

'' ' ''

4 1 3 1 3 4

' ''

4 1 3

''

4 1 4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

c c c c
c c c c

c c c c
c c c c

c c c c
c c c c

c c c c
c c c c

c c
c c

c c
c c

y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

y y

y y

 (14)

Warunki te sformu owane s  jedynie dla funkcji 1 2 3 4, , ,c c c c. Przyjmijmy wi c te 
funkcje w postaci wielomianów:

2 4 3 2
1 1 1 1 3 3 3 3 3 3

2 4 3 2
2 2 2 2 4 4 4 4 4 4

c c

c c

y c y b y a y e y d y c y b y a

y c y b y a y e y d y c y b y a
 (15)

gdzie wspó czynniki ai, bi, ci, dj, ej, i = 1, 2, 3, 4, j = 3, 4, nie s  znane. Wyst puj ce w wa-
runkach (14) nierówno ci zapiszemy w postaci 

' ' ''

1 1 2 3 1
c c c

c c cy y y
''

4 1c
cy .



Modelowanie warstwowe niejednorodnych p yt spr ystych                                                      71

Architectura 13 (2) 2014

Zadanie znalezienia wspó czynników wyst puj cych w funkcjach (15) sprowadzimy 
do rozwi zania uk adu równa  algebraicznych postaci

a · w = m

utworzonego z warunków (14) bez uwzgl dniania nierówno ci:

' '

1 1 2 3 1 40; 0; 0; 0c c c c
c c c cy y y y  (16)

Wyznaczaj c z równania a · w = m wspó czynniki w i podstawiaj c je do 1 2 3, , ,c c c  
4
c  oraz oznaczaj c 1c c cy y h , otrzymamy:

2 2 2 2
1 2 1 1

4 3 2 2 2 3 3
3 1 1 1 12

4 3 2 2 3 2 3
4 1 1 1 1 1 12

1 12 ; 2
2 2

1 3 3 3
6

1 3 3 3
6

c c
c c c c

c c

c
c c c c c c c c c c

c

c
c c c c c c c c c c

c

y y y y y y y y y y
h h

y y y y y y y y y y y y y y y
h

y y y y y y y y y y y y y y y
h

 (17)

Nieuwzgl dnione warunki (16) s  spe nione, gdy  z równa  (17) otrzymujemy:

' '

1 1 2 3 1 4; ; ;
2 2 6 6

c c c cc c c c
c c c c

h h h h
y y y y

Pozosta e funkcje, na które nie sformu owano zadanych warunków, przyj to w po-
staci:

2 3
0 0 51; 2;c c cy y y y y y y  (18)

Konstrukcja modelu – podsumowanie

Skonstruowany model warstwowy p yt charakteryzuje si  tym, e otrzymany w nim 
uk ad równa  ró niczkowych, cz stkowych jest uk adem o sta ych wspó czynnikach. Po-
szukiwane funkcje okre lone s  w obszarze dwuwymiarowym, a warunki obci eniowe 
na powierzchni górnej i dolnej p yty s  spe nione w sposób cis y.

Z drugiej jednak strony równania modelowe s  takie, e wypisanie ich nawet dla kil-
ku warstw jest uci liwe, gdy  wyst puje w nich du a liczba wspó czynników o bardzo 
rozbudowanej postaci (np. we wzorach na przemieszczenia (13) wyst puje 88 wspó -
czynników macierzowych A, z których najbardziej rozbudowany jest sum  16 iloczynów 
kombinacji funkcji kszta tu i sta ych materia owych). Wyznaczenie tych wspó czynni-
ków prowadzi do du ej liczby prostych operacji rachunkowych, dlatego model ten staje 
si  wygodny i u yteczny dopiero po zastosowaniu metod komputerowych.

Do rozwi zywania zagadnie  brzegowych w opracowanym modelu zastosowano pa-
kiet MATHEMATICA w wersji 5.0 (nr licencji: L 4611-5501), w ramach którego skon-
struowano w asny program.
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ROZWI ZANIE DLA P YTY DWUWARSTWOWEJ

P yt  prostok tn , dla której kon  guracja odniesienia jest równa 1 2 1 2, ,a a b b  

,
2 2
h h , podzielimy na dwie warstwy p aszczyzn  y = y1, gdzie y1 jest dowolnym

punktem z przedzia u ,
2 2
h h . Grubo ci warstw oznaczymy przez h1 i h2, tak wi c

h = h1 + h2. Poszukiwanymi funkcjami b d  tutaj , , , 1, 2c c cw w f c . Rozpatrzy-
my przypadek p yty jednorodnej oraz przypadek p yty niejednorodnej warstwowo.

Za ó my, e p yta jest obci ona na górnej powierzchni obci eniem [0, 0, p3], oraz 
na dolnej powierzchni obci eniem [0, 0, q3].

Rozwi emy najpierw uk ad równa  w przypadku obci enia p yty tylko na górnej

powierzchni 1 2
3 0 sin sinx xp p

a b
.

B dziemy poszukiwa  rozwi za  w postaci:

1 2 1 2
1 2 0 1 1 2 1

1 2 1 2
2 1 2 2 1 1 2 3

1 2
2 1 2 4

, sin sin ; , cos sin ;

, sin cos ; , sin sin ;

, cos cos , 1, 2

c c c c

c c c c

c c

x x x xw x x w x x
a b a b
x x x xw x x f x x
a b a b
x xf x x c
a b

Przyjmijmy 6
1 2 1 2 1 2 02, 0,05, 20 10 , 0,15, 10a b h h E E p ,  

a nast pnie wyznaczmy warto ci wspó czynników , 0, 1, 2, 3, 4c
i i . I tak:

1 6 2 6 1 6 2 6
0 0 1 1

1 6 2 6 1 6 2 6
2 2 3 3

1 2 6
4 4

243,441 10 ; 2,441 10 ; 4,963 10 ; 243, 441 10 ;

4,963 10 ; 4,2141 10 ; 466,077 10 ; 243,441 10 ;

0; 3,441 10

Wykresy ugi cia p yty przedstawiono na rysunku 2.
Strza ka ugi cia wynosi tutaj odpowiednio: dla powierzchni górnej 3 0,000249169u ,

wewn trznej 1,2
3 0,000241191u , dolnej 3 0,000232913u , oraz ugi cia otrzymanego 

w ramach teorii Kirhhoffa-Love’a: 3 0,000251927Ku . Wida  wi c, e najbli sze roz-
wi zania klasycznego jest ugi cie powierzchni górnej i ró nica mi dzy nimi wynosi 1%.

Otrzymane rozwi zania pozwalaj  wyznaczy  napr enia. Na wykresach 3a, b przed-
stawiono rozk ad napr e  kk w rodku p yty. Wyliczone napr enia na powierzchni 
górnej, wewn trznej i dolnej p yty wyznaczaj  rozk ad liniowy.

Z kolei na rysunku 4a przedstawiono rozk ad napr e  12 w punkcie (0, 0),

a na rysunku 4b – napr enia 13 w punkcie 0,
2
b

 oraz 23 w punkcie , 0
2
a .
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Rys. 2. Wykresy ugi cia p yty
Fig. 2. Graphs of the deflection of the plate
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0

y
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Rys. 3. Rozk ad napr e : a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33
Fig. 3. Distribution of stresses: a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33

a b

Rozk ad napr enia 33 (rys. 3b) ilustruje dok adne spe nienie warunków brzegowych 
na dolnej i górnej powierzchni p yty. Z kolei na rysunkach 3a oraz 4a i 4b zgodnie z ocze-
kiwaniem wida , e napr enia 13 i 23 s  znacznie mniejsze od 11, 22 i 12.

W przypadku p yt dwuwarstwowych niejednorodnych, dla których w asno ci pierw-
szej warstwy s  opisane wielko ciami E1 = 30 · 106, v1 = 0,15 oraz drugiej – wielko ciami 
E2 = 20 · 106, v2 = 0,15, przy h1 = h2, wykres przemieszcze  u3 przedstawiono na rysun-
ku 5. Maksymalne ugi cie zmniejszy o si  tutaj w stosunku do ugi cia p yty jednowar-
stwowej i wynosi 5

3 20,5658 10u , 1,2 5
3 19,9086 10u , 5

3 19,2267 10u .
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Rys. 5. Wykresy przemieszcze  u3 p yty
Fig. 5. Graphs of the displacements u3 of the plate

Wykresy napr enia kk, 12, 3 dla tego przypadku przedstawiono na rysunku 6. 
Wykresy napr e  k3, k = 1, 2, 3 nie zmieni y swego charakteru, natomiast wykresy , 

 =  = 1, 2 nie s  ju  liniowe po grubo ci p yty oraz doznaj  skoku na powierzchniach 
podzia u p yty na warstwy.
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0

s 13, s23 0.05
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a b

Rys. 4. Rozk ad napr e : a – 12 = s12, b – 13 = s13, 23 = s23
Fig. 4. Distribution of stresses: a – 12 = s12, b – 13 = s13, 23 = s23
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Rys. 6. Rozk ad napr e : a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33, c – 12 = s12, d – 13 = s13, 
23 = s23

Fig. 6. Distribution of stresses: a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33, c – 12 = s12, d – 13 = s13,
23 = s23 
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Dla p yty niejednorodnej, utworzonej z tych samych materia ów co w poprzednim 
przyk adzie, ale o zmienionych grubo ciach warstw h1 = 0,08 i h2 = 0,02, wykresy napr -
e  kl przedstawiono na rysunku 7.
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W tym przypadku wykresy napr e   i  s  podobne do napr e  rozpatrywa-
nych na rysunku 6, natomiast wykres napr e   jest liniowy w poszczególnych war-
stwach, nie jest jednak liniowy po grubo ci ca ej p yty.

Rys. 7. Rozk ad napr e : a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33, c – 12 = s12, d – 13 = s13, 
23 = s23

Fig. 7. Distribution of stresses: a – 11 = s11, 22 = s22, b – 33 = s33, c – 12 = s12, d – 13 = s13,
23 = s23
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PODSUMOWANIE

Skonstruowany model jest modelem dwuwymiarowym, czyli modelem, w którym 
stan trójwymiarowy przemieszczenia, odkszta cenia i napr enia p yty mo na wyzna-
czy  po znalezieniu funkcji okre lonych w obszarze dwuwymiarowym. W modelu tym 
przemieszczenia p yty s  aproksymowane przez przemieszczenia rodziny powierzchni 
dziel cych p yt  na warstwy. Do konstrukcji modelu wykorzystano metod  wi zów we-
wn trznych.

W celu zapewnienia cis ego spe nienia warunków brzegowych na górnej i dolnej 
powierzchni p yty zastosowano w wi zach metod  korektorów.

Po wyznaczeniu korektorów wi zy na przemieszczenia sprowadzono do postaci, 
w której w ka dej warstwie wyst puje pi  poszukiwanych funkcji – parametrów kine-
matycznych. Zmienno  przemieszcze  po grubo ci opisano za pomoc  funkcji kszta tu. 
Funkcje te nie s  okre lone w modelu w sposób jednoznaczny, ale musz  by  znane. 
W pracy wyznaczono takie funkcje.

Równania na parametry kinematyczne otrzymano z klasycznych równa  p yt dla si  
wewn trznych. Równania te wypisuje si  dla ka dej warstwy, co zapewnia ich w a ciw  
liczb , a posta  wi zów, wyliczone korektory i funkcje kszta tu powoduj  ci g o  pól 
mechanicznych na powierzchniach podzia u p yty na warstwy.

Skonstruowany w ten sposób model zosta  zwery  kowany numerycznie. Do uzyska-
nia rozwi za  komputerowych wykorzystano pakiet do oblicze  symbolicznych MA-
THEMATICA. W obr bie tego pakietu opracowano program z o ony z modu ów, po-
zwalaj cy kontrolowa  i wery  kowa  wyniki etapowo.

Podsumowuj c, mo na stwierdzi :
1. W pracy skonstruowano nowy dwuwymiarowy model p yt warstwowo niejedno-

rodnych, wygodny do zastosowania technik numerycznych, w którym warunki brzegowe 
na górnej i dolnej powierzchni s  spe nione w sposób cis y.

2. Aproksymacja przemieszcze  p yty przez przemieszczenia powierzchni podzia u 
p yty na warstwy (podzia u pomy lanego lub wynikaj cego ze struktury niejednorodno-
ci p yty) pozwala rozwa a  tak e p yty grube.

3. Uk ad równa  na niewiadome parametry kinematyczne sk ada si  z 5n równa  
ró niczkowych na 5n niewiadomych, gdzie n jest liczb  warstw podzia u. W uk adzie 
tym nie wyst puje trzecia zmienna przestrzenna (po grubo ci p yty).

4. Skonstruowany program numeryczny zosta  zwery  kowany.
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ON THE MODELLING OF NONHOMOGENEOUS ELASTIC PLATES

Summary. The paper presents the solution of layered plates arbitrary load on the upper the 
lower surface. It is assumed that the plates can by combination of both orthotropic and iso-
tropic layers and that the division of plates into layers can by nonsymmetric. This model en-
sures continuity of statical and kinematical values on the surface of the division of the plate 
into the layers. This can be developed by introduction into the description additional func-
tions called correctors. These functions together with displacements of the division surfaces 
and with given functions describing the displacements on the thickness of plate are used for 
the construction of the some form of constrains for the three dimensional displacements of 
the plate. The method for solutions of composite plates is illustrated by the example of the 
three-layered free supported rectangular plate under the load at the upper surface.

Key words: elastic plates, layered plates, constraints, modelling

Zaakceptowano do druku – Accepted for print: 5.06.2014


