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ROZWI ZANIE ZAMKNI TE FIZYCZNYCH 
W A CIWO CI STATYKI PROSTOK TNEGO WYCINKA 
POW OKI O KSZTA CIE WALCA KO OWEGO

Roman Misiak 
Warszawa

Streszczenie. Artyku  dotyczy prostok tnego wycinka pow oki o kszta cie walca ko o-
wego; zawiera rozwi zanie zamkni te spe niaj ce dowolny uk ad warunków brzegowych  
na wszystkich brzegach wycinka pow oki. W rozwi zaniu obliczono wynikaj ce z teorii 
pow ok wszystkie przemieszczenia i si y wewn trzne w dowolnych przekrojach konstruk-
cji. Wielko ci si  wewn trznych spe niaj  warunki równowagi wewn trznej i zewn trznej. 
Rozpatrzono wycinki pojedyncze oparte na belkach oraz wycinki (sklepienia) wieloprz -
s owe równie  oparte na belkach.

S owa kluczowe: wycinek pow oki ko owej, pow oka ko owa, sklepienie dachowe, wielo-
komorowy zbiornik ko owy, u ebrowany cylinder, stropodach

WST P

W artykule przedstawiono rozwi zanie zamkni te statyki pow oki prostok tnej wy-
ci tej z walca ko owego (która dalej b dzie nazywana „wycinkiem pow oki ko owej”), 
spe niaj ce dowolny uk ad warunków brzegowych na wszystkich brzegach pow oki. 
W rozwi zaniu obliczono wynikaj ce z teorii pow ok wszystkie przemieszczenia i si y 
wewn trzne w dowolnych przekrojach konstrukcji. Wielko ci si  wewn trznych spe -
niaj  warunki równowagi zapisane w uk adzie równa  (5), które podaje Flugge [1972, 
s. 22]. Poza tym sprawdzono równowag  reakcji si  dzia aj cych na brzegi pow oki 
z sum  obci enia; w wyniku otrzymano dowód, e suma rzutów si  brzegowych jest 
równa obci eniu.

Na podstawie przeanalizowanych wyników oraz porównania oblicze  z przyk adami 
zawartymi w pracach Flugge [1972] i Girkmann [1957] oceniono, e otrzymane rozwi -
zanie mo na stosowa  w projektowaniu wycinka prostok tnego pow oki ko owej.
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Okazane dalej rezultaty niniejszego opracowania s  dowodem, e rozwi zanie 
spe nia dowolny uk ad warunków brzegowych na wszystkich brzegach. Aby umo liwi  
rozwi zanie uk adu równa  warunków brzegowych na kraw dziach prostych (  = 0 
i  = 0), przyj to, e trzy takie grupy równa  b d  spe nione matematycznie jedynie 
w po owie d ugo ci tych kraw dzi. Ocen  poprawno ci takiego przyj cia jest warto  
redniej dok adno ci (ca ki krzywych) przylegania funkcji zale nych od zmiennej x, 

wchodz cych do tych trzech grup równa . Natomiast pozosta a czwarta grupa, zawieraj ca 
warunki dotycz ce momentów zginaj cych m (x; =0, = 0) = 0 lub przemieszcze  równych 
zeru (je eli tego typu grupa wyst puje), spe nia te warunki dla dowolnej zmiennej x.

Warto ci redniej dok adno ci przylegania funkcji zale nych od zmiennej x otrzymuje 
si  w postaci stosunków funkcji wchodz cych do warunków brzegowych dotycz cych: 
skr cenia belki (ds0), przemieszczenia poziomego (ds1), ugi cia pionowego (ds2),  
napr enia lub odkszta cenia (ds3).

Jako dok adno  wystarczaj c  do zastosowania w praktyce przyj to, e wyniki 
redniego przylegania wykresów funkcji zale cych od zmiennej x zwi zanych z wa-

runkami brzegowymi na kraw dziach prostych b d  w granicach 0,85 < dsn < 1,15.
Oczywi cie nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyj  bardziej rygorystyczny wa-

runek ni  powy szy i otrzyma  wi ksz  dok adno  wyników; zwi zane to jest jednak 
z ograniczeniem zastosowania przedstawionego rozwi zania, albowiem nie wszyst-
kie (dowolne) proporcje danych doprowadz  do oczekiwanych wyników dok adno ci. 
Warunki brzegowe na kraw dziach krzywych (dla x = 0 i x = lp – rys. 1) s  spe nione 
dok adnie na ca ej d ugo ci zmiennej . Mo na równie  wprowadzi  inne warunki brze-
gowe oraz inne obci enie ni  opisane i post powa  wed ug analogicznych zasad.

Przekrój poprzeczny i pod u ny schematu konstrukcji sklepienia dachowego oraz do-
datni kierunek obci enia i dodatnie kierunki jego sk adowych pokazano na rysunku 1. 
Mo na stosowa  belki nie tylko o przekroju prostok tnym, lecz tak e o przekroju dowol-
nym, z dowolnego materia u konstrukcyjnego. Pow oka równie  mo e by  zaprojekto-
wana z dowolnego materia u konstrukcyjnego.

Rys. 1.  Schemat konstrukcji sklepienia dachowego
Fig. 1.  Arch roof construction scheme
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RÓWNOWAGA SI  I PRZEMIESZCZE

Równania równowagi

Si y i momenty s  funkcjami przemieszcze , musz  wi c spe nia  trzy pierwsze wa-
runki równowagi podane przez Flugge [1972, s. 221], albowiem czwarty warunek jest 
to samo ci  [s. 230].

Uk ad równa  równowagi:

0xx
x

nn
a p
x

 (1-1)

 (1-2)

 (1-3)

gdzie: a – promie  powierzchni rodkowej w pow oce,
 nx – si a normalna, równoleg a do osi x,
 n x – si a cinaj ca, równoleg a do osi x,
 n  – si a normalna, równoleg a do osi ,
 nx  – si a cinaj ca, równoleg a do osi ,
 m  – moment zginaj cy, równoleg y do osi ,
 mx  – moment skr caj cy, równoleg y do osi ,
 m x – moment skr caj cy, równoleg y do osi x,
 mx – moment zginaj cy, równoleg y do osi x.

Stan b onowy pod wp ywem obci enia g1 równomiernie roz o onego 

W stanie b onowym wyst puj  jedynie si y: n 0, nx0, nx 0, n x0.
Sk adowe obci enia, zgodnie z rysunkiem 1, maj  posta : pr = g1cos , p  = g1sin , 

pr = g1w02, gdzie:   = 0 – , w02 = cos 0 cos  + sin 0 sin ,  

Si y b onowe maj  posta  (3)–(16) [Flugge 1972, s. 135], a przemieszczenia (3)–(24) 
[s. 145]. Po wprowadzeniu wielko ci sk adowych obci enia otrzymano: 

si y b onowe
n 0 = g1aw02, nx0 = –g1a2V21( )w02,  n x0 = nx 0

przemieszczenia b onowe

–

–
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gdzie:
 

 lp – d ugo  tworz cej,
 

 E – modu  spr ysto ci materia u pow oki,
 

Stan b onowo-zgi ciowy 

Rozwi zanie równania Girkmanna. Równanie ró niczkowe (1215) [Girkmann 
1957, s. 524] uproszczono do postaci:

8 4 8 6 4
8 4 4

8 4 8 6 44 2 0r r r r rw w w w wa a
x x

 (2)

a nast pnie rozwi zano.Rozwi zanie dotyczy pow oki cienkiej, zatem powinien by  spe -
niony warunek U  20, gdzie  (t – grubo  przekroju pow oki).

Stosuj c metod  rozdzielenia zmiennych, przewiduje si  rozwi zanie w postaci:

 (3)



Rozwi zanie zamkni te  zycznych w a ciwo ci statyki...                                                      33

Architectura 12 (4) 2013

Po podstawieniu zale no ci (3) do równania (2), a nast pnie po przekszta ceniach otrzy-
mano dwa równania ró niczkowe zwyczajne, których rozwi zania przyjmuj  posta :

w1 = C1f1 + C2f2 + C3f3 + C4f4 (4-1)

w2 = w21 + w22 (4-2)

gdzie: w21 = C9j1 + C10j2 + C11j3 + C12j4, w22 = C13j5 + C14j6 + C15j7 + C16j8,
 C1–C16 – sta e okre lane z warunków brzegowych, 
 f1 = e cos , f2 = e sin , f3 = e– cos , f4 = e– sin ,
 j1 = e cos , j2 = e sin , j3 = e– cos , j4 = e– sin ,
 j5 = e 1 cos 1 , j6 = e 1 sin 1 , j7 = e– 1 cos 1 , j8 = e– 1 sin 1 ,

 
  – wspó czynnik Poissona materia u pow oki,

  = o ,  

 m – liczba cz ci podzia u okr gu ko a, m – parzyste ca kowite,
 

  41 1 2 1
2 2

B B

 

Przemieszczenie promieniowe, dodatnie, w kierunku zewn trznym. Funkcja 
b onowo-zgi ciowa przemieszczenia promieniowego w zawiera dwie cz ci: b onow  
i zgi ciow  (3). Przyj to rozwi zanie zawieraj ce rozdzielenie zmiennych w postaci 
iloczynu sum b onowo-zgi ciowych. Takie rozwi zanie zapewni spe nienie warunków 
brzegowych na wszystkich kraw dziach pow oki:

 (5-1)

gdzie: W = w11( )w20( ), w11( ) = w01 + w1, w20( ) = w02 + w2.
Funkcja zgi ciowa wz powinna mie  tak  posta , aby zapewnia a sile n  spe nienie 

na kraw dziach: x = 0 i x = lp warunków brzegowych n ( =0,1) = 0. Si a n  b dzie wyzna-
czona z równania równowagi (1-3). Zale no  powinna by  przystosowana do spe nienia 
równa  równowagi zawieraj cych obci enie sta e wzgl dem zmiennej x, zatem wiel-
ko  w01( =0,1) = 1 (spowoduje przyj cie postaci zgi ciowej w kierunku x: w10 = 1 + w1. 
Zale no   funkcji zgi ciowej jest równie  dostosowana do spe nienia równa  równowagi 
zawieraj cych obci enie zmienne wzgl dem zmiennej , zatem b dzie to zale no  w20.
W rezultacie:

2
1

10 20z
g aw w w
Et

 (5-1)
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W domenie autora (www.powlokiwybrane.pl) udowodniono, e rozwi zania (5-1) 
i (5-1z) spe niaj  warunki brzegowe na wszystkich kraw dziach pow oki, warunki rów-
nowagi wewn trznej (równania 1-1, 1-2, 1-3) oraz warunek równowagi obci enia i re-
akcji podporowych.

Uogólnione si y wewn trzne. Momenty zginaj ce mx i m  otrzymuje si  w wyniku 
podstawienia (5-1z) do równania (1195) [Girkmann 1957, s. 516]. Po przyj ciu m x = mx  
otrzymano z równania równowagi (1-3) wielko ci n  i mx . Z równania równowagi (1-2) 
wyznaczono nx , a na podstawie równania (1212/5) [Girkmann 1957, s. 523] otrzymano 
nx , a z równania równowagi (1-1) – wielko  nx.

Wyznaczenie si  n , mx , nx  i nx z równa  (1) oznacza, e uk ad równa  równowagi 
si  i przemieszcze  (1) jest spe niony.

Si y poprzeczne przyj to w postaci:  a roz-

pór: ( 0,1) 1 0 0 ( 0,1)( cos sin ) .RH g a N Q

Do dalszych operacji zastosowano si y zgi ciowe: n z = n  – n 0, nxz = nx – nx0, 

nx z = nx  – nx 0, ,

oraz m , mx, m x = mx .

Sk adowe przemieszczenia powierzchni rodkowej (u, v i p)

u = u0 + uz, v = v0 + vz

gdzie: uz – wed ug Girkmann [1957, s. 523] z zale no ci (1195/1) i (1195/2), podstawia-
         j c wz, vz z równania (1195/3) uproszczonego w funkcji wz [s. 524],
 u – przemieszczenie wzd u  tworz cej, dodatnie w kierunku rosn cych x,
 v – przemieszczenie wzd u  okr gu o promieniu a, dodatnie w kierunku rosn cych .

K t obrotu pow oki wed ug równania (1013) [Girkmann 1957, s. 447]: 

ROZWI ZANIA SZCZEGÓLNE

Powy sze rozwi zanie zastosowano do wycinka prostok tnego pow oki ko owej pod 
obci eniem g1 po czonego na kraw dziach prostych monolitycznie z belkami oraz 
podpartego na kraw dziach ko owych przegubowo-przesuwnie równolegle do kraw dzi 
prostych i nieprzesuwnie wzd u  kraw dzi ko owych. Rozwi zanie tego przypadku z kil-
ku wariantami po czenia kraw dzi prostych z belkami, porównania wyników oblicze  
z przyk adami zawartymi w pracach Flugge [1972] i Girkmann [1957] oraz szczegó y 
dotycz ce wy ej podanego tekstu czytelnik znajdzie w domenie autora: www.powloki-
wybrane.pl.

Jeden z wariantów zareprezentowano na rysunku 2 
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METODYKA BADA

Badania przeprowadzono w postaci oblicze  przyk adów wed ug danych w pracach 
Flugge [1972] i Girkmann [1957], a nast pnie porównano otrzymane wyniki. Poza tym 
dokonano innych oblicze , które udowodni y prac  przestrzenn  konstrukcji.

WYNIKI BADA

Z porównania wyników oblicze  w przewa aj cej wi kszo ci przypadków [www.po-
wlokiwybrane.pl, rozdz. 3 „Rozwi zanie zamkni te …” , poz. 5.2.] otrzymuje si  zgod-
no  rz dów wielko ci i kszta tu wykresów si  i napr e  wewn trznych.

Z niektórych przyk adów obliczeniowych (z wykresów rzutów si  brzegowych na 
p aszczyzny pionowe) dotycz cych konstrukcji elbetowej wynika, e bywaj  pow oki 
pod obci eniem grawitacyjnym wyrywane z podpór ko owych na odcinku na przyk ad  

oraz wyrywane z naro ników i rozci gane w rejonach naro ników. Efek-

tem wyrywania pow oki z fragmentów podpór ko owych w przypadku 0 = 90° i  

mo e by  wyst pienie rozci gaj cej si y po udnikowej w opisanym wy ej odcinku. Na-

tomiast w przypadku 0 = 20° i , dotycz cym pow oki usytuowanej mi dzy 

s siednimi, belka mo e by  w ca ym przekroju poprzecznym prawie równomiernie roz-
ci gana, a górna cz  przekroju poprzecznego pow oki jest stref  ciskan . Oznacza to, 
e ca a konstrukcja staje si  belk  przestrzenn , czego dowodzi rozk ad si  podporowych: 

kraw dzie ko owe przenosz  oko o 80%, a kraw dzie proste przenosz  oko o 20% ob-
ci enia.

Rys. 2.  Wykresy si  wewn trznych i napr e
Fig. 2.  Diagrams of internal forces and stresses



36                                                                                                                                            R. Misiak

Acta Sci. Pol.

W przypadku pow oki skrajnej w konstrukcji wieloprz s owej po czonej monoli-

tycznie z belkami ( 0 = 90° i ) wyst puje zjawisko zwi kszenia momentu 

zginaj cego belk  skrajn  w stosunku do zginania belki wewn trznej, co jest wp ywem 
skr cenia belki skrajnej (belka wewn trzna jest jedn  z dwóch belek przylegaj cych teo-
retycznie do siebie). Okazuje si , e w belce skrajnej moment wyznaczony z ca kowania  
krzywej ugi cia pionowego jest 3,68 razy wi kszy ni  w belce wewn trznej. W zwi zku 
z tym rozk ad obci enia na kraw dzie konstrukcji jest nast puj cy: koliste – 65,42%,
prosta skrajna – 21,94%, prosta wewn trzna – 12,64%. Stosunek obci enia kraw -
dzi skrajnej do obci enia kraw dzi wewn trznej jest równy 1,73. Stosunek momentu 
zginaj cego belk  skrajn  do momentu zginaj cego belk  wewn trzn  spowodowany 
tylko obci eniem pionowym (g1) jest równy 1,61, co jest zbli one do warto ci 1,73. 
Pozosta a cz  z warto ci 3,68 zale y od wspó pracy pow oki z belk , to znaczy od 
wp ywu si y stycznej (Tx) wyst puj cej na styku pow oki z belk . Wynika z tego, e 
wspó praca pow oki z belk  przyczynia si  do znacznego zmniejszenia momentu zgi-
naj cego belk  w przypadku, gdy belka nie jest jednocze nie skr cana. Inaczej mówi c 
– skr canie belki podczas zginania powoduje zwi kszenie momentu zginaj cego w belce. 

Inny przypadek pow oki skrajnej dla 0 = 20° i  opisuje zmian  kierun-

ku poziomego momentu zginaj cego belk  skrajn  w rejonie bliskim podparcia belki 
(  = 0,085), spowodowan  zmian  kierunku oddzia ywania rozporu pow oki.

Jedno ze zjawisk wyst puj cych w rejonach naro ników opisanych wy ej jest znane 
w przypadku p yt prostok tnych opartych na obwodzie – rozci ganie p yty w rejonach 
naro ników [Kobiak i Stachurski 1973, s. 495] i wyrywanie naro ników [Girkmann 1957, 
s. 197]. Z tych zjawisk wynika, e w przypadku konstrukcji  elbetowej te rejony powin-
ny by  dozbrojone lub pogrubione, a w przypadku konstrukcji stalowej rejony naro ni-
kowe powinny by  przygotowane na przej cie napr e  oko o czterokrotnie wi kszych 
(dla przyj tych w przyk adach stosunków wymiarów) ni  w pozosta ej cz ci pow oki. 
Poza tym nale y zauwa y , e ekstremalna si a równole nikowa wyst puje przewa nie 
w przekroju bliskim kraw dzi ko owej (  < 0,1), a nie w po owie rozpi to ci tworz cej.

PODSUMOWANIE

G ówn  zalet  przedstawionego rozwi zania jest fakt, e jest ono zamkni te, 
w przeciwie stwie do znanych opracowa  Flugge [1972] i Girkmann [1957], w których 
do rozwi zania zastosowano szeregi Fouriera. Szeregi u yto w takiej postaci, aby wa-
runki brzegowe na kraw dziach x = 0 i x = l by y ju  spe nione, co umo liwia spe nie-
nie warunków brzegowych na pozosta ej parze brzegów [Girkmann 1957, s. 538 i 539]. 
W wy ej wymienionych  opracowaniach wielko ci si  wewn trznych i napr e  w prze-
kroju pow oki wyznaczono jedynie w po owie jej rozpi to ci. Do szeregów Fouriera 
wprowadzono  pierwsz  harmoniczn  nh = 1, co jest za ma o, aby uzyska  dok adne 
rozwi zanie zagadnienia [Flugge 1972, s. 280]; jednocze nie na zmniejszenie dok adno-
ci oblicze  wp yn o przyj cie warto ci wspó czynnika Poissona  = 0. Poza tym, aby 
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uzyska  wystarczaj c  dok adno  wyników, nale y wprowadza   nast pne warto ci nh, 
co znacznie wyd u a czas pracy i jednocze nie nie daje pewno ci, e jest to dok adno  
wystarczaj ca.  Zastosowanie szeregów Fouriera Flugge [1972] uzasadnia nast puj co 
„Nie uda o si  nam dotychczas (…) przy u yciu tak prostych rodków matematycznych 
znale  rozwi zania, które spe ni oby dowolny uk ad warunków brzegowych na wszyst-
kich brzegach pow oki prostok tnej wyci tej z walca ko owego” [s. 250].

Równie  zastosowanie metody elementów sko czonych wypada gorzej ni  rozwi -
zanie zamkni te, albowiem metoda ta daje wyniki „w obszarze”, a nie „w punkcie”. Od-
no nie do metody elementów sko czonych istotna ocena znajduje si  w PN-EN 1992-
1-1: 2004 [s. 57, poz. 5.1.1, p. (1)]: „Jednak e metody oblicze  (np. metoda elementów 
sko czonych) stosowane do pewnych szczególnych elementów daj  raczej napr enia, 
odkszta cenia i przemieszczenia ni  si y wewn trzne i momenty. Do odpowiedniego 
sprawdzenia konstrukcji na podstawie tych wyników nale y stosowa  metody specjal-
ne”. Niniejsze rozwi zanie jest w a nie tak  metod  specjaln . Natomiast w punkcie (2) 
[poz. 5.1.1] wy ej wymienionej normy podano, e w pobli u podpór, co oznacza w roz-
patrywanej konstrukcji – w rejonach naro ników pow oki i w pobli u  podpór belek – „... 
s  niezb dne analizy lokalne”, co jest zapewnione i dokonywane w przedstawionym tu 
rozwi zaniu.

Je eli nale y zaprojektowa  sklepienie dachowe, stropodach lub strop albo pow ok  
u ebrowan  lub wielokomorowy zbiornik ko owy, to mo na zastosowa  przedstawione 
rozwi zanie. W ten sposób mo na tak e zaprojektowa  u ebrowany cylinder o konstruk-
cji metalowej lub z tworzywa sztucznego, obci ony ci nieniem wewn trznym lub ze-
wn trznym, jak na przyk ad konstrukcj  kad uba samolotu pokazan  schematycznie na 
rysunku 3. 

Rys. 3. Schemat u ebrowanego cylindra
Fig. 3.  Ribbed cylinder scheme
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W przypadku wielokomorowego zbiornika ko owego (rys. 4) nale y to rozwi zanie 
uzupe ni  stanem b onowym i zgi ciowym pod wp ywem obci enia ci nieniem cieczy 
lub materia em sypkim oraz wprowadzi  odpowiednie warunki brzegowe. 

Na rysunku 5 pokazano przyk ad stropodachu opartego na belkach i ramach elbeto-
wych – mo e to by  te  konstrukcja stalowa.

Rys. 4.  Przekrój wielokomorowego zbiornika
Fig. 4.  Cross-section of a multi-chamber tank

Rys. 5.  Stropodach oparty na belkach i ramach
Fig. 5.  Ciling roof supported by beams and frames
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CLOSED SOLUTION OF STATIC PHYSICAL PROPERTIES 
OF A RECTANGULAR SECTION OF SHELL SHAPE OF A CIRCULAR 
CYLINDER 

Abstract. The study provides a solution that meets closed system boundary conditions on 
all edges of the shell.The solution is calculated under the theory of shells and all displace-
ments and internal forces in any cross-section can be found. The size of the internal forces 
complies with the internal and external equilibrium.
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