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DYNAMIKA MOSTU SOLIDARNO CI W P OCKU

Wojciech Gilewski, Andrzej Kasprzak
Politechnika Warszawska, Warszawa

Streszczenie. W pracy przedstawiono analiz  dynamiczn  mostu podwieszonego w P ocku 
(mostu Solidarno ci). Do oblicze  zbudowano model metod  elementów sko czonych przy 
wykorzystaniu programu SOFISTIK. Jako podstaw  do analizy dynamicznej wykonano 
obliczenia cz sto ci drga  w asnych i postaci drga . Analiz  drga  nieustalonych przepro-
wadzono metod  Newmarka i metod  superpozycji modalnej. Porównano obie te metody 
pod k tem kosztu oblicze . Podano, przy jakich warunkach mo na z powodzeniem stoso-
wa  metod  superpozycji modalnej. 

S owa kluczowe: dynamika budowli, mosty, metoda elementów sko czonych

WST P

Przedmiotem pracy jest modelowanie obiektu mostowego w celu wykonania anali-
zy dynamicznej. Zbudowano model MES mostu, dokonano analizy modalnej oraz wy-
konano obliczenia efektów oddzia ywania dynamicznego na model za pomoc  metody 
Newmarka, jako przyk adu metody bezpo redniego ca kowania równa  ruchu, oraz za 
pomoc  metody superpozycji modalnej.

Analizowano most Solidarno ci przez Wis  w P ocku. Obiekt jest mostem drogo-
wym o dwóch pasach ruchu w ka d  stron  wraz z chodnikami po obu stronach pomostu. 
Zosta  on zaprojektowany jako element wschodniego obej cia drogowego miasta. cz-
na d ugo  obiektu mostowego wraz z estakadami i mostem nad terenami zalewowymi 
wynosi 1712 m. Najwa niejsz  – nurtow  cz  przeprawy – stanowi most podwieszony 
(rys. 1). Jest to dwupylonowa konstrukcja o rozpi to ciach teoretycznych prz se  wyno-
sz cych odpowiednio 60 + 60 + 375 + 60 + 60 m, co daje czn  rozpi to  wynosz c  
615 m. Co istotne, podpory przedskrajne s u  jedynie dodatkowemu kotwieniu kon-
strukcji i pracuj  na wyrywanie, równowa c ci ar i obci enia z prz s a nurtowego.
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Rys. 1.  Schemat mostu Solidarno ci w P ocku
Fig. 1.  Scheme of the Solidarity Bridge in P ock

Pomost, o ci g ym schemacie statycznym, jest swobodnie podparty na przyczó kach 
i podporach s siaduj cych z prz s em nurtowym oraz podwieszony do dwóch pylonów 
typu „I”, wysoko ci 63,67 m ka dy, za pomoc  28 par ci gien u o onych w niesymetrycz-
nym uk adzie wachlarzowym. Stalowe pylony zosta y utwierdzone w pomo cie. Maj  
one przekrój skrzynkowy, usztywniony teownikami (rys. 2). Przenoszenie si  pionowych 
z pomostu (poza odrywaniem) oraz swoboda przesuwu konstrukcji zosta y zapewnione 
przez 12 o ysk (po 3 na podporze). Pomost zosta  skonstruowany jako trzykomorowy 
przekrój skrzynkowy z p yt  ortotropow . Wysoko  przekroju wynosi 3,5 m, nato-
miast ca kowita szeroko  (wraz ze wspornikami) – 27,5 m. Wewn trz skrzynki roz-
mieszczone s  kratownicowe st enia poprzeczne. W strefach podporowych i strefach 
zakotwie  zastosowano przepony pe no cienne. Na mo cie znajduj  si  dwie jezdnie, 
szeroko ci 8,80 m ka da, dwa chodniki po obu stronach pomostu, po 2,50 m ka dy, oraz 
pas rozdzia u szeroko ci 2,50 m. Przekrój skonstruowano ze stali Fe 510 DD (18G2A).

Rys. 2.  Przekrój poprzeczny pomostu [Chró cielewski i in. 2007]
Fig. 2.  Cross-section of the deck [Chró cielewski at al. 2007]

MODEL SKO CZENIE ELEMENTOWY

Celem pracy by o zbudowanie mo liwie prostego modelu MES [Hughes 1987, Zien-
kiewicz i Taylor 2006] obiektu, dobrze odwzorowuj cego charakterystyki dynamiczne 
rozpatrywanej konstrukcji, zwi zane z drganiami skr tnymi i gi tymi pomostu w p asz-
czy nie pionowej (podwieszenia). Drgania w p aszczy nie poziomej (pomostu) nie by y 
brane pod uwag . Taki typ modelu pozwala na badanie odpowiedzi konstrukcji na ob-
ci enia dynamiczne zwi zane z ruchem taboru (np. przejazd pojazdu przez dylatacj , 
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nierówno  nawierzchni, hamowanie pojazdu). Nie jest jednak odpowiedni do bada  
zwi zanych z obci eniami dynamicznymi dzia aj cymi w poprzek obiektu (np. dzia a-
nie wiatru, uderzenie boczne pojazdu w barier ).

Modelowanie wykonano w programie SOFiSTiK 23. Zbudowano model w prze-
strzeni trójwymiarowej. Pylon zbudowano z elementów pr towych typu „non-confor-
ming Timoshenko beam” [DYNA 2007], dwuw z owych, de  niuj c zmienn  geometri  
przekrojów w programie, który na tej podstawie wyznaczy  ich parametry geometryczne. 
Za pomoc  mody  kacji ci aru w asnego materia u konstrukcyjnego w poszczególnych 
przekrojach w elementach modeluj cych pylon uwzgl dniono dodatkowy ci ar prze-
pon, eber i zakotwie  lin podwieszenia. Ka da para lin zosta a zamodelowana poje-
dynczym elementem pr towym, nieprzenosz cym ciskania. Pomost zosta  zbudowany 
z czterow z owych elementów pow okowych typu „Mindlin-Reissner” [DYNA 2007]. 
Wzd u  pomostu wyodr bniono 16 rodzajów przekrojów poprzecznych, o sta ych grubo-
ciach blach. Podzielono równie  sam przekrój poprzeczny na 9 symetrycznie rozmiesz-

czonych sekcji. W ten sposób uzyskano siatk  fragmentów pomostu o danej u rednionej 
sztywno ci gi tnej. Na podstawie tych sztywno ci wyznaczono grubo ci pow okowych 
elementów sko czonych w poszczególnych fragmentach pomostu. Grubo ci elementów 
dobrano w ten sposób, aby w kierunku zginania w p aszczy nie pionowej sztywno  
p ytowa elementów pow okowych odpowiada a sztywno ci gi tnej belek o przekroju wy-
odr bnionym w danym fragmencie pomostu. Ci ar w asny elementów materia u u yte-
go do modelowania pomostu zmody  kowano, uwzgl dniaj c ci ar elementów niekon-
strukcyjnych i wyposa enia obiektu.

W ten sposób powsta  model odzwierciedlaj cy rozk ad masy w konstrukcji mostu 
oraz rozk ad sztywno ci zwi zanej ze zginaniem w p aszczy nie pionowej, co uznano za 
wystarczaj ce dla oblicze  dynamicznych z punktu widzenia celu, jaki postawiono przed 
modelowaniem. Model MES przedstawiono na rysunku 3.

Rys. 3.  Model MES – SOFISTIK
Fig. 3.  FEM model – SOFISTIK
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ANALIZA DYNAMICZNA

W programie obliczeniowym SOFISTIK wyznaczono cz sto ci i postaci drga  w a-
snych za pomoc  metody Lanczosa. W tabeli 1 zestawiono cz stotliwo ci drga  w asnych, 
a na rysunku 4 przedstawiono wybrane postacie drga . Otrzymane wyniki s  zgodne 
z badaniami do wiadczalnymi [Chró cielewski i in. 2007].

Tabela 1.  Cz stotliwo ci drga  w asnych
Table 1.  Natural vibration frequencies
Nr
No Posta  drga  – Eigen-mode Cz stotliwo  – Frequency  [Hz]

1 1. gi tna pionowa / 1st bending vertical 0,374
2 gi tna pylonu I / bending of pylon I 0,484
3 gi tna pylonu II / bending of pylon II 0,484
4 2. gi tna pionowa / 2nd bending vertical 0,536
5 3. gi tna pionowa / 3rd bending vertical 0,780
6 1. skr tna / 1st torsional 1,111
7 4. gi tna pionowa / 4th bending vertical 1,127
8 5. gi tna pionowa / 5th bending vertical 1,597
9 6. gi tna pionowa / 6th bending vertical 2,130

10 2. skr tna / 2nd torsional 2,227

                             Posta  1                                                                Posta  2 
                                Mode 1                                                                 Mode 2 

                               Posta  6                                                                 Posta  10 
                               Mode 6                                                                  Mode 10 

Rys. 4. Wybrane postaci drga  w asnych
Fig. 4. Selected eigen-forms
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W celu porównania metody Newmarka, jako jednej z metod bezpo redniego ca kowa-
nia równa  ruchu, oraz metody superpozycji modalnej obliczono efekty oddzia ywania 
3 obci e  dynamicznych. W obliczeniach pomini to t umienie i ci ar w asny konstruk-
cji. Obliczenia wykonano przy ró nych rodzajach obci e  dynamicznych – wybrane 
wyniki przedstawiono poni ej. 

Rozwa ono obci enie dzia aniem 4 si  skupionych przy o onych w s siaduj cych 
w z ach konstrukcji w 1/4 rozpi to ci prz s a nurtowego, w odleg o ci 9,37 m od osi 
pomostu. Funkcj  warto ci obci enia przedstawiono na rysunku 5.

Rys. 5.  Rozk ad funkcji obci enia w czasie
Fig. 5.  Load distribution in time

Przy za o onym czasie i charakterze zmienno ci funkcji obci enia jej warto  odpo-
wiada sile koniecznej do wyhamowania masy 1,0 t, spadaj cej z wysoko ci 30 m.

Obliczenia odpowiedzi konstrukcji wykonano przy wykorzystaniu metody Newmarka 
bezpo redniego ca kowania równa  ruchu, o parametrach  = 0,50 i  = 0,25. Ze wzgl du 
na du  szybko  zmian obci enia przyj to krok czasowy oblicze , wynosz cy 0,02 s.

Charakter odpowiedzi konstrukcji jest w pewnym stopniu chaotyczny – na podstawie 
uzyskanych wyników przemieszcze  w poszczególnych krokach czasowych nie mo na 
jednoznacznie skojarzy  charakteru drga  z konkretnymi postaciami drga  w asnych. 
Poni ej przedstawiono przemieszczenia konstrukcji w kroku czasowym 0,10 i 0,40 s. 
Rysunek 6 pokazuje pocz tek drga , kiedy oddzia ywanie ma charakter lokalny – drga-
nia nie obj y jeszcze ca ej konstrukcji, natomiast rysunek 7 ukazuje z o ono  drga  po 
ustabilizowaniu obci e .

W celu pó niejszego porównania sporz dzono wykresy przemieszcze  pionowych 
w z ów w funkcji czasu. Na rysunku 8 przedstawiono przemieszczenia w z ów przekroju 
poprzecznego w rodku rozpi to ci prz s a nurtowego – kolorem czarnym w z a rod-
kowego, kolorami zielonym i czerwonym w z ów po lewej i prawej stronie pomostu. Na 
rysunku 9 przedstawiono przemieszczenia w z a pod jedn  z si  skupionych.
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Rys. 6.  Przemieszczenia konstrukcji po czasie t = 0,10 s (powi kszone 8000 razy)
Fig. 6.  Displacements of the structure after t = 0,10 s (expanded 8000 times)

Rys. 7.  Przemieszczenia konstrukcji po czasie t = 0,40 s (powi kszone 8000 razy)
Fig. 7.  Displacements of the structure after t = 0,40 s (expanded 8000 times)

Podobne obliczenia przeprowadzono za pomoc  metody superpozycji modalnej 
(MSM). Metoda ta w tym przypadku mo e by  efektywna w znaczeniu kosztu (czasu) 
oblicze , jedynie przy wykorzystaniu redukcji bazy wektorów w asnych. W omawia-
nych obliczeniach sterowano parametrem M, oznaczaj cym liczb  wektorów w asnych 
uwzgl dnionych w obliczeniach.  

Na podstawie wizualizacji wyników przemieszcze  stwierdzono, e obci enie wy-
wo uje drgania o trudnym do okre lenia, skomplikowanych charakterze. Dzieje si  tak za 
spraw  du ej szybko ci zmienno ci obci enia oraz miejsca jego przy o enia. Nie jest 
mo liwe atwe wyró nienie pewnych postaci drga , zbli onych do postaci drga  w a-
snych. Zatem, co istotne z punktu widzenia efektywno ci metody superpozycji modalnej, 
nie mo na opisa  drga  jako sumy kilku pierwszych postaci drga  w asnych. Mechanizm 
dzia ania metody superpozycji modalnej mo na przeanalizowa , przygl daj c si  przed-
stawionym wykresom przemieszcze . 
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Rys. 8.  Metoda Newmarka, rozk ad przemieszcze  w z ów w czasie
Fig. 8.  Newmark method, distribution of nodal displacements in time

M = 1  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 1 Distribution of selected nodal displacements in time

Rys. 9.  Metoda superpozycji modalnej, zale no  wyników od liczby M
Fig. 9.  Method of modal superposition, dependence of the results on M
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M = 4  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 4 Distribution of selected nodal displacements in time

 

M = 5  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 5 Distribution of selected nodal displacements in time

Rys. 9, cd.     Metoda superpozycji modalnej, zale no  wyników od liczby M
Fig. 9, cont.  Method of modal superposition, dependence of the results on M
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M = 6  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 6 Distribution of selected nodal displacements in time

             e

M = 10  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 10 Distribution of selected nodal displacements in time

Rys. 9, cd.    Metoda superpozycji modalnej, zale no  wyników od liczby M 
Fig. 9, cont.  Method of modal superposition, dependence of the results on M 
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M = 30  Rozk ad wybranych przemieszcze  w z ów w czasie
M = 30 Distribution of selected nodal displacements in time

Rys. 9, cd.    Metoda superpozycji modalnej, zale no  wyników od liczby M
Fig. 9, cont.  Method of modal superposition, dependence of the results on M

Przy M = 1, czyli przy uwzgl dnieniu jedynie pierwszej, gi tnej postaci drga , prze-
mieszczenia w z ów okre lone s  tylko przez takie w a nie drgania. Dla rozpatrywanych 
w rozwa aniach w z ów, nie zmienia si  to a  do M = 4, bo druga i trzecia posta  drga  
w asnych dotyczy drga  pylonów. Poniewa  czwartej cz sto ci drga  w asnych odpowia-
da druga posta  gi tna mostu, wi c przy M = 4 wykres przemieszcze  w z ów rodkowe-
go przekroju nie ulega znacz cej mody  kacji (druga posta  drga  gi tnych jest postaci  
antysymetryczn ), natomiast wykres przemieszcze  w z a pod jedn  z si  skupionych 
staje si  superpozycj  funkcji przemieszcze  w z a przy pierwszej i drugiej postaci drga  
gi tnych (z odpowiednimi wagami). Przy M = 5 (uwzgl dnienie trzeciej postaci drga  
gi tnych – posta  symetryczna) do wszystkich wykresów zostaje dodana kolejna funk-
cja ugi cia. Jednak poniewa  jeszcze nie zosta a uwzgl dniona adna z postaci drga  
skr tnych pomostu, wi c ugi cia ca ego przekroju pomostu s  niemal identyczne. Zró -
nicowanie uzyskuje si  dopiero dla M = 6, poniewa  s  to drgania skr tne, natomiast 
nie ulegaj  mody  kacji przemieszczenia w z a  znajduj cego si  w osi pomostu. Dal-
szy wzrost warto ci liczby M powoduje dodawanie kolejnych postaci drga  w asnych. 
W tabeli 2 przedstawiono porównanie wybranych wyników maksymalnych przemiesz-
cze  badanych w z ów.
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Tabela 2. Wp yw liczby M na wyniki oblicze  metod  superpozycji modalnej
Table 2.   The in  uence of M for the results in the mathod of modal superposition

Liczba cz sto ci 
 Number 

of eigenvales

Maksymalne przemieszczenie – Maximal displacement [mm]
Przekrój rodkowy – Middle cross-section pod si

under forcestrona lewa 
left side

rodek 
midside

strona prawa 
right side

1 2,40 2,39 2,40 1,06
4 2,41 2,40 2,41 3,50
5 3,64 3,59 3,64 4,77
6 4,80 3,59 5,17 5,20
8 5,05 3,78 5,12 5,34
15 5,20 3,98 5,15 5,11
20 5,69 4,00 5,06 4,91
30 5,59 4,00 5,16 4,86

Newmark 5,61 3,91 5,30 4,89

Kolejne postaci drga  w asnych – o coraz wy szych cz sto ciach, s  coraz trudniej 
wzbudzane, dlatego wyniki uzyskane metod  superpozycji modalnej s  zbie ne do sko -
czonych warto ci. Otwarte pozostaje pytanie, jak przyjmowa  warto  liczby M, aby uzy-
ska  satysfakcjonuj ce wyniki. W tym przypadku czas oblicze  obu metod by  podobny 
przy M równym oko o 15, natomiast wyniki oblicze  przy takiej warto ci mog  nie by  
satysfakcjonuj ce.

Brak dok adno ci przy ma ym M wynika ze skomplikowanego charakteru wzbudzo-
nych drga . Podstawowym powodem tego stanu s : krótki czas zmienno ci obci enia 
w stosunku do okresu drga  w asnych odpowiadaj cych pierwszym postaciom drga  
oraz miejsce jego przy o enia. W celu sprawdzenia tej tezy do obiektu przy o ono inne 
obci enia. Pierwsze sprawdzenie polega o na przy o eniu si y skupionej o takiej samej 
funkcji warto ci w czasie jak wcze niej, ale w w le przekroju rodkowego, po prawej 
stronie. W tym wypadku, poniewa  obci enie znalaz o si  w miejscu maksymalnych 
ugi  gi tnych postaci drga  w asnych, wi c mo na przewidzie , e efekt oddzia ywania 
b dzie zale ny od nieparzystych (symetrycznych) postaci drga  gi tych (M = 1, 5, 8, …) 
oraz nieparzystych (symetrycznych) postaci drga  skr tnych (M = 6, …). 

W tym przypadku uzyskano satysfakcjonuj c  zbie no  wyników ju  przy M = 6, 
czyli jedynie po uwzgl dnieniu dwóch pierwszych nieparzystych postaci drga  gi tych i 
pierwszej postaci drga  skr tnych.

Drugie sprawdzenie polega o na wyd u eniu okresu zmienno ci obci enia z 0,2 s na 
1,2 s. Warto  i miejsce (4 si y w 1/4 rozpi to ci) pozosta y bez zmian.

Równie  w tym przypadku uzyskano bardzo dobr  zbie no  wyników ju  przy
M = 6, szczególnie w rodku rozpi to ci prz s a rodkowego, a wi c w miejscu najwi k-
szych przemieszcze  w pierwszych nieparzystych postaciach drga  w asnych.
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PODSUMOWANIE

 Wyniki  oblicze    otrzymanych  za   pomoc   opracowanego  modelu  MES  s  zgod-
ne  z badaniami do wiadczalnymi. Uprawnia to do stosowania tego modelu do oblicze  
drga  nieustalonych. Porównuj c wyniki uzyskane za pomoc  dwu rozwa anych metod, 
mo na stwierdzi , e w badanym przypadku metoda superpozycji modalnej mo e by  
korzystna pod wzgl dem kosztów oblicze , pod warunkiem e charakter drga  mo e 
by  okre lony przez superpozycj  przemieszcze  zwi zanych z kilkoma pierwszymi po-
staciami drga  w asnych. W innym przypadku nie mo na zastosowa  dostatecznie du-
ej (z punktu widzenia oszcz dno ci) redukcji bazy wspó rz dnych uogólnionych. Me-

toda mo e okaza  si  nieskuteczna, je li tempo zmian obci enia b dzie zbyt wysokie 
w stosunku do cz sto ci drga  w asnych. Niekorzystna b dzie te  sytuacja, gdy miejsce 
przy o enia obci enia b dzie daleko od miejsc ekstremalnych ugi  pierwszych postaci 
drga  w asnych, jednak w zastosowaniach in ynierskich, w których zazwyczaj celem 
oblicze  jest wyznaczenie maksymalnych ugi  konstrukcji, taka sytuacja nie powinna 
nast pi .
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DYNAMICS OF SOLIDARITY BRIDGE IN P OCK

Abstract. Dynamic analysis of a cable-stayed bridge in P ock (Solidarity Bridge) has been 
considered. Finite element model was used in the frame of the SOFISTIK Programme. 
Free vibration modes are calculated as a base for the analysis. Dynamic transient analysis 
was done by the Newmark method as well as the method of modal superposition. The two 
methods have been compared from the point of view of the cost of analysis. Conditions of 
the successful use of modal superposition were de  ned.   
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