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ZASTOSOWANIE CI GÓW I PRZYPÓR SPOSOBEM 
NA REDYSTRYBUCJ  PRZEMIESZCZE  I MOMENTÓW 
ZGINAJ CYCH W MONOLITYCZNYCH ZBIORNIKACH 
PROSTOPAD O CIENNYCH1

Wies aw Buczkowski
Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki oblicze  statycznych zbiornika prostopad o-
ciennego uzyskane metod  numeryczn  – metod  wariacyjnego uj cia ró nic sko czo-

nych. W obliczeniach uwzgl dniono przestrzenny charakter pracy statycznej oraz wspó -
prac  konstrukcji z pod o em spr ystym. W dalszej cz ci pokazano, w jaki sposób mo na 
doprowadzi  do przegrupowania przemieszcze  cian oraz momentów zginaj cych w po-
szczególnych partiach zbiornika. Przedstawiono to na przyk adzie zastosowania ci gu 
spinaj cego przeciwleg e ciany oraz przez zastosowanie przypór podpieraj cych d u sze 
ciany w rodku ich rozpi to ci. 

S owa kluczowe: zbiorniki prostopad o cienne, przestrzenna praca statyczna, metoda ró -
nic sko czonych

WST P

Zbiorniki prostopad o cienne o konstrukcji elbetowej s  szeroko stosowane w prze-
my le, oczyszczalniach cieków, stacjach uzdatniania wody itp. Ze wzgl du na to, i  
od tego typu konstrukcji wymaga si  szczelno ci, wykonuje si  je przewa nie jako mo-
nolityczne. Zbiorniki prostopad o cienne o monolitycznej konstrukcji charakteryzuj  si  
przestrzenn  prac  statyczn , co oznacza, e obci enie jednego fragmentu konstrukcji 
wywo uje przemieszczenia i si y wewn trzne w ca ej konstrukcji, równie  w obszarach 
bezpo rednio nieobci onych. Takie konstrukcje s  bardzo wra liwe na wszelkiego ro-
dzaju uproszczenia obliczeniowe, w zwi zku z czym nie powinno si  ich oblicza  me-
todami, które nie uwzgl dniaj  ich przestrzennej pracy statycznej [Buczkowski 1992, 
1998]. Niestety w praktyce projektowej do rozwi zywania problemów statyki zbiorni-
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ków prostopad o ciennych nadal cz sto stosowane s  metody uproszczone. Jedna z nich 
polega na traktowaniu zbiornika jako z o onego z pojedynczych p yt dwukierunkowo 
zginanych. Opis tej metody podaj  liczni autorzy [Gawro ski 1953, K o  i in. 1961, D -
browski i in. 1982, Stachowicz i Ziobro  1986, Kobiak i Stachurski 1991, Grabiec 1999]. 
Dla ka dej z p yt sk adowych z odpowiednich tablic podanych w literaturze [Ulickij i 
in. 1959, Timoshenko i Woinowsky-Krieger 1963, Stiglat/Wippel 1973, Bare  1979] dla 
przyj tego schematu statycznego i typu obci enia okre la si  momenty zginaj ce. 

Obliczone w ten sposób momenty podporowe (kraw dziowe) nale y nast pnie wy-
równa , na przyk ad metod  Crossa lub wed ug wskazówek podanych w pracy zbiorowej 
pod redakcj  Mitzela [1966].

Drug , powszechnie stosowan  metod , jest metoda Crämera, której szczegó owy 
opis mo na znale  w licznych pracach, mi dzy innymi Crämera [1952], K osia i innych 
[1961], Stachowicza i Ziobronia [1986], Kobiaka i Stachurskiego [1991] oraz Grabca 
[1999]. W metodzie tej zbiornik rozpatruje si  jako przestrzenny uk ad ramowy. Istota 
metody polega na takim rozdziale obci enia dzia aj cego na my lowo wyci te ramy, 
poziom  i pionow , aby ich ugi cia w miejscu wzajemnego przeci cia by y identyczne. 

Inne metody, które mo na nazwa  obliczaniem wed ug modeli jednowymiarowych, 
dotycz  zbiorników niskich oraz wysokich. Dla zbiorników niskich i du ych w planie 
obliczenia przeprowadza si  jak dla murów oporowych, natomiast dla zbiorników wy-
sokich wycina si  my lowo poziome ramy zamkni te i dla nich wykonuje obliczenia. 
W obydwu ostatnich metodach nale y dodatkowo uwzgl dni  zaburzenia przy kraw -
dziach – pionowej i poziomej. 

adna z wymienionych powy ej metod nie uwzgl dnia przestrzennego charakteru 
pracy konstrukcji, jak równie  nie daje mo liwo ci okre lenia wp ywu zmian stosunków 
grubo ci poszczególnych cian i dna na prac  ca ego ustroju. Wp yw taki, jak wyka-
zali Buczkowski i inni [1981], istnieje. W metodzie Crämera, poza innymi powszech-
nie znanymi mankamentami, nie mo na okre li  momentów zginaj cych w ustroju, na 
przyk ad  od obci enia równomiernego dzia aj cego na dno. W celu podkre lenia trud-
no ci wyst puj cych przy obliczaniu zbiorników prostopad o ciennych, jako ustrojów 
przestrzennych, zacytowano fragmenty zaczerpni te z dwóch najbardziej licz cych si  
w kraju monogra  i dotycz cych tego zagadnienia. W podr czniku Kobiaka i Stachurskie-
go „Konstrukcje elbetowe” [1991] czytamy: „ cis e analityczne uj cie pracy zbiorników 
prostok tnych o monolitycznym po czeniu cian bocznych z dnem jest zagadnieniem 
do  trudnym. Stosowane powszechnie metody oblicze  statycznych oparte s  na za o e-
niach, które tylko w przybli eniu odpowiadaj  rzeczywistym warunkom pracy zbiornika. 
Zbiorniki prostok tne pracuj  jako uk ady przestrzenne, tak wi c np. nie mo na rozpatry-
wa  cian pionowych czy p yty dennej w oderwaniu od pozosta ych cz ci uk adu, gdy  
nie odpowiada to rzeczywistej pracy konstrukcji. Spotykane niekiedy traktowanie uk adu 
jako zespo u poziomych ram p askich, nieuwzgl dniaj ce wp ywu po czenia cian pio-
nowych, z dnem, równie  nie obrazuje rzeczywistego przebiegu momentów zginaj cych 
ani si  pod u nych (w poszczególnych elementach konstrukcji), powsta ych od dzia a-
j cych na zbiornik obci e . Najbardziej w a ciwe jest analityczne ujmowanie pracy 
zbiornika prostok tnego wg teorii spr ysto ci. Punktem wyj cia jest tu ogólne równanie 
ró niczkowe powierzchni rodkowej ugi cia p yty (…). Zbiornik jest wi c traktowany 
jako uk ad p yt, w którym wzajemne ich oddzia ywanie czyni zado  warunkom ci -



Zastosowanie ci gów i przypór sposobem na redystrybucj ...                                                       19

Architectura 10 (4) 2011

g o ci”. Natomiast D browski, Stachurski i Zieli ski w pracy „Konstrukcje betonowe” 
[1982] pisz : „Niektóre schematy zbiorników zosta y obliczone wg tej podanej wy ej 
zasady i przystosowane do praktycznego u ycia. Dla wielu przypadków takich rozwi za  
jednak nie ma, a obliczenia tych zbiorników w oparciu o podan  wy ej metod  nie s  zbyt 
skomplikowane dla celów praktycznych. Jest to g ównym powodem opracowania wielu 
metod przybli onych obliczania zarówno momentów zginaj cych, jak i si  pod u nych 
wyst puj cych w ciankach tych zbiorników”.

Pierwsze próby obliczeniowego uj cia przestrzennej pracy statycznej dla niektórych 
schematów zbiorników prostok tnych przeprowadzi  Mitzel [1952], a otrzymane wyni-
ki przedstawi  w postaci wykresów. Równie  w pracy Bittnera [1965] znale  mo na 
rozwi zania dla zbiorników prostopad o ciennych z uwzgl dnieniem ich przestrzennego 
charakteru.

Rozwi zania zaprezentowane w niniejszej pracy powsta y w wyniku zastosowania 
metody ró ni  sko czonych w uj ciu wariacyjnym do rozwi zania równania ró niczko-
wego powierzchni zginanych p yt ( cian i dna zbiornika) z uwzgl dnieniem warunków 
ci g o ci, a wi c w ca kowitej zgodno ci z sugestiami podanymi przez Kobiaka i Stachur-
skiego [1991]. Takie podej cie do zagadnienia by o mo liwe dzi ki rozwojowi metod 
numerycznych. W ostatnich latach bardzo intensywnie rozwin a si  metoda elementów 
sko czonych (MES). Powsta o kilka programów, którymi mo na równie  rozwi za   
zbiorniki prostopad o cienne. Równolegle z metod  elementów sko czonych  rozwijana 
jest stosowana ju  wcze niej metoda ró nic sko czonych (MRS). I w a nie t  metod  
zastosowano w rozwi zaniach przyk adów zamieszczonych w niniejszej pracy. 

Metoda ró nic sko czonych w uj ciu wariacyjnym jest na tyle uniwersalna, e pozwala 
na uwzgl dnienie przestrzennego charakteru pracy nawet z o onych ustrojów, nie wy cza-
j c obci e  temperatur . Metoda ta by a wielokrotnie stosowana w praktyce przy oblicza-
niu pow ok, p yt oraz ustrojów skrzyniowych. Jako przyk ady mog  s u y  prace Wildego 
[1966], Miko ajczaka i innych [1976], Czwójdzi skiego i innych [1985], Buczkowskiego 
i Miko ajczaka [1985], Buczkowskiego i Czwójdzi skiego [1988, 1989]. W powy szych 
pracach zastosowanie metody ró nic sko czonych dawa o zawsze bardzo dobre wyniki.

METODA OBLICZENIOWA

Metoda wariancyjnego uj cia ró nic sko czonych polega na wyznaczeniu równa  
ró nicowych wychodz cych z warunku na minimum energii spr ystej nagromadzonej 
w rozpatrywanym, odkszta canym ustroju oraz na pó niejszym rozwi zaniu tak otrzyma-
nego uk adu równa .

Energia odkszta cenia spr ystego elementów konstrukcji okre lona jest funkcjona-
em [K czkowski 1968], którego uproszczon  posta  pokazano poni ej: 

( ) ( )

( )

22 2 222
2 2

2 2

2 1
2

12 1
2

A

t t

A A

D w w wV w
x yx y

T T
w dA qwdA Kw dA

h h

∂ ∂ ∂= ∇ − − υ − −
∂ ∂∂ ∂

α ⋅ Δ α ⋅ Δ
− + υ ∇ + − +

                              (1)



20                                                                                                                                            W. Buczkowski

Acta Sci. Pol.

gdzie: w – ugi cie p yty,

( )
3

212 1
EhD =

− υ
 – sztywno  p yty na zginanie,

h – grubo  p yty,
q – obci enie prostopad e do powierzchni rodkowej p yty,
 – liczba Poissona,
T = Tw – Tz – ró nica temperatury mi dzy wewn trzn  a zewn trzn  powierzchni

       cian zbiornika,
E – modu  spr ysto ci materia u cian zbiorników, 

t – wspó czynnik odkszta calno ci termicznej,
K – wspó czynnik podatno ci pod o a spr ystego typu Winklera,
A – obszar p yty. 

Przyst puj c do konkretnych oblicze , obszary cian i dna obliczanego ustroju 
nale y podzieli  siatk  linii na elementarne podobszary. Na kraw dziach zbiorników 

cz cych poszczególne ciany przyj to, e ugi cia s  zerowe, a k ty obrotu z lewej
i prawej strony kraw dzi s  identyczne. Ca kowane wyra enia (1), odnosz ce si  do 
ca ego obszaru, zamienia si  na sumy po elementarnych podobszarach. Pochodne ugi -
cia w funkcjonale (1) zast puje si  odpowiednimi ilorazami ró nicowymi. Po wykona-
niu powy szego energia odkszta cenia spr ystego jest zapisana w postaci sumy ugi
w punktach podzia u p yty.

Uk ad liniowych równa  algebraicznych na wyznaczenie ugi  w w z ach przyj tej 
siatki podzia u otrzymuje si  z warunku na minimum funkcjona u (1):
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Po rozwi zaniu tak otrzymanego uk adu równa  otrzymuje si  ugi cia we wszyst-
kich w z ach siatki podzia u, a po podstawieniu ich do wzorów znanych z teorii p yt 
mo na w dowolnych punktach siatki wyznaczy  si y wewn trzne. Zastosowan  metod  
obliczeniow  opisano tutaj bardzo skrótowo, gdy  szczegó owy jej opis mo na znale
w literaturze technicznej [Wilde 1966, Miko ajczak i in. 1976].

Metoda ta, oprócz uwzgl dnienia przestrzennej pracy ustroju, rzeczywistych danych 
geometrycznych i materia owych oraz wspó pracy konstrukcji z pod o em winklerow-
skim, daje tak e mo liwo  oszacowania si  wewn trznych w zbiornikach ze cianami 
spi tymi ci gami czy podpartych z zewn trz przyporami. Wprowadzenie do konstruk-
cji zbiorników ci gów i przypór daje mo liwo  uzyskania znacznie mniejszych prze-
mieszcze  i momentów zginaj cych, a to z kolei daje mo liwo  wykonania zbiorników 
o stosunkowo cienkich cianach, co zdecydowanie spowoduje zmniejszenie warto ci mo-
mentów zginaj cych wywo anych ró nic  temperatury, gdy  wielko  tych momentów 
jest wprost proporcjonalna do kwadratu grubo ci p yty.
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PRZYK AD OBLICZENIOWY 

Obliczenia przyk adowe wykonano dla zbiornika prostopad o ciennego, stoj cego na 
gruncie. Wymiary osiowe zbiornika wynosi y: d ugo  – lx = 12 m, szeroko  – ly = 6 m, 
wysoko  – lz = 4,5 m. Poza tym przyj to: grubo ci cian i dna identyczne – 0,3 m, mo-
du  spr ysto ci dla betonu klasy C30/37 – E = 32 GPa, wspó czynnik Poissona dla 
uproszczenia oblicze  –  = 0, modu  podatno ci pod o a – K = 50 000 kN·m–3 (jak dla 
piasku szczelnie ubitego). Siatk  podzia u poszczególnych cian za o ono o oczkach 
kwadratowych – s = 0,75 m. Przy takim podziale dla wiartki zbiornika (uwzgl dniono 
dwup aszczyznow  symetri ) otrzymano do rozwi zania uk ad równa  o 104 niewia-
domych. Jako obci enie przyj to parcie hydrostatyczne dzia aj ce na ciany i dno
o wielko ci q = 45 kN·m–2.

Obliczenia wykonano dla:
zbiornika bez adnych wzmocnie  (wersja A),
zbiornika, w którym górne kraw dzie d u szych cian w rodku ich rozpi to ci spi to 
ci giem (wersja B),

zbiornika, w którym zastosowano przypory umieszczone po zewn trznej stronie d u -
szych cian, w rodku ich rozpi to ci, przy czym przypory te potraktowano jako ide-
alne podpory liniowe (wersja C). 
Przekroje poprzeczne zbiorników dla poszczególnych wersji pokazano na rysunku 1. 

Natomiast na rysunku 2 zaznaczono punkty, dla których w tabeli 1 zestawiono warto  
ugi  i momentów zginaj cych.

Rys. 1. Przekroje poprzeczne dla poszczególnych wersji oraz schematy obci e
Fig. 1. Cross sections for individual options and schemes of loadings

Rys. 2. Numeracja punktów, dla 
których w tabeli 1 zesta-
wiono uzyskane warto ci 
ugi  i momentów zginaj -
cych 

Fig. 2. Numeration of points for 
which values of de  ections 
and bending moments are 
given in Table 1
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Tabela 1. Zestawienie warto ci ugi  i momentów zginaj cych
Table 1. Juxtaposition of value of displacement and bending moments 

Wyszczególnienie
Speci  cation

Zbiornik 
bez wzmocnie

(wersja A)
Tank without 

reinforcements
(version A)

Zbiornik ze ci giem
(wersja B)

Tank with pulling
(version B)

Zbiornik 
z przyporami

(wersja C)

Tank with supports
(version  C)

Ugi cia 
[mm]

Displacement
w1
w2
w3
w4
w5

4,804
2,535

–0,059
1,591
0,619

0
0,765
0,483
0,477
0,752

0
0

0,534
0,506
0,828

Momenty zginaj ce
[kN·m–1]

Bending moments 

Mx1
Mx2
Mz2
My3
My4
Mz4
Mx5
My5
MA1
MA2
MB
MC

37,453
13,235
11,994
8,653
9,549

10,368
–0,881
22,630

–57,549
–42,688
–89,293
–36,198

–51,482
–3,866
29,235
15,078

12,7488
10,573
0,230

19,866
–28,634
–35,072
–55,923
–43,187

–27,955
–30,285

0
15,795
13,005
10,829
1,178

18,202
–28,390
–32,614
–33,626
–44,326

PODSUMOWANIE

W pracy pokazano zastosowanie metody ró nic sko czonych do wykonywania obli-
cze  statycznych monolitycznych zbiorników prostopad o ciennych. Metoda pozwala na 
uwzgl dnienie przestrzennej pracy statycznej ustroju, rzeczywistych wymiarów zbiornika, 
danych materia owych uzale nionych od klasy betonu, wspó pracy konstrukcji z pod o em 
spr ystym, rzeczywistych obci e  dzia aj cych na ciany i dno zbiornika, w tym tak e 
obci e  temperatur . Pokazano równie , e w prosty sposób mo na uwzgl dni  zastoso-
wanie w konstrukcji ci gów czy przypór i oszacowa  ich wp yw na rozk ad i wielko  si  
przekrojowych. Odpowiednio rozmieszczaj c na przyk ad ci gi, mo na doprowadzi  do 
zmniejszenia ugi  i momentów zginaj cych oraz odpowiedniego ich przegrupowania.
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APPLICATION OF BOW-STRINGS AND BUTTRESSES TAKING INTO 
CONSIDERATION REDISTRIBUTION OF DISPLACEMENTS AND BENDING 
MOMENTS IN MONOLITHIC RECTANGULAR TANKS

Abstract. The paper presents static calculation results of a rectangular tank obtained by 
numerical metod in a variation approach to  nite differences. Spatial character of static 
work and colaboration between the structure and elastic foundation was taken into account. 
Moreover, the possible way of  rearrangement of wall displacements and bendig moments 
in individual parts of the tank was shown. It was presented on the base of an example when 
the bow-strings fastened the opposite walls and the buttresses supported the longer walls in 
the middle of their span.
Key words: rectangular tanks, spatial static work,  nite-difference metod
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