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EFEKT BRZEGOWY W WARSTWOWEJ PRZEGRODZIE
O PODLUZNEJ GRADACJI WEASNOSCI

Olga Szlachetka, Monika Wagrowska
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono stacjonarne, jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa cie-
pta w wielowarstwowej przegrodzie o podtuznej gradacji wtasnosci. Zbadano wptyw efektu
warstwy brzegowej na rozktad pél temperatury w wielowarstwowym laminacie. Przegroda
zbudowana jest z dwdch jednorodnych, izotropowych przewodnikdéw ciepta.

Stowa kluczowe: przewodnictwo ciepta, materiat z funkcyjna gradacja wiasnosci efek-
tywnych

WSTEP

Jednym z najwazniejszych zadan w badaniach nad wielowarstwowymi strukturami
jest okreslenie w nich rozktadu naprezen, odksztatcen czy temperatury. W pracy uwaga
skupiona jest tylko na zagadnieniach termicznych.

W przypadku niejednorodnych struktur warstwowych bezposrednie zastosowanie
réwnania przewodnictwa ciepta Fouriera do wyznaczania rozkladu temperatury stwa-
rza komplikacje obliczeniowe, bowiem rdwnanie to posiada nieciagte, silnie oscylujace
wspotczynniki, a koniecznosé spetnienia warunkdw ciagtosci strumienia ciepta na styku
warstw prowadzi do duzej liczby rownan. Celowe jest wiec stosowanie modeli przyblizo-
nych. Jednym z nich jest metoda modelowania asymptotycznego. Pozwala ona w prosty
sposéb wyznaczy¢ przyblizony rozktad pola temperatury w rozpatrywanym laminacie.
Niestety wyznaczone pole temperatury nie spetnia zadanych warunkéw brzegowych na
brzegach przecinajacych uwarstwienie. Otrzymane w ramach modelu asymptotycznego
rozwiazanie uzupetnia si¢ o dodatkowy sktadnik [Wozniak 2010, Szlachetka i Wagrow-
ska 2010], by otrzymane nowe przyblizone rozwiazanie na pole temperatury spetnito
warunki brzegowe. Za pomoca tego nowego rozwiazania wyznaczy¢ mozna rozktad tem-
peratury w obszarze przybrzegowym i okresli¢ zasieg wptywu warstwy brzegowej.
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Rozpatrywana wielowarstwowa przegroda, bedaca przewodnikiem ciepta, w konfi-
guracji odniesienia zajmuje obszar: Q =(0,L)x(0,H)xR, x= (x, X, x ), xe(0,1)
x’e(0,H),x e R

Przegroda zbudowana jest z m dwusktadnikowych warstw o statej grubosci

,1:£, i<<1, Sktadniki w warstwach przylegaja do siebie idealnie. Wspdtczynniki

m m
przewodzenia ciepta izotropowych komponentow wchodzacych w skiad przegrody ozna-
czono przez k’ i k. Schemat struktury przegrody zostat zaprezentowany na rysunku 1.

o
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Rys. 1. Schemat struktury o podtuznej gradacji wiasnosci: A — grubos¢ warstwy, L, H — wymiary
laminatu, I'), T — brzegi laminatu

Fig. 1.  Scheme of FGM with longitudinal gradation: 4 — thickness, L, H — dimensions of the
laminate, Ty, T — boundaries of the laminate

Na rysunku kolorem czarnym zaznaczono materiat, ktéry w pracy nazywany bedzie
wtraceniem. Funkcja ¢(-)e C' (Q) opisujaca rozktad frakcji materiatu wtracenia, ze
wzgledu na budowe przegrody zalezy tylko od wspétrzednej x2. Przyjmuje ona wartosci
z przedziatu (0, 1) dla kazdego x” € [0, H ]. Udziat drugiego materiatu (na rys. 1 0znaczo-
nego kolorem biatym), nazywanego osnowa, wynosi 1-¢(-). Funkcja ¢(-) wolno zmie-
nia swoje wartosci w kierunku osi Ox2. Taki kompozyt nazywa sie struktura o funkcyjnej
podtuznej gradacji wiasnosci. Przegroda bedzie poddana jednokierunkowemu, stacjonar-
nemu przewodnictwu ciepta w kierunku osi Ox.

METODYKA

Ze wzgledu na budowg przegrody nie mozna w niej wyznaczy¢ analitycznie rozktadu
temperatury bezposrednio ze znanego réwnania przewodnictwa ciepta Fouriera. Rozwia-
zanie przyblizone uzyskano, stosujac metode modelowania asymptotycznego [Thermo-
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mechanics... 2008], i zgodnie z jej procedura poszukiwane pole temperatury aproksymuje
si¢ wyrazeniem begdacym suma temperatury usrednionej i iloczynu fluktuacyjnej funkcji
ksztattu i amplitudy fluktuacji:

0 ,(x)=0(x)+h; (x.2°) w(x) (1)

gdzie: (), w()e cl( ) — poszukiwane funkcje, nazywane odpowiednio temperatura
usredniona i amplituda fluktuacji temperatury,

h, () - dana z gory fluktuacyjna funkcja ksztattu, ktora spetnia warunek

h, (0,-)=h, (L,")=0 i jest liniowa funkcja argumentu (x, %), przy czym jej

wartosci w kierunku osi zmieniaja si¢ bardzo wolno; dodatkowo zatozono, ze

funkcja ta przyjmuje naprzemiennie wartosci i i _i i na granicy mate-
2 2

riatow.

Pamietajac, ze rozklad materiatu wtracenia wewnatrz pojedynczej warstwy zmie-
nia si¢ bardzo wolno w kierunku osi Ox?, mozna przyblizy¢ prostopadta do ptaszczy-
zny granicznej miedzy materiatami przez o$ Ox. Dzieki temu warunek ciagtosci wek-
tora strumienia ciepta w kierunku prostopadtym do uwarstwienia na interfejsach moze
by¢ przedstawiony w postaci ¢, =¢;". Daje to mozliwosé wyrazenia w ramach modelu

asymptotycznego nieznanego pola y(-) przez 92(-):

(1-0( )) 'k")

o(x
o(x

(ST N

y(x)=- 99(x) )

gdzie: 9=—

29

Dla stacjonarnego jednowymiarowego zagadnienia przewodnictwa ciepta rdwnanie
na temperature usredniong w modelu asymptotycznym przyjmuje postaé:

<k>(x*)9*¥(x)=0 @)

gdzie < k > jest efektywnym wspoétczynnikiem przewodzenia ciepta, ktory wynosi:

<k>(x2)Ek'q)(x2)+k"(l—¢(x2)) 4)

Réwnania (3) wraz z dekompozycja pola temperatury (1) reprezentuja model asymp-
totyczny, opisujacy stacjonarne jednokierunkowe przewodnictwo ciepta w kierunku
prostopadtym do osi Ox? w rozpatrywanej przegrodzie o podtuznej gradacji wiasnosci
efektywnych.
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Po rozwiazaniu réwnania (3) na %(-) rozwiazanie na poszukiwane pole temperatury
dla rozpatrywanego laminatu, zgodnie z formuta aproksymacyjna, mozna zapisac:

9/(11)(X)z9~/1 (x)=8(x)+h, (x, xz)M(xz)aﬁ(x) (5)

o(x) (1=g(x")) (k' =)

RO EGn v

Z postaci otrzymanego rozwiazania (5) wynika, ze warunek brzegowy na brzegu:
T, =(0,L)x{0}xRU(0,L)x{H}xR =T, Uy, nie jest spetniony (rys. 1). Taka sama
sytuacja wystapita podczas analizy stacjonarnego jednokierunkowego przewodnictwa
ciepta w kierunku prostopadtym do uwarstwienia w przegrodzie o poprzecznej gradacji
wiasnosci [Szlachetka i Wagrowska 2010].

W biezacej pracy problem ten zostanie rozwiazany analogicznie jak w pracy Szlachet-
ka i Wagrowska [2010]. Rozwiazanie na temperature w obszarze przylegtym do brzegéw
I', laminatu dla danego punktu x [Wozniak 2010] przyjeto w postaci:

6 (x; €)= 60" (x)+h, (x, xz)v(x, g, x3) (7

gdzie: ¢ — wspdirzedna prostopadta do brzegdw T, T/ i skierowana do wngtrza kom-
pozytu,
0,(11) (-) — pole temperatury uzyskane w ramach modelowania asymptotycznego,
przedstawione zaleznoscia (5),
funkcja h, (-) - znana fluktuacyjna funkcja ksztattu,
%(-) — poszukiwana funkcja, wolnozmienna ze wzgledu na zmienna x.
Funkcje #(-) w kazdym z obszaréw przylegtych do odpowiednych brzegéw T, TV
wyznacza si¢ z rdwnania otrzymanego w ramach modelu tolerancyjnego:

((h) k) ()00 (x, & x7) = ((0m,) k) (x) (. &, ) =0 8)

0

W réwaniu (8) przyjeto oznaczenie 0; = % .

Funkcja #(-), ktéra wystepuje w rownaniu (8), na brzegach Iy, T} spetnia odpowied-
nio warunki brzegowe:

v(x, ¢, x3) 9)

=M (x*)29(x)

rg; U(x, 5’ XS)

=M (x*)29(x)

0 H H
rl) rl) rU
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Wykorzystujac rozwiazanie réwnania (8) z warunkami brzegowymi (9), mozna
stwierdzi¢, ze poszukiwane pole temperatury dla rozpatrywanego laminatu z uwzgled-
nieniem efektu warstwy brzegowej przyjmuje w obszarze przylegtym do brzegu I') po-
sta¢ (10a), wtedy &= x?, a w obszarze przylegtym do brzegu I'; przyjmuije postaé¢ (10b),
wtedy £ = H - x%

(10a)

(10b)

Z postaci rozwiazania (10) wynika, ze efekt warstwy brzegowej zanika wraz z odda-
laniem si¢ od brzegéw Ty, T/ do wnetrza kompozytu.

ANALIZA

Rozpatrywany jest laminat o podtuznej gradacji wtasnosci o grubosci L = 54 cm, wy-
sokosci H = 200 cm i nieskonczonej dtugosci w kierunku osi x3. Sktada sig¢ on z 27 dwu-
sktadnikowych warstw o statej grubosci A = 2 cm. Wspotczynniki przewodzenia ciepta
komponentéw wynosza k' = 0,045 W-m™-K-* we wtraceniu oraz k"” = 1,7 W-m*1.K
w matrycy. Zgodnie z procedura modelowania asymptotycznego przyjeto nastepujace
warunki brzegowe na jednowymiarowa temperaturg usredniona: 19(0, X2, X ) =-10°C,

J(54, %%, x*)=20°C, x*€(0,200), x*e R, ¥(x,0,x")=2(x,200,x) =—10+§x,
xe(0,54), x’e R. Rozkiad funkcji () zadano w postaci funkcji liniowej ¢(x?) =

225—x7
250

Na rysunku 2 przestawiono wykresy temperatury w piatej warstwie przegrody wy-
znaczone ze wzoru (5) na réznych wysokosciach x2. Zmiennos$¢ rozktadéw temperatury
zwiazana jest z faktem, ze wraz ze zmiana wspotrzednej x? zmienia si¢ zawarto$¢ ma-
teriatu wtracenia (styropianu), ktory jest lepszym izolatorem ciepta niz material matry-
cy (beton). Ponadto krzywa 1 i krzywa 8, ktore zostaty wykreslone odpowiednio dla
x2=0cm i x?= 200 cm, czyli na brzegach dolnym i gérnym przegrody, obrazuja sy-
gnalizowany w rozdziale ,,Metodyka” problem niespetnienia zatozonych warunkow
brzegowych.
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Rys. 2.

Fig. 2.
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Rozktady pola temperatury w piatej warstwie bez uwzglednienia efektu warstwy brzego-
wej dla réznych wspotrzednych x?: 1 —x2=0cm, 2 —x*=25cm, 3—x?=50cm, 4 - x?=
=100cm,5-x*=125cm, 6 —x2=150cm, 7 —x*=175cm, 8 — x2= 200 cm
Distribution of temperature field without consideration of boundary layer effect in the 5
layer for different coordinates x2: 1 — x?=0cm, 2 - x2=25¢cm, 3-x2=50cm, 4 — x*=
=100cm,5-x2=125¢cm, 6 —x*=150cm, 7 —x?= 175 cm, 8 —x*= 200 cm

Natomiast rozwiazanie (10), uwzgledniajace efekt warstwy brzegowej, spetnia wa-
runki brzegowe na brzegach przecinajacych uwarstwienie. Mozna to zaobserwowac
na rysunkach 3 i 4 wykonanych dla dziesiatej warstwy przegrody, na ktorych krzywe 1
przedstawiaja wykresy temperatury odpowiednio na brzegu Ty i T"Y'. Wykres krzywych 1
jest gtadki, bez oscylacji.

temperatura| °C |

Rys. 3.

Fig. 3.
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Rozktady pola temperatury w dziesiatej warstwie z uwzglednieniem efektu warstwy
brzegowej dla réznych odlegtosci & od brzegu I'): 1-¢=0cm, 2-¢=0,06cm,3-¢=
=0,1cm,4-¢=0,2cm,5-¢=0,26 cm, i bez uwzglednienia efektu warstwy brzegowej:
6 — x2= 0,26 cm; A — powickszony fragment wykresu

Distribution of temperature field in 10" layer with consideration of boundary layer effect
for different distances ¢ from the edge I'): 1 -¢=0cm, 2 -¢=0,06cm, 3-¢=0,1
cm,4-¢=0,2cm,5-¢=0,26 cm, and without consideration of boundary layer effect:
6 — x?=0,26 cm; A — magnified part of the graph
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Rys. 4. Rozktady pola temperatury w dziesiatej warstwie z uwzglednieniem efektu warstwy
brzegowej dla roznych odlegtosci £ od brzegur: 1-¢=0cm,2-¢=05¢em,3-¢=
=lcm, 4-¢=2cm,5-¢=28cm, i bez uwzglednienia efektu warstwy brzegowej:
6 — x2=197,2 cm; A — powigkszony fragment wykresu

Fig. 4. Distribution of temperature field in 10" layer with consideration of boundary layer ef-
fect for different distances & from the edge I': 1-¢=0cm,2-¢=05¢cm, 3 -¢ =
=1lcm,4-¢=2cm,5-¢=2,8cm, and without consideration of boundary layer effect
6 — x2=197,2 cm; A — magnified part of the graph

Na omawianych rysunkach znajduja sie wykresy temperatury dla r6znych odlegtosci
¢ od poszczegolnych brzegow Iy, T/, 0znaczone kolejno symbolami 2-5. Krzywe ozna-
czone symbolem 6 przedstawiaja wykresy temperatury w $rodku kompozytu, wedtug
wzoru (5).

Przyjeto, ze wplyw brzegu dochodzi do gtebokosci &, dla ktérej réznica miedzy roz-
wiazaniem (5) i (10) jest w przyblizeniu réwna 0,001°C, tj. 0,003%. Mozna stwierdzi¢,
ze w poblizu brzegu T zasieg wptywu warstwy brzegowej dochodzi do gtebokosci
¢,~ 0,26 cm, aw poblizu brzegu ') - do gtebokosci ¢,~0,28 cm.

Wynika stad, ze w poblizu brzegu T}, gdy & < 1,4 ), rozktad temperatury mozna przy-
ja¢ zgodnie ze wzorem (10b), aw poblizu brzegu Ty, gdy £ < 0,13 , rozkiad temperatury
mozna przyja¢ zgodnie ze wzorem (10a). Po przekroczeniu granicznych wartosci &, i ¢,
rozktad temperatury we wnetrzu przegrody moze by¢ wyznaczony ze wzoru (5).

PODSUMOWANIE

W wyniku zastosowania procedury modelowania tzw. efektu warstwy brzegowej
otrzymane rozwiazanie na temperature spetnia zadane warunki brzegowe.

Wplyw efektu warstwy brzegowej zanika wraz z oddalaniem sie od brzegéw Iy, T'¢.
Whplyw ten utrzymuije sie do gtebokosci rownej 1,4 grubosci pojedynczej warstwy rozwa-
zanego laminatu w poblizu brzegu 'y, a w poblizu brzegu Ty do gtebokosci réwnej 0,13
grubosci pojedynczej warstwy. Oznacza to, ze w odlegtosciach od brzegéw Ty, T/, wiek-
szych niz okreslone graniczne wartosci odpowiednio & i &,, pole temperatury moze by¢
aproksymowane przez rozwiazanie otrzymane w ramach modelowania asymptotycznego.
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Z postaci rozwiazania (10) wynika, ze efekt warstwy brzegowej zalezy od rodzaju
materiatow wchodzacych w sktad przegrody (dla materiatéw o zblizonych wartosciach
wspotczynnikéw przewodzenia ciepta wplyw ten bedzie mniejszy, niz dla materiatow
charakteryzujacych si¢ znaczna r6znica miedzy wartosciami statych materiatowych), od
budowy wewnetrznej (rozktadu frakcji materiatu wtracenia), od wymiaréw zewnetrz-
nych przegrody, od kierunku przewodnictwa ciepta (wzdtuz uwarstwienia w rozwazanym
kompozycie nie wystapitby efekt brzegowy).
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BOUNDARY LAYER EFFECT IN LONGITUDINAL FGM WALL

Summary. The stationary, one-dimensional heat conduction problem for multilayer longi-
tudinal FGM was investigated. The influence of the boundary layer effect on the distribu-
tion of temperature fields in longitudinal FGM was considered. The wall was built of two
homogeneous, isotropic heat conductors.

Key words: longitudinal FGM, heat conduction, asymptotic modelling, boundary layer
effect
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