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EFEKT BRZEGOWY W WARSTWOWEJ PRZEGRODZIE 
O POD U NEJ GRADACJI W ASNO CI 

Olga Szlachetka, Monika W growska1

Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono stacjonarne, jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa cie-
p a w wielowarstwowej przegrodzie o pod u nej gradacji w asno ci. Zbadano wp yw efektu 
warstwy brzegowej na rozk ad pól temperatury w wielowarstwowym laminacie. Przegroda 
zbudowana jest z dwóch jednorodnych, izotropowych przewodników ciep a.

S owa kluczowe: przewodnictwo ciep a, materia  z funkcyjn  gradacj  w asno ci efek-
tywnych

WST P

Jednym z najwa niejszych zada  w badaniach nad wielowarstwowymi strukturami 
jest okre lenie w nich rozk adu napr e , odkszta ce  czy temperatury. W pracy uwaga 
skupiona jest tylko na zagadnieniach termicznych.

W przypadku niejednorodnych struktur warstwowych bezpo rednie zastosowanie 
równania przewodnictwa ciep a Fouriera do wyznaczania rozk adu temperatury stwa-
rza komplikacje obliczeniowe, bowiem równanie to posiada nieci g e, silnie oscyluj ce 
wspó czynniki, a konieczno  spe nienia warunków ci g o ci strumienia ciep a na styku 
warstw prowadzi do du ej liczby równa . Celowe jest wi c stosowanie modeli przybli o-
nych. Jednym z nich jest metoda modelowania asymptotycznego. Pozwala ona w prosty 
sposób wyznaczy  przybli ony rozk ad pola temperatury w rozpatrywanym laminacie. 
Niestety wyznaczone pole temperatury nie spe nia zadanych warunków brzegowych na 
brzegach przecinaj cych uwarstwienie. Otrzymane w ramach modelu asymptotycznego 
rozwi zanie uzupe nia si  o dodatkowy sk adnik [Wo niak 2010, Szlachetka i W grow-
ska 2010], by otrzymane nowe przybli one rozwi zanie na pole temperatury spe ni o 
warunki brzegowe. Za pomoc  tego nowego rozwi zania wyznaczy  mo na rozk ad tem-
peratury w obszarze przybrzegowym i okre li  zasi g wp ywu warstwy brzegowej. 
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Rozpatrywana wielowarstwowa przegroda, b d ca przewodnikiem ciep a, w kon  -
guracji odniesienia zajmuje obszar: ( ) ( )0, 0, ,L H RΩ ≡ × ×    ( ) ( )2 3, , , 0, ,x x x x L= ∈x

( )2 30, , .x H x R∈ ∈
Przegroda zbudowana jest z m dwusk adnikowych warstw o sta ej grubo ci 

1, 1.L
m m

λ = <<  Sk adniki w warstwach przylegaj  do siebie idealnie. Wspó czynniki 

przewodzenia ciep a izotropowych komponentów wchodz cych w sk ad przegrody ozna-
czono przez k’ i k’’. Schemat struktury przegrody zosta  zaprezentowany na rysunku 1.

Rys. 1. Schemat struktury o pod u nej gradacji w asno ci:  – grubo  warstwy, L, H – wymiary 
laminatu, 0

0 0, HΓ Γ  – brzegi laminatu
Fig. 1. Scheme of FGM with longitudinal gradation:  – thickness, L, H – dimensions of the 

laminate, 0
0 0, HΓ Γ  – boundaries of the laminate

Na rysunku kolorem czarnym zaznaczono materia , który w pracy nazywany b dzie 
wtr ceniem. Funkcja ( ) ( )1 ,Cϕ ⋅ ∈ Ω  opisuj ca rozk ad frakcji materia u wtr cenia, ze 
wzgl du na budow  przegrody zale y tylko od wspó rz dnej x2. Przyjmuje ona warto ci 
z przedzia u (0, 1) dla ka dego [ ]2 0,x H∈ . Udzia  drugiego materia u (na rys. 1 oznaczo-
nego kolorem bia ym), nazywanego osnow , wynosi ( )1 ϕ− ⋅ . Funkcja ( )ϕ ⋅  wolno zmie-
nia swoje warto ci w kierunku osi Ox2. Taki kompozyt nazywa si  struktur  o funkcyjnej 
pod u nej gradacji w asno ci. Przegroda b dzie poddana jednokierunkowemu, stacjonar-
nemu przewodnictwu ciep a w kierunku osi Ox.

METODYKA

Ze wzgl du na budow  przegrody nie mo na w niej wyznaczy  analitycznie rozk adu 
temperatury bezpo rednio ze znanego równania przewodnictwa ciep a Fouriera. Rozwi -
zanie przybli one uzyskano, stosuj c metod  modelowania asymptotycznego [Thermo-
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mechanics... 2008], i zgodnie z jej procedur  poszukiwane pole temperatury aproksymuje 
si  wyra eniem b d cym sum  temperatury u rednionej i iloczynu  uktuacyjnej funkcji 
kszta tu i amplitudy  uktuacji:

( ) ( ) ( ) ( )2,h x xλλθ ϑ ψ= +x x x                                                                                (1)

gdzie: ( ) ( ) ( )1, Cϑ ψ⋅ ⋅ ∈ Ω  – poszukiwane funkcje, nazywane odpowiednio temperatur  
u rednion  i amplitud   uktuacji temperatury, 

h  ( )⋅  – dana z góry  uktuacyjna funkcja kszta tu, która spe nia warunek 
( ) ( )0, , 0h h Lλ λ⋅ = ⋅ =  i jest liniow  funkcj  argumentu (x, x2), przy czym jej 

warto ci w kierunku osi zmieniaj  si  bardzo wolno; dodatkowo za o ono, e 
funkcja ta przyjmuje naprzemiennie warto ci i

2 2
λ λ−  i na granicy mate-

ria ów.

Pami taj c, e rozk ad materia u wtr cenia wewn trz pojedynczej warstwy zmie-
nia si  bardzo wolno w kierunku osi Ox2, mo na przybli y  prostopad  do p aszczy-
zny granicznej mi dzy materia ami przez o  Ox. Dzi ki temu warunek ci g o ci wek-
tora strumienia ciep a w kierunku prostopad ym do uwarstwienia na interfejsach mo e 
by  przedstawiony w postaci 1 1 .

R Mq q=  Daje to mo liwo  wyra enia w ramach modelu 
asymptotycznego nieznanego pola ( )⋅  przez ( )ϑ∂ ⋅ :

( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2

1 ' ''

'' 1 '

x x k k

x k x k

ϕ ϕ
ψ ϑ

ϕ ϕ

− −
= − ∂

+ −
x x                                                              (2)

gdzie: .
x
∂∂ ≡
∂

 

Dla stacjonarnego jednowymiarowego zagadnienia przewodnictwa ciep a równanie 
na temperatur  u rednion  w modelu asymptotycznym przyjmuje posta :

( ) ( )2 2 0k x ϑ< > ∂ =x                                                                                                (3)

gdzie < k > jest efektywnym wspó czynnikiem przewodzenia ciep a, który wynosi:

( ) ( ) ( )( )2 2 2' '' 1k x k x k xϕ ϕ< > ≡ + −                                                                        (4)

Równania (3) wraz z dekompozycj  pola temperatury (1) reprezentuj  model asymp-
totyczny, opisuj cy stacjonarne jednokierunkowe przewodnictwo ciep a w kierunku 
prostopad ym do osi Ox2 w rozpatrywanej przegrodzie o pod u nej gradacji w asno ci 
efektywnych.
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Po rozwi zaniu równania (3) na ( )ϑ ⋅  rozwi zanie na poszukiwane pole temperatury 
dla rozpatrywanego laminatu, zgodnie z formu  aproksymacyjn , mo na zapisa : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2,h x x M xλ λ λθ θ ϑ ϑ≈ = + ∂x x x x                                                    (5)

gdzie:

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )
2 2

2
2 2

1 ' ''

'' 1 '

x x k k
M x

x k x k

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −
= −

+ −
                                                                    (6)

Z postaci otrzymanego rozwi zania (5) wynika, e warunek brzegowy na brzegu:   
 ( ) { } ( ) { } 0

0 0 00, 0 0, HL R L H RΓ = × × ∪ × × = Γ ∪Γ , nie jest spe niony (rys. 1). Taka sama 
sytuacja wyst pi a podczas analizy stacjonarnego jednokierunkowego przewodnictwa 
ciep a w kierunku prostopad ym do uwarstwienia w przegrodzie o poprzecznej gradacji 
w asno ci [Szlachetka i W growska 2010]. 

W bie cej pracy problem ten zostanie rozwi zany analogicznie jak w pracy Szlachet-
ka i W growska [2010]. Rozwi zanie na temperatur  w obszarze przyleg ym do brzegów

0  laminatu dla danego punktu x [Wo niak 2010] przyj to w postaci:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3; , , ,h x x x xλ λ λθ ξ θ υ ξ= +x x                                                               (7)

gdzie:  – wspó rz dna prostopad a do brzegów 0
0 0, HΓ Γ  i skierowana do wn trza kom-

pozytu,
( ) ( )1
λθ ⋅  – pole temperatury uzyskane w ramach modelowania asymptotycznego, 

przedstawione zale no ci  (5), 
funkcja h ( )⋅  – znana  uktuacyjna funkcja kszta tu, 
( )ϑ ⋅  – poszukiwana funkcja, wolnozmienna ze wzgl du na zmienn  x. 

Funkcj  ( )ϑ ⋅  w ka dym z obszarów przyleg ych do odpowiednych brzegów 0
0 0, HΓ Γ  

wyznacza si  z równania otrzymanego w ramach modelu tolerancyjnego:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 3, , , , 0h k x x x h k x x xλ ξ λυ ξ υ ξ∂ − ∂ =                                     (8)

W rówaniu (8) przyj to oznaczenie  ξ ξ
∂∂ ≡
∂ .

Funkcja ( )ϑ ⋅ , która wyst puje w równaniu (8), na brzegach 0
0 0, HΓ Γ  spe nia odpowied-

nio warunki brzegowe:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0 0 0

3 2 3 2, , ; , , H Hx x M x x x M xυ ξ ϑ υ ξ ϑ
Γ Γ Γ Γ
= − ∂ = − ∂x x                   (9)
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Wykorzystuj c rozwi zanie równania (8) z warunkami brzegowymi (9), mo na 
stwierdzi , e poszukiwane pole temperatury dla rozpatrywanego laminatu z uwzgl d-
nieniem efektu warstwy brzegowej przyjmuje w obszarze przyleg ym do brzegu 0

0Γ  po-
sta  (10a), wtedy  = x2, a w obszarze przyleg ym do brzegu 0

HΓ  przyjmuje posta  (10b), 
wtedy  = H – x2:

                                                                                                                               (10a)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )

0
0

0

2 2 2

22

2 2 2
22

2 2 2

22

2 2 2
22

,

,
, exp

,

,

,
, exp

,
H

h x x M x

h x x k
h x x M x x

h x x k

h x x M x

h x x k
h x x M x H x

h x x k

λ λ

λ

λ

λ

λ λ

λ

λ

λ

θ ϑ ϑ

ϑ

θ ϑ ϑ

ϑ

Γ

Γ

= + ∂ +

∂
+ − ∂ − ⋅

= + ∂ +

∂
+ − ∂ − ⋅ −

x x x

x

x x x

x
                                                                                                                               (10b)

Z postaci rozwi zania (10) wynika, e efekt warstwy brzegowej zanika wraz z odda-
laniem si  od brzegów 0

0 0, HΓ Γ  do wn trza kompozytu. 

ANALIZA

Rozpatrywany jest laminat o pod u nej gradacji w asno ci o grubo ci L = 54 cm, wy-
soko ci H = 200 cm i niesko czonej d ugo ci w kierunku osi x3. Sk ada si  on z 27 dwu-
sk adnikowych warstw o sta ej grubo ci  = 2 cm. Wspó czynniki przewodzenia ciep a 
komponentów wynosz  k  = 0,045 W·m–1·K–1 we wtr ceniu oraz k  = 1,7 W·m–1·K–1

w matrycy. Zgodnie z procedur  modelowania asymptotycznego przyj to nast puj ce 
warunki brzegowe na jednowymiarow  temperatur  u rednion : ( )2 30, , 10 Cx xϑ = − ° ,    

( ) ( )2 3 2 354, , 20 C, 0, 200 , ,x x x x Rϑ = ° ∈ ∈   ( ) ( )3 3 5, 0, , 200, 10 ,
9

x x x x xϑ ϑ= = − +

( )0, 54x∈ ,  3x R∈ .  Rozk ad funkcji ( )ϕ ⋅  zadano w postaci funkcji liniowej  (x2) =
2225 .

250
x−=  

Na rysunku 2 przestawiono wykresy temperatury w pi tej warstwie przegrody wy-
znaczone ze wzoru (5) na ró nych wysoko ciach x2. Zmienno  rozk adów temperatury 
zwi zana jest z faktem, e wraz ze zmian  wspó rz dnej x2 zmienia si  zawarto  ma-
teria u wtr cenia (styropianu), który jest lepszym izolatorem ciep a ni  materia  matry-
cy (beton). Ponadto krzywa 1 i krzywa 8, które zosta y wykre lone odpowiednio dla 
x2 = 0 cm i x2 = 200 cm, czyli na brzegach dolnym i górnym przegrody, obrazuj  sy-
gnalizowany w rozdziale „Metodyka” problem niespe nienia za o onych warunków 
brzegowych. 
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Rys. 2. Rozk ady pola temperatury w pi tej warstwie bez uwzgl dnienia efektu warstwy brzego-
wej dla ró nych wspó rz dnych x2: 1 – x2 = 0 cm, 2 – x2 = 25 cm, 3 – x2 = 50 cm, 4 – x2 =
= 100 cm, 5 – x2 = 125 cm, 6 – x2 = 150 cm, 7 – x2 = 175 cm, 8 – x2 = 200 cm

Fig. 2. Distribution of temperature  eld without consideration of boundary layer effect in the 5th 
layer for different coordinates x2: 1 – x2 = 0 cm, 2 – x2 = 25 cm, 3 – x2 = 50 cm, 4 – x2 =
= 100 cm, 5 – x2 = 125 cm, 6 – x2 = 150 cm, 7 – x2 = 175 cm, 8 – x2 = 200 cm

Natomiast rozwi zanie (10), uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej, spe nia wa-
runki brzegowe na brzegach przecinaj cych uwarstwienie. Mo na to zaobserwowa  
na rysunkach 3 i 4 wykonanych dla dziesi tej warstwy przegrody, na których krzywe 1 
przedstawiaj  wykresy temperatury odpowiednio na brzegu 0

0 0i HΓ Γ . Wykres krzywych 1
jest g adki, bez oscylacji.

Rys. 3. Rozk ady pola temperatury w dziesi tej warstwie z uwzgl dnieniem efektu warstwy 
brzegowej dla ró nych odleg o ci  od brzegu 0

0Γ : 1 –  = 0 cm, 2 –  = 0,05 cm, 3 –  = 
= 0,1 cm, 4 –  = 0,2 cm, 5 –  = 0,26 cm, i bez uwzgl dnienia efektu warstwy brzegowej: 
6 – x2 = 0,26 cm; A – powi kszony fragment wykresu

Fig. 3. Distribution of temperature  eld in 10th layer with consideration of boundary layer effect 
for different distances   from the edge 0

0Γ : 1 –  = 0 cm, 2 –  = 0,05 cm, 3 –  = 0,1 
cm, 4 –  = 0,2 cm, 5 –  = 0,26 cm,  and without consideration of boundary layer effect: 
6 – x2 = 0,26 cm; A – magni  ed part of the graph
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Rys. 4. Rozk ady pola temperatury w dziesi tej warstwie z uwzgl dnieniem efektu warstwy 
brzegowej dla ró nych odleg o ci  od brzegu 0

HΓ : 1 –  = 0 cm, 2 –  = 0,5 cm, 3 –  = 
= 1 cm, 4 –  = 2 cm, 5 –  = 2,8 cm, i bez uwzgl dnienia efektu warstwy brzegowej:
6 – x2 = 197,2 cm; A – powi kszony fragment wykresu

Fig. 4. Distribution of temperature  eld in 10th  layer  with consideration of boundary layer ef-
fect for different distances  from the edge 0

HΓ : 1 –  = 0 cm, 2 –  = 0,5 cm, 3 –  = 
= 1 cm, 4 –  = 2 cm, 5 –  = 2,8 cm, and without consideration of boundary layer effect 
6 – x2 = 197,2 cm; A – magni  ed part of the graph

Na omawianych rysunkach znajduj  si  wykresy temperatury dla ró nych odleg o ci 
 od poszczególnych brzegów 0

0 0, HΓ Γ , oznaczone kolejno symbolami 2–5. Krzywe ozna-
czone symbolem 6 przedstawiaj  wykresy temperatury w rodku kompozytu, wed ug 
wzoru (5).

Przyj to, e wp yw brzegu dochodzi do g boko ci , dla której ró nica mi dzy roz-
wi zaniem (5) i (10) jest w przybli eniu równa 0,001 C, tj. 0,003%. Mo na stwierdzi , 
e w pobli u brzegu 0

0Γ  zasi g wp ywu warstwy brzegowej dochodzi do g boko ci 
0  0,26 cm, a w pobli u brzegu 0

HΓ  – do g boko ci H  0,28 cm.
Wynika st d, e w pobli u brzegu 0

HΓ , gdy  < 1,4 , rozk ad temperatury mo na przy-
j  zgodnie ze wzorem (10b), a w pobli u brzegu 0

0Γ , gdy  < 0,13 ,  rozk ad temperatury 
mo na przyj  zgodnie ze wzorem (10a). Po przekroczeniu granicznych warto ci 0 i H 
rozk ad temperatury we wn trzu przegrody mo e by  wyznaczony ze wzoru (5).

PODSUMOWANIE

W wyniku zastosowania procedury modelowania tzw. efektu warstwy brzegowej 
otrzymane rozwi zanie na temperatur  spe nia zadane warunki brzegowe. 

Wp yw efektu warstwy brzegowej zanika wraz z oddalaniem si  od brzegów 0
0 0, HΓ Γ .

Wp yw ten utrzymuje si  do g boko ci równej 1,4 grubo ci pojedynczej warstwy rozwa-
anego laminatu w pobli u brzegu 0

HΓ , a w pobli u brzegu 0
0Γ  do g boko ci równej 0,13 

grubo ci pojedynczej warstwy. Oznacza to, e w odleg o ciach od brzegów 0
0 0, HΓ Γ , wi k-

szych ni  okre lone graniczne warto ci odpowiednio 0 i H, pole temperatury mo e by  
aproksymowane przez rozwi zanie otrzymane w ramach modelowania asymptotycznego.
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Z postaci rozwi zania (10) wynika, e efekt warstwy brzegowej zale y od rodzaju 
materia ów wchodz cych w sk ad przegrody (dla materia ów o zbli onych warto ciach 
wspó czynników przewodzenia ciep a wp yw ten b dzie mniejszy, ni  dla materia ów 
charakteryzuj cych si  znaczn  ró nic  mi dzy warto ciami sta ych materia owych), od 
budowy wewn trznej (rozk adu frakcji materia u wtr cenia), od wymiarów zewn trz-
nych przegrody, od kierunku przewodnictwa ciep a (wzd u  uwarstwienia w rozwa anym 
kompozycie nie wyst pi by efekt brzegowy).
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BOUNDARY LAYER EFFECT IN LONGITUDINAL  FGM WALL

Summary. The stationary, one-dimensional heat conduction problem for multilayer longi-
tudinal FGM was investigated. The in  uence of the boundary layer effect on the distribu-
tion of temperature  elds in longitudinal FGM was considered. The wall was built of two 
homogeneous, isotropic heat conductors.

Key words: longitudinal FGM, heat conduction, asymptotic modelling, boundary layer 
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