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OCENA WRA�LIWO�CI SI�Y KRYTYCZNEJ PR�TÓW 
�CISKANYCH NIEKONSERWATYWN� SI�� OSIOW� 

Wojciech Gilewski1, Paulina Obara2,
Politechnika Warszawska1, Warszawa Politechnika �wi�tokrzyska, Kielce2

Streszczenie. W pracy poddano ocenie si�� krytyczn� w pr�cie wspornikowym poddanym 
dzia�aniu niekonserwatywnej si�y osiowej. Zastosowano statyczne i dynamiczne kryterium 
utraty stateczno�ci przez bifurkacj� i � ater. Wp�yw parametru �,�charakteryzuj�cego obci�-
�enie niekonserwatywne, przeanalizowano z punktu widzenia analizy wra�liwo�ci. 
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WST�P

Przedmiotem pracy jest analiza wra�liwo�ci stateczno�ci pr�ta prostego na niewielkie 
zmiany parametru �, który okre�la niekonserwatywny charakter obci��enia osiowego. 
Podano dynamiczne i statyczne kryteria utraty stateczno�ci przez � ater i bifurkacj� stanu 
równowagi. Analiza funkcji wra�liwo�ci pozwala okre�li	, dla jakich parametrów zada-
nie jest czu�e na niewielkie zmiany k�ta nachylenia  si�y osiowej, oraz, co bardziej istotne, 
czy i przy jakich parametrach zadanie jest  nieczu�e na takie zmiany. 

STATECZNO�� PR�TÓW �CISKANYCH NIEKONSERWATYWN� SI�� 
OSIOW�

Przedmiotem rozwa�a
 b�dzie stateczno�	 cienkiego wspornikowego pr�ta proste-
go d�ugo�ci L, o sta�ym przekroju poprzecznym (moment bezw�adno�ci przekroju J), 
�ciskanego przy�o�on� na swobodnym ko
cu si�� osiow� S (rys. 1). Zak�adamy, �e pr�t 
pierwotnie posiada� o� doskonale prost� oraz �e jest doskonale spr��ysty (modu� Youn-
ga E), a napr��enia nie przekraczaj� granicy proporcjonalno�ci. G�sto�	 masy pr�ta na 
jednostk� d�ugo�ci oznaczono przez �. Rozwa�a	 b�dziemy przypadek, gdy si�a S dzia�a 
w kierunku nachylonym wzgl�dem kierunku konserwatywnego pod k�tem �, czyli jest 
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cz��ciowo �ledz�ca, a cz��ciowo konserwatywna. K�t � przeskalowano tak, aby zmienia� 
si� w przedziale od 0 do 1, gdzie 0 charakteryzuje obci��enie konserwatywne, a 1 obci�-
�enie �ledz�ce (Timoshenko i Gere 1963, Gomuli
ski i Witkowski 1992, 1993).

Do wyznaczenia si�y krytycznej pos�u�y nam równanie amplitud w zadaniu dyna-
micznym w postaci:
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gdzie zastosowano standardowe oznaczenia: 
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Ca�ka ogólna tego równania ró�niczkowego ma posta	:
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Warunki brzegowe w zadaniu przedstawionym na rysunku 2 s� nast�puj�ce:
I(0) 0; (0) 0; (1) 0; (1) 0w w M T� � � �  (3)

gdzie si�a poprzeczna i moment zginaj�cy wyra�aj� si� wzorami:
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Z warunków brzegowych (3) otrzymujemy uk�ad równa
 jednorodnych na sta�e ca�-
kowania. Warunek istnienia niezerowego rozwi�zania mo�na przedstawi	 w nast�puj�cej 
postaci:

4 4 4 4 2 22 [2 (1 )]cosh cos (2 1) sinh sin 0� ��� � � � � � � � � �  � � � � �  (5)

Równanie (5) stanowi dynamiczne kryterium utraty stateczno�ci belki wsporniko-
wej poddanej dzia�aniu niekonserwatywnej si�y nachylonej pod k�tem opisanym przez 
wspó�czynnik ���Równanie to obrazuje zale�no�	 parametru � (czyli warto�ci si�y, która 

Rys. 1.  Oddzia�ywanie niekonserwatywnej si�y osiowej
Fig. 1. Effect of non-conservative axial force
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powoduje utrat� stateczno�ci stanu równowagi) od warto�ci � (czyli od cz�sto�ci drga
 
pr�ta) dla okre�lonej warto�ci wspó�czynnika � (Thomson i Hunt 1973, Huseyin 1975).

STATYCZNE KRYTERIUM UTRATY STATECZNO�CI

Szczególny przypadek równania (5) otrzymujemy, przyjmuj�c � = 0 ( = 0, � = �):

4 4 (1 )cos 0�� �� � � �  (6)

Jest to statyczne kryterium utraty stateczno�ci przy niekonserwatywnym dzia�aniu 
si�y osiowej, którego spe�nienie jest warunkiem bifurkacji stanu równowagi rozwa�anego 
pr�ta. Na rysunku 2 przedstawiono wykres zale�no�ci parametru krytycznego (�) od k�ta 
nachylenia si�y, a na rysunku 3 przekroje tego wykresu dla wybranych parametrów �. Pa-
rametr �, przy wspó�czynniku � bliskim jedno�ci osi�ga bardzo du�e warto�ci, które nie 
mieszcz� si� na skali rysunku – st�d obserwujemy w tym obszarze „�ci�cie” powierzchni 
na rysunku.

Równanie (6) pozwala uzyska	 informacj� o krytycznej warto�ci si�y osiowej tylko 
dla � � 0,5. Dla wi�kszych ��rozwi�zanie równania nie istnieje, co oznacza, �e nie jest 
mo�liwa utrata stateczno�ci konstrukcji przez bifurkacj�. Konieczne jest wtedy zastoso-
wanie dynamicznego kryterium utraty stateczno�ci opisane równaniem (5).

Rys. 2. Zale�no�ci parametru krytycznego (�) od k�ta nachylenia si�y (�) i parametru ��
Fig. 2. Dependence of the critical parameter (�) on the force angle (�) and parameter � 
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DYNAMICZNE KRYTERIUM UTRATY STATECZNO�CI

Dynamiczne kryterium (5) opisuje utrat� stateczno�ci przez � ater. Na rysunku 4 
przedstawiono wykresy zale�no�ci parametru krytycznego (�) od wymuszenia � dla kilku 
warto�ci k�ta �. W ka�dym z przypadków analizowano po dwie pary warto�ci w�asnych, 
oznaczaj�c je jako (I) i (II) obok warto�ci parametru �. Zauwa�my, �e � ater mo�e wyst�-
pi	 zarówno dla wspó�czynnika � � 0,5, jak i dla � > 0,5. Rozpatruj�c przypadek � = 0, 
obserwujemy zbli�anie si� warto�ci pierwszej i drugiej warto�ci parametru �� przy rosn�-
cym wspó�czynniku �, a� do �������, przy którym otrzymujemy pierwiastek podwójny. 
Interesuj�cy jest fakt przechodzenia kilku krzywych przez wspólny punkt o wspó�rz�d-
nych � = 2,656, � = 4,007. Wyja�nienia tego faktu poszukiwali�my w analizie wra�liwo-
�ci rozwi�zania na zmiany k�ta �, któr� przedstawiamy w nast�pnym rozdziale pracy.

ANALIZA WRA�LIWO�CI ROZWI�ZANIA NA ZMIANY K�TA ��

Rozwa�my wra�liwo�	 funkcji dynamicznego kryterium utraty stateczno�ci:

4 4 4 4 2 2( , , ) 2 [2 (1 )]cosh cos (2 1) sinh sinf � � � � � ��� � � � � � � � � �  � � � �  (7)

na zmiany k�ta nachylenia �. Wra�liwo�	 de� niowana jest jako pochodna rozwa�anej 
funkcji wzgl�dem parametru, którego wp�yw analizujemy [Kleiber i in. 1997]. Analizu-
jemy zatem funkcj� postaci:

Rys. 3.  Zale�no�ci parametru krytycznego (�) od parametru � w wybranych przekrojach dla wy-
branych warto�ci wspó�czynnika �

Fig. 3.  Dependence of the critical parameter (�) on the parameter ��in selected cross-sections for 
several vaules of � 
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��
 (8)

Wykresy funkcji wra�liwo�ci przedstawiono, dla przejrzysto�ci, na dwóch komple-
tach rysunków (aksonometrycznych i warstwicowych) – rysunku 5 dla � ������������� (0; 
2,5) i rysunku 6 dla � ������������������ �. Rysunki w szerszej skali nie s� czytelne.

Dodatkowo na rysunku 7 przedstawiono przekroje analizowanej funkcji wra�liwo�ci 
dla wybranych warto�ci parametrów � i ���Zauwa�my, �e funkcja wra�liwo�ci nie zale�y 
od wspó�czynnika �. Przedstawione rysunki mog� s�u�y	 do okre�lenia, dla jakich pa-
rametrów � i � zadanie utraty stateczno�ci konstrukcji wed�ug kryterium dynamicznego 
jest czu�e na niewielkie zmiany wspó�czynnika �, a dla jakich parametrów jest nieczu�e 
na te zmiany.

Flater stanu równowagi konstrukcji mo�e wyst�pi	 przy ró�nych parametrach � od-
powiedzialnych za cz�sto�	 drga
. Warto�	 si�y, która wywo�uje � ater, zale�y od wspó�-
czynnika �ledzenia (�) i jest w ró�nym stopniu czu�a na niewielkie zaburzenia tego k�ta. 
Funkcja wra�liwo�ci wykazuje dla za�o�onych cz�sto�ci � ekstrema (rys. 5–7), co ozna-
cza, �e przy pewnych kombinacjach parametrów �����zadanie utraty stateczno�ci jest 
szczególnie czu�e na niewielkie zmiany wspó�czynnika �ledzenia (�).

W szczególno�ci zauwa�my, �e:
!��Ekstrema te dla ma�ych parametrów � odpowiadaj� warto�ciom ��oko�o 4,5, co 

odpowiada drugiej warto�ci krytycznej przy k�tach � zawartych w przedziale (0; 0,25). 
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Rys. 4. Rozk�ad parametrów krytycznych � ateru �, � przy ró�nych wspó�czynnikach �
Fig. 4. Distribution of critical parameters of � utter �, � for various coef� cients � 
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Dla k�tów wi�kszych, z przedzia�u (0,25; 0,5), wra�liwo�	 na zaburzenie k�ta �ledzenia 
gwa�townie maleje. Analiza pierwszej warto�ci krytycznej wskazuje, �e jest ona najbar-
dziej wra�liwa na zaburzenia k�ta ��przy k�tach �ledzenia bliskich 0,5 oraz �agodnie 
maleje, gdy k�t zbli�a si� do warto�ci 0.

"��Dla parametrów ��z przedzia�u (0; 2) lokalne ekstremum „przesuwa” si� w kierun-
ku mniejszych warto�ci �. 

���Funkcja wra�liwo�ci stateczno�ci konstrukcji na zmiany k�ta � osi�ga warto�	 0 dla 
zbioru parametrów �����przedstawionego na rysunku 8. Gruba linia na tym rysunku przed-
stawia �lad powierzchni wra�liwo�ci na p�aszczy�nie ����Parametry, które znajduj� si� na 
tej linii, oznaczaj� brak wra�liwo�ci zadania stateczno�ci na zaburzenia k�ta �. Okazuje 
si�, �e w klasie rozwi�za
, pochodz�cych z dynamicznego kryterium utraty stateczno�ci, 
jedynie punkt o wspó�rz�dnych ���� ��� ������"������znajduje si� na tej linii. Inaczej 
mówi�c, � ater, który nast�puje przy parametrze ����"�������jest nieczu�y na zaburzenia 
k�ta �ledzenia si�y.

Rys. 5. Funkcja wra�liwo�ci w przedziale parametrów � ��(3; 5), � ��(0; 2,5)
Fig. 5. Sensitivity function for the parameters � ��(3; 5), � ��(0; 2,5)
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 ��Analiza rysunku 6 wskazuje, �e dla parametrów ��#��� funkcja wra�liwo�ci gwa�-
townie maleje. Szczegó�owa analiza w tym zakresie, jak te� analiza wra�liwo�ci dla ��#���
wymaga dalszych bada
.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono analiz� utraty stateczno�ci pr�ta wspornikowego poddanego 
dzia�aniu niekonserwatywnej si�y. Wykazano, �e statyczne kryterium utraty stateczno�ci 
przez bifurkacj� daje rozwi�zanie jedynie przy parametrze �ledzenia � �����. Dla wi�k-
szych ���rozwi�zanie nie istnieje, co oznacza, �e nie jest mo�liwa utrata stateczno�ci kon-
strukcji przez bifurkacj�. Konieczne jest wtedy zastosowanie dynamicznego kryterium 
utraty stateczno�ci, które pozwala okre�li	 parametry utraty stateczno�ci przez � ater. Fla-
ter mo�e wyst�pi	 zarówno dla wspó�czynnika � ������ jak i dla ��#����. 

W drugiej cz��ci pracy podano ocen� wra�liwo�ci parametrów krytycznych na nie-
wielkie zmiany parametru �ledzenia �. Wskazano obszary parametrów krytycznych, przy 
których rozwi�zanie wykazuje bardzo du�� wra�liwo�	, i zbiór parametrów ��� �,�dla 

Rys. 6. Funkcja wra�liwo�ci w przedziale parametrów � ��(0; 6), � ��(0; 4)
Fig. 6. Sensitivity function for the parameters � ��(0; 6), � ��(0; 4)
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których funkcja wra�liwo�ci stateczno�ci konstrukcji na zmiany k�ta � osi�ga warto�	 0. 
W klasie rozwi�za
, pochodz�cych z dynamicznego kryterium utraty stateczno�ci, jedy-
nie punkt o wspó�rz�dnych ���� ��� ������"������znajduje si� na linii o zerowej wra�li-
wo�ci. Inaczej mówi�c, � ater, który nast�puje przy parametrze ����"�������jest nieczu�y 
na zaburzenia k�ta �ledzenia si�y. 

Rys. 7. Funkcja wra�liwo�ci w wybranych przekrojach
Fig. 7. Sensitivity function in selected cross-sections
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Rys. 8. Rozk�ad parametrów �, �, dla których otrzymujemy zerow� wra�liwo�	 na niewielkie 
zmiany wspó�czynnika � 

Fig. 8. Distribution of parameters �, � for which we have zero sensitivity for small changes of 
coef� cient �
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ESTIMATION OF SENSITIVITY OF CRITICAL LOAD OF RODS WITH 
NON-CONSERVATIVE AXIAL FORCE

Abstract. Stability analysis of the rod subjected to non-conservative load is presented. 
Static and dynamic criterion of bifurcation and � utter of the structure is discussed. The 
in� uence of the angle � of non-conservative load for the critical parameters is detected via 
sensitivity analysis. 

Key words: stability, non-conservative force, sensitivity
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