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LINIOWA ANALIZANUMERYCZNA ZACHOWANIA SIE
GRUNTU POD FUNDAMENTEM BEZPOSREDNIM PRZY
WYKORZYSTANIU CZTEROWEZLOWEGO ELEMENTU
SKONCZONEGO Z WYGLADZONYM POLEM NAPREZEN

Tomasz Pasik

Wydziat Budownictwa i Inzynierii Srodowiska
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wykonano analize zachowania sie gruntu pod fundamentem bezpo-
srednim z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych. Kod zrédtowy programu zo-
stat napisany w jezyku Mathematica. Grunt zamodelowano jako materiat liniowo sprezysty.
Obliczenia zostaty przeprowadzone dla trzech rodzajow stopy fundamentowej: podatnej
gtadkiej, sztywnej szorstkiej i sztywnej gtadkiej. Wyniki przeprowadzonych analiz przy-
réwnano z wynikami obliczen programu Midas GTS NX.

Stowa kluczowe: metoda elementéw skonczonych, materiat liniowo sprezysty, ptaski stan
odksztalcenia, fundament bezposredni

WSTEP

Jednym z najwazniejszych etapow procesu projektowego w budownictwie jest anali-
za statyki konstrukcji. W tym celu najczesciej stosowane sa programy komputerowe.

Obecnie powszechnie do probleméw inzynierii geotechnicznej wykorzystywane sa
narzedzia, ktore wykorzystuja metode elementéw skonczonych (MES), na przyktad Mi-
das GTS NX [manual.midasuser.com], GEO5, ZSOIL, PLAXIS, ABAQUS, gdzie zamo-
delowa¢ mozna zachowanie sie konstrukcji (tj. skarpy, nasypu, fundamentu bezposred-
niego i posredniego, konstrukcji oporowej czy tunelu).

Obstuga tych programéw ze wzgledu na wygode sprowadza sie do intuicyjnego
wprowadzania geometrii, obciazen, typu konstrukcji oraz parametréw materiatu. Na-
stepnie wyniki sa czesto interpretowane bez znajomosci algorytmoéw i podstawowych
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16 T. Pasik

zasad rzadzacych metoda elementéw skonczonych. Takie podejscie doprowadzi¢ moze
do rozwiazan nieoptymalnych, a nawet btednych. Skape w informacje na temat zasto-
sowanych procedur obliczeniowych podreczniki uzytkownika dotaczane do programéw
nie daja mozliwosci glghszego zrozumienie zastosowanych rozwiazan. Pomocne w zro-
zumieniu podstaw algorytmu MES sa na przykiad opracowania Zienkiewicza i innych
[2013], Bhatti [2005 i 2006] oraz Bathe [2014]. Dodatkowo dla mozliwosci praktycznych
¢wiczen i korzystania z wyzej wymienionych opracowan niezbgdne sa umiejgtnosci pro-
gramowania w dowolnym jezyku (np. Mathematica [Wellin 2013], Matlab, Fortran, Py-
thon czy C++), wspierane podstawami matematyki wyzszej, w szczeg6lnosci z zakresu
algebry liniowej [khanacademy.org].

W wyzej wymienionych narzedziach do analiz MES dostep do kodow zrédtowych
jest utrudniony, a nawet niemozliwy, co stanowi bariere w testowaniu wiasnych rozwia-
zan wykraczajacych poza standard, ktdry oferuja. Buduje to takze wrazenie tzw. czarnej
skrzynki, gdzie wprowadzane sa dane, i bez rozumienia zasad i procedur obliczeniowych
otrzymywane sa wyniki.

Przedmiotem niniejszej publikacji jest prezentacja wiasnego programu liniowej ana-
lizy MES dla wzorcowego przyktadu inzynierii geotechnicznej, tj. wyznaczenie rozktadu
naprezen w osrodku gruntowym pod wptywem obciazenia fundamentem bezposrednim.

Zaprezentowany program bedzie dobra baza do rozwijania o kolejne elementy: po-
czatkowy stan naprezenia, modele konstytutywne, zagadnienie kontaktu i wiele innych.

MODEL WZORCOWY

Obliczenia przeprowadzono dla ptaskiego stanu odksztatcenia (2D). Na rysunku 1
przedstawiono podziat osrodka gruntowego na elementy skonczone w dwdch wariantach
wraz z numeracja tych elementéw i numeracja weztéw. Rozpatrywany model ma wy-
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Rys. 1. Siatka podziatu osrodka gruntowego na elementy skonczone w programie Midas GTS
NX: a - wariant 1, b — wariant 2

Fig. 1. FEM Mesh for calculated model of soil halfspace in Midas GTS NX: a — option 1,
b — option 2
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Liniowa analiza numeryczna zachowania sie gruntu pod fundamentem... 17

miary 20 m szerokosci i 20 m wysokosci. Lewa krawedz modelu jest jednoczesnie osia
symetrii uktadu obciazenie — grunt.

Analizy zostaty przeprowadzone dla 3 rodzajow obciazenia na dtugosci 6 m (rys. 1):
— fundament podatny i gtadki (zamodelowany jako obciazenie ciagte 100 kPa),

— fundament idealnie sztywny i gtadki (zamodelowany jako wymuszone przemieszcze-
nie pionowe 0 —-0,01 m bez blokady przemieszczen poziomych),

— fundament idealnie sztywny i szorstki (zamodelowany jako wymuszone przemiesz-
czenie pionowe 0 —0,01 m z blokada przemieszczen poziomych).

Wszystkie obliczenia przeprowadzono we wiasnym programie napisanym w jezy-
ku Mathematica [Wellin 2013] (zatacznik). Dodatkowo otrzymane wyniki przyréwnano
z wynikami z programu do analiz MES Midas GTS NX.

Wyzej wymienione analizy dla siatki z rysunku 1a, lecz dla elementow 8-weztowych,
zostaty przeprowadzone w publikacji Pottsa i Zdravkovica [1999], co stanowi dodatkowe
zrodto poréwnawcze dla przeprowadzonych obliczen.

Przyjeto parametry materiatu: modut Younga E = 10 MPa i liczbg Poissona v = 0,4.

ZASADA DZIALANIA PROGRAMU - METODA OBLICZEN

Na rysunku 2 przedstawiono schemat blokowy programu, ktory utatwia prace nad ko-
dem Zzrédtowym. Stanowi on takze gotowe zrddto wiedzy inzynierskiej dla programisty.
Realizacja kazdego bloku skutkuje wynikiem, ktory jest zrodtem danych dla nastepnego
bloku.

Generowanie slatki MES

-tablica z wspdlrzednymi wezléw Warunki brzegowe

-tablica z elementami w postaci l
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konturowe” np. dowolnego
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Rys. 2. Schemat blokowy programu liniowej analizy metody elementéw skonczonych
Fig. 2. Flowchart of linear Finite Element Method
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18 T. Pasik

W zaprezentowanym programie siatke MES zaimportowano z programu Midas GTS
NX, poprzez import tablicy z wspotrzednymi weztdw i tablicy z numerami weztow two-
rzacych element. Wykorzystano elementy czteroweztowe czworoboczne (rys. 3), dla kto-
rych funkcje ksztattu (rdwnanie 1), wyprowadzi¢ mozna z interpolacji Lagrange’a.
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Rys. 3. Element czworoboczny 4-weztowy i funkcje ksztattu
Fig. 3. 4-noded quadrilateral element and shape functions

W celu formowania siatki MES w dowolny sposéb zdecydowano sie na elementy
izoparametryczne. Dzigki procedurze mapowania elementu skonczonego [Bhatti 2005]
(rys. 4a) do postaci bezwymiarowej (rys. 4c), korzysta¢ mozna z elementéw o dowolnych
wymiarach we wsp6trzednych globalnych. Pamigta¢ nalezy tylko, aby funkcja wypro-
wadzona z wyznacznika macierzy Jacobiego przyréwnana do O nie przecinata obsza-
ru elementu we wspotrzednych bezwymiarowych (rys. 4b). Taki zabieg sprowadza cata
transformacje uktadu do Jacobianu.
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Rys. 4. Procedura zmiany wsp6trzednych 4-weztowego, czworobocznego elementu skonczone-
go: a— element we wspotrzednych globalnych, b — linia zerowego Jakobianu, ¢ — element
we wspotrzednych bezwymiarowych lokalnych

Fig. 4. Mapping procedure for 4-node quadrilateral element: a — element in global coordinate
system, b — zero Jakobian determinant line, ¢ — element in local dimensionless coordinate
system

Na rysunku 4a, ¢ umieszczono takze punkty, ktore sobie odpowiadaja w obu uktadach
wspotrzednych. Wystarczy skorzystac z zaleznosci:

Acta Sci. Pol.



Liniowa analiza numeryczna zachowania sie gruntu pod fundamentem... 19

x(& n) = NT xgc — wsp6trzedne x w zaleznosci od &, 7 (rys. 44, ¢)
y(& ) =NT Ygc —Wspoerane y w zaleznosci od &, 7 (rys. 4a, )
Xge = [Xgel, Xge2, Xge3, xgc4] — wektor wspdtrzednych x weztéw (rys. 4a) 2
ych [Vgeds Yge2 Yge3s ygc4] — wektor wspdtrzednych y weztow (rys. 4a)
= [Ny, Ny, N3, N4] — wektor funkcji ksztattu
Zagadnienia inzynierii geotechnicznej modeluje sie w 2D jako ptaski stan odksztatce-
nia. Na rysunku 5 zobrazowano zatozenia ptaskiego stanu odksztatcenia.
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Rys. 5. Warunki ptaskiego stanu odksztatcenia dla przyktadu watu przeciwpowodziowego pod-
danego parciu wody i redukcja tensora naprezenia do ptaskiego stanu

Fig. 5.  Plane strain condition: dike subjected to water pressure and reduction of stress tensor to
2D condition

Zaleznosci na rysunku 2 stanowia podstawe liniowego algorytmu MES wyczerpu-
jaco przedstawiona w publikacjach: Bhatti [2005], Zienkiewicza i innych [2013], Bathe
[2014] i wielu innych.

W praktycznych przypadkach celem przeprowadzanych analiz jest wyznaczenie roz-
ktadu wybranego skladnika tensora naprezen z zaleznosci ¢ = CB'd.

Dla elementéw czteroweztowych czworokatnych najbardziej odpowiednim miejscem
wewnatrz elementu do obliczania wartosci naprezen jest potozenie & = n = 0 [Bhatti
2006]. W celu wygenerowania gtadkich wykresow konturowych zastosowano ,,algorytm
wygtadzajacy wykresy konturowe”, interpolujac wartosci naprezen z poczatku uktadu
wspotrzednych elementu do weztdéw (réwnania 3 i 4).

Dla elementu:

W®s = \/© 3)
gdzie: w9 = [[NT NdA = [, [' | NT N det(J)dédn,
A

W =5, [|Ndd = s,[",[', N det(J)d&dn,
A
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20 T. Pasik

s — wektor wyinterpolowanych wartosci w weztach elementu,
Se — Wyliczona wartos$¢ np. naprezenia w poczatku uktadu wsp6trzednych &= 5 = 0.
Dla catego uktadu procedura taczenia elementdw jest analogiczna do procedury budo-
wy globalnej macierzy sztywnosci (kg) i wektora przemieszczen weztowych (rg):

WS = Vg => S = Wg Vg 4)
gdzie: S — wektor naprezen dla wszystkich weztéw w rozpatrywanym modelu.

Na rysunku 6 przedstawiono wykresy konturowe naprezen stycznych (zyy) wykreslone dla
roznych punktow. Dla rekomendowanej lokalizacji (¢ = # = 0) brak jest informacji na temat
znacznego obszaru osrodka gruntowego (rys. 6a). Wykres (rys. 6b) jest obarczony btedem, po-
niewaz punktami obliczen byly wezty z lewej strony elementow (wezty 14 —rys. 3). Rysunek
6c przedstawia wykres konturowy z zastosowaniem ,,algorytmu wygladzajacego”. ,,Algorytm
wygtadzajacy wykresy konturowe” (réwnania 3 i 4) umozliwia poréwnywanie wykreséw
konturowych z wykresami generowanymi w programie Midas GTS NX (rys. 8i 9).

a b c

4 6 8 10 "0 2 4 6 8 10

Rys. 6. Wykresy konturowe z,, w osrodku gruntowym dla roznych punktow (siatka MES 1):
a — dla punktow & = 5 = 0, kontury {5, 10, 15, 20} kPa, b — dla weztdw z lewej strony
elementow 1 i 4, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa, c — dla weztéw wyinterpolowanych
z punktéw & =5 = 0, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa

Fig. 6.  Contour plots of z,, in soil medium for different data point (FEM mesh 1): a — for location
points, contours {5, 10, 15, 20} kPa, b — for nodes located on left side of element 1 and 4, con-
tours {5, 10, 15, 20, 25} kPa, ¢ — for nodes using algorithm of smoothed stress field, contours
{5, 10, 15, 20, 25} kPa

WYNIKI OBLICZEN

W celu sprawdzenia poprawnosci programu wykonano analize stopy fundamento-
wej w 3 wariantach. Na rysunku 7 przedstawiono przemieszczenia powierzchni terenu.
Otrzymano wyniki identyczne z wynikami analiz przeprowadzanych przez Pottsa i Zdrav-
kovica [1999]. Dodatkowo zaobserwowano typ przemieszczen gruntu w zaleznosci od
rodzaju stopy, gdzie decydujacy wptyw ma sztywnos¢ stopy.

Na rysunku 8 i 9 przedstawiono wyniki odpowiednio naprgzen stycznych i najwigk-
szych naprezen gtownych dla kazdej ze stop. Dodatkowo analizy zostaty przeprowadzo-
ne w programie Midas GTS NX dla r6znych rodzajéw siatki oraz elementdw. Otrzymano
wyniki zblizone z wynikami z programu Midas GTS NX dla r6znych siatek, co swiadczy
0 poprawnosci napisanego programu. Na rysunkach 8 i 9 gtéwne r6znice wynikaja ze
sztywnosci stopy fundamentowej. Réznice wynikajace z kontaktu miedzy stopa funda-
mentowa a gruntem dla przeprowadzonych analiz sa nieznaczne.

Acta Sci. Pol.
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Rys. 7. Przemieszczenia powierzchni terenu: a — obliczenia wiasne dla elementu 4-wgztowego,
b — obliczenia Pottsa i Zdravkovica [1999] dla elementéw 8-weztowych
Fig. 7. Ground surface settlements: a — own calculation for 4 node elements, b — calculation for
8-node elements [Potts and Zdrawkovic 1999]
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22 T. Pasik

Midas GTS NX — elementy o$mioweztowe, siatka 1

Rys. 8. Wykresy konturowe naprezen stycznych (z,) w osrodku gruntowy[kPa]: a - stopa gtadka
podatna, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa, b — stopa gtadka sztywna, kontury {-1, 0, 1, 2,
3, 4, 5} kPa, ¢ — stopa szorstka sztywna, kontury {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kPa
Fig. 8.  Contour plots of tangential stresses (zy,) in soil medium [kPa]: a — smooth flexible fo-
oting, contours {5, 10, 15, 20, 25} kPa, b — smooth rigid footing, contours {-1, 0, 1, 2, 3,
4, 5} kPa, ¢ — rough rigid footing, contours {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kPa
a b c

Program wiasny — elementy czteroweztowe, siatka 1

Midas GTS NX — elementy czterowgzlowe, siatka 1

Midas GTS NX — elementy czterowgztowe, siatka 2
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Midas GTS NX — elementy o$miowegztowe, siatka 1

Rys. 9. Pola wektorowe i kontury najwigkszych naprezen gtéwnych (o7): a — stopa gtadka po-
datna, kontury {30, 60, 90} kPa, b — stopa gtadka sztywna, kontury {4, 6, 8, 10, 12} kPa,
¢ — stopa szorstka sztywna, kontury {4, 6, 8, 10, 12} kPa

Fig. 9.  Vector fields and contour plots of major principal stress: a — smooth flexible footing, con-
tours {30, 60, 90} kPa, b — smooth rigid footing, contours {4, 6, 8, 10, 12} kPa, ¢ — rought
rigid footing, contours {4, 6, 8, 10, 12} kPa

PODSUMOWANIE

Analiza numeryczna uwzglednia wszystkie cztery teoretyczne wymagania: rownowa-
gi, ciagtosci, relacji konstytutywnych i warunkdw brzegowych [Potts 2003] (rys. 10a), co
jest cenne w przypadku, gdy wymagane sa informacje dotyczace na przyktad przemiesz-
czenia, statecznosci oraz wptywu na pobliskie konstrukcje. Przewaga analiz MES nad
innymi metodami analizy konstrukcji (np. metodami modutu podatnosci podtoza [Pasik
i Koda 2013, Pasik i in. 2015], polega na mozliwosci opisu osrodka gruntowego (sta-
nu naprezenia i odksztatcenia), konstrukcji oraz zagadnien kontaktu miedzy konstrukcja
a gruntem.

a b
Sity zewnetrzne Warunki brzegowe
Sily zewnetrzne Przemieszczenia Rownanja MES
- . "
Réwnan\a RéWnal‘lla Przemieszczenia
rownowagi ciggtosci Réwnaniajcigglosci
L
Relacje Odksztateenia
i - » ksztalceni
ik konstytutywne Dckerssicana

Relacje kogstytutywne

Naprezenia

Réwnania MES

Rys. 10. Zaleznosci i procedura analizy liniowej MES: a — podstawowe zaleznosci i rownania
mechaniki, b — og6lna procedura otrzymywania wielkosci w analizie liniowej MES

Fig. 10. Dependencies and procedure of linear FEM analysis: a — basic concept and equations in
mechanics, b — overal procedure to get values in FEM rule

Analize mozna rozszerzy¢ o zastosowanie bardziej odpowiedniego modelu konsty-
tutywnego [Borja 2013], opisu kontaktu migdzy fundamentem a gruntem oraz mozna

Architectura 15 (1) 2016



24 T. Pasik

uwzgledni¢ poczatkowy stan naprezenia. Wszystkie wymienione rozszerzenia przybliza-
ja do opisu rzeczywistosci, lecz znaczaco rozszerzaja prace a nawet zmieniaja procedure
algorytmu.

PODZIEKOWANIA

Praca zostata zrealizowana dzieki wsparciu zadania badawczego w ramach wewnetrz-
nego trybu konkursowego stuzacego rozwojowi mtodych naukowcow i uczestnikéw stu-
diéw doktoranckich pt. ,,Projektowanie geotechniczne z zastosowaniem metody elementéw
skonczonych” ze srodkéw Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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ZALACZNIK - KOD ZRODLOWY ALGORYTMU WYGLADZAJACEGO
W JIEZYKU MATHEMATICA

Tabela 1. Oznaczenia definicji wykorzystanych w algorytmie
Table 1. Main designation symbols in algorithm.

Symbol Opis
0 Tablica z katami odpowiadajacymi obrotowi kierunkéw gtéwnych tensora naprezenia

VWI[.] Funkcja zwracajaca macierz W oraz wektor V dla elementu na podstawie wspotrzednych
i wartosci obliczonej wielkosci w poczatku uktadu wspétrzednych elementu.

WG Tworzy macierz globalna dla catego uktadu
VG Tworzy wektor globalny dla catego uktadu
tval Wektor katdw obrotu kierunkéw gtéwnych dla kazdego wezta uktadu
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Algorytm wygtadzajacy tyy

vji4|= ShearStress = Table[DATA[[1, 611[([1, 211, {1, 1, e}];
rjit)= VW [Se_, (G5, G ), (x1_, v1 ,x2 ,v2 ,x3 ,v¥3 , x4 .vi}]:=
ltnauln[{wl, N2, N3, W4, NN, =, ¥, JJ, formulationW, formulationV, Gpoint{, Guweight{, Gpointn, Gweightn,K W, V},

"Funkele kaztaltu®;
1 n § nf
Wiz |=====s—]:

(lli -l]

HN = (N1, N2, N3, N4};

"Mapowanie - funkcje interpolujce”;

®[&_ . m_ ] 1= BN.{x1, =2, %3, x4};

¥l&, 7] 1= BN {¥1, ¥2, ¥3, yd);

II = {({D[=[£, 01, £1, DI¥[E, ), £}, {D[=[£: 9], 7)1, DIv[E, 7], nlh}s

ne. neryczne z + am y Gaussa";
formulationW = Transpose® (NN} . (NN} «Det[JJ];
formulationV = NN«Det[JT];
{Gpointf, Gweightl} = T [Gaussi ghta[as, -1, 1115
{Bpointn, ightn) = T [Gausai ghta[ay, -1, 111;
{W = Sum[Sum[Gwaightf[[i]] « Gwaighty[[§]] « formulationW /. {£ -> Gpeintf[[1]1], n -> Gpointn[[311}, (3, 1, G#}1,
{4, 1, @711,
V = SewBum[Sum[Gweightf[[i]] » Gweightn[[3]] » formulationV /. {§ -> Gpoint{[[4]], § -> Gpeintn[[311},
{3, 1, é7}1. {1, 1, 61
]

njail= WY[vw_, ele_] := VW[SheaxrStzess[[ele]l], {2, 2}, clelell[[vw]]

njdij= WG := Module[{a, b},
a = Tabla[0, {n}, {n}]:
bz Do[afelement[i], element[i]] += WV[1, 1], {i, 1, @}];
ali
Inj4i) = VG := Medule[{a, b},
a = Table[0, {n}];
b =Dola[[element[[1]]1]] += WV[2, 1], {1, 1, &}];

al:
Inj40} = S8 = Inverse[WG] .VG;

Inf50 = SSP = Partition[Flatten®Table[{node[[1]], SS[[411}, {1, 1, n}]1, 3]
ListContourPlot[SSP, ColorFunction = ColorData["DarkRainbow"],

PlotL ds = BarL ar e, All, LegendLabal + "[kFa]"], ContourStyle -+ White, PlotRange -+ All,
ContourLabels + All, BaseStyle + {FontSize » 15}1
20F

10
Oufs1}=
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26 T. Pasik

LINEAR NUMERICAL ANALYSIS OF SOIL BEHAVIOUR UNDER SHALLOW
FOUNDATION USING FOUR NODE QUADRILATERAL FINITE ELEMENT
WITH SMOOTHED STRESS FIELD

Abstract. The paper present analysis of soil behavior under shallow foundation using finite
element procedure. The source code have been written in Mathematica language. The soil
is modeled as linear elastic material. Computations have been carried out for three types of
foot: Smooth flexible, rough rigid and smooth rigid. The results of the performed analysis
were compared to the results of calculations by the computer software Midas GTS NX.

Key words: finite element algorithm, elastic solid, plane strain conditions, shallow founda-
tion
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