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O MODELOWANIU SPREZYSTYCH PLYT
NIEJEDNORODNYCH PERIODYCZNIE

Katarzyna Jeleniewicz, Wiestaw Nagorko
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego — SGGW

Streszczenie. Rozwazane w pracy konstrukcje budowlane sa ptytami, czyli tréjwymiaro-
wymi obiektami materialnymi, opisywanymi modelami dwuwymiarowymi, o pewnych
charakterystycznych cechach. W przypadku ptyt niejednorodnych periodycznie opis taki
jest znacznie bardziej skomplikowany przez nieciagte i silnie oscylujace wspotczynniki
wystepujace w réwnaniach modelowych. Celem pracy jest przedstawienie zwigztego opisu
pewnej metody modelowania homogenizacyjnego, czyli metody usredniania tych wspot-
czynnikow tak, by byly zalezne tylko od parametru wielkosci mikrostruktury (Srednicy
komorki periodycznosci). W wyniku zastosowania tej metody otrzymane réwnania statyki
i dynamiki ptyt maja wspoétczynniki state. Jako przyklad zastosowania modelu przedsta-
wiono rozwiazanie zamkniete dla ptyty przegubowo podpartej, niejednorodnej periodycz-
nie w dwu kierunkach.

Stowa kluczowe: ptyty sprezyste, osrodki periodyczne, homogenizacja nieasymptotyczna,
drgania ptyt zbrojonych

WSTEP

Plyta jest ciatem trjwymiarowym, ale opisywanym przez przemieszczenia, odksztat-
cenia i naprezenia zalezne tylko od dwu zmiennych okreslonych na pewnej powierzchni
w tym ciele, tzw. powierzchni srodkowej. Oznacza to, ze plyte, ktéra ma grubosé, spro-
wadza sie do ptaskiego obszaru i tylko na tym obszarze sa okreslane poszukiwane prze-
mieszczenia (np. ugigcie lub naprezenia).

Plyte mozna wiec rozumie¢ jako pewien ptaski obszar wraz z prostopadtymi do nigj
wibknami materialnymi, ktore wyznaczaja gorna i dolna powierzchnig graniczna. Odle-
gtos¢ miedzy gérna i dolna powierzchnia moze by¢ zmienna. Jesli jest stata, to mozna ja
nazwac gruboscia ciata i 0znaczy¢ przez h. W tym przypadku powierzchnia, bedaca miej-
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4 K. Jeleniewicz, W. Nagorko

scem geometrycznym srodkéw widkien, moze by¢ przyjeta za ptaszczyzng srodkowa. Je-
zeli grubos¢ h jest daleko mniejsza od pozostatych wymiaréw charakterystycznych ptyty,
to takie cialo mozna nazwac ptyta cienka. Zwykle przyjmuje sig, ze stosunek grubosci do
wymiaru charakterystycznego nie powinien by¢ wigkszy niz 1 : 10.

Proby opisania trojwymiarowego stanu odksztalcenia i naprezenia ptyty funkcjami
okreslonymi na powierzchni srodkowej byty podjete przez A. Cauchyego i S. Poissona
w latach 1828-1829. Propozycje przedstawione wtedy zawieraty btedy i dopiero w 1850
roku G. Kirchhoff opublikowat prace, kt6ra uznaje si¢ za poczatek teorii nazywanej dzis
teoria Kirchhoffa lub Naviera-Kirchhoffa [Kirchhoff 1850].

Podstawowymi zatozeniami tej teorii sa nastepujace hipotezy:

1) hipotezy kinematyczne
— widkna prostoliniowe ptyty, normalne do ptaszczyzny $rodkowej, przed odksztat-
ceniem pozostaja proste i normalne do powierzchni srodkowej ptyty po odksztat-
ceniu,
— widkna te nie doznaja wydtuzen,
— plaszczyzna srodkowa plyty nie ulega rozciaganiu podczas matych ugige,
2) hipoteza statyczna

— w plycie wystepuje ptaski stan naprezenia.

Przyjete hipotezy okazaty si¢ wewnetrznie sprzeczne, co doprowadzito do sytuacji,
w ktorej zbudowane na ich podstawie réwnania i relacje modelowe nie moga by¢ réwno-
czesnie spetnione przez poszukiwane przemieszczenia i naprezenia phyty.

W 2001 roku, w ramach serii ,,Mechanika techniczna”, ukazata si¢ w Wydawnictwie
Naukowym PWN praca zbiorowa pod redakcja Cz. Wozniaka ,,Mechanika sprezystych
ptyt i powtok” [Wozniak (red.) 2001], przedstawiajaca bardzo obszerny przeglad metod
modelowania oraz rozwiazywania zagadnien brzegowych ptyt i powtok. W monografii
znajduje si¢ takze obszerna literatura na ten temat.

MODEL TROJWYMIAROWY PLYTY

Modelem albo teoria mechaniki nazywa sie pewien uktad relacji okreslonych w klasie
zbioréw bedacych kombinacjami iloczynéw kartezjanskich przestrzeni liczb rzeczywi-
stych R, ktére mozna zinterpretowa¢ w tych obszarach $wiata rzeczywistego, w ktérych
bada sie ruch, spoczynek lub odksztatcanie obiektéw materialnych. Sam swiat rzeczywi-
sty utozsamiany jest z przestrzenia euklidesowa R® z kartezjanskim uktadem wsp6trzed-
nych Ox;XoXs, Zwana przestrzenia fizyczna.

Rzeczywista ptyta (rys. 1) bedzie wiec w modelu matematycznym obiektem abstrak-
cyjnym, danym przez opis oparty na liczbach. Miejsce zajmowane przez ptyte w prze-
strzeni fizycznej bedzie obszarem w R3, ktéry oznaczono przez Q. Bedzie to konfiguracja
odniesienia. Powierzchnig srodkowa ptyty oznaczono przez I, a grubos¢ (dtugos¢ widk-
na materialnego) przez h. Konfiguracja odniesienia bedzie wiec iloczynem kartezjanskim
powierzchni IT przez odcinek dtugosci h: Q =TI x (=h/2, h/2). Punkty ptyty oznaczono
przez x = (X1, X9, X3) € Q. Brzeg ptyty, czyli brzeg obszaru Q, 0znaczono przez 0Q.

W podobny sposéb wprowadza sie pojecia sit dziatajacych na ptyte, odksztatcen
i naprezen piyty.

Acta Sci. Pol.



O modelowaniu sprezystych p#yt niejednorodnych periodycznie 5

Rys. 1. Plytowo-stupowa konstrukcja budynku mieszkalnego wielorodzinnego
Fig. 1. Slab-column structure of a multi-family building

Niech na rozpatrywana ptyte na czesci 0,Q brzegu dziataja sity powierzchniowe:
p=[px, 1], k=1,2,3,xe01Q,t e (ty, t), oraz sity masowe: b = [by(x, t)], k=1, 2, 3,
w catym Q. W wyniku tych oddziatywan ptyta odksztatca sie, a punkty materialne prze-
mieszczaja. Oznaczono wektor przemieszczenia przez u = [ug(x, t)], k=1, 2, 3, X € Q,
te <t0, t1>.

Zwiazki geometryczne okreslajace odksztatcenia ciata przyjeto w postaci liniowej:

1
ekl=5(ukel+ul’k), k,1=1,2,3 @

I . du
gdzie uzyto oznaczenia na pochodne u; ,; = a—xk
1

Zwiazki konstytutywne (fizyczne), taczace odksztatcenia z naprezeniami, przyjeto
W postaci:

O = Bklmngmn (2)

gdzie Byjmn = Bimn(X) sa funkcjami materiatowymi spetniajacymi znane warunki.

Plyte opisana relacjami (2) nazywa si¢ sprezysta ptyta anizotropowa i niejednorodna.

W przypadku izotropowym funkcje materiatowe Byjmn przyjma postac zalezna od dwu
funkcji materiatowych A(x), x(x), tzw. funkcji Lamégo (moga to by¢ takze inne dwie sta-
te: modut Younga i liczba Poissona, ktore tatwo przelicza si¢ z odpowiednich wzoréw):

Bklmn (X) = ;L(X)aklamn +:u(x)(5kméln +6kn51m) (3)

gdzie oy jest delta Kroneckera.

Architectura 15 (1) 2016
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W przypadku izotropii zwiazki fizyczne (2) przeksztatcaja sie do postaci:
o (%, 1) =2u(x) ey (x, 1)+ A(x)dpe(x, 7) (4)

gdzie: e = ¢g11 + &pp + £33,

Dla ptyt jednorodnych w zwiazkach (4), zamiast funkcji A(x), u(x), nalezy przyjac
dwie state Lamégo: A(x) =4 i u(x) = u.

Whprowadzone obciazenia zewnetrzne, przemieszczenia, odksztatcenia i napregzenia
wiaze si¢ ze soba rdwnaniami rownowagi lub ruchu. Powiazanie to moze by¢ w postaci
catkowej, jest to wtedy sformutowanie globalne teorii ptyt. Z tego sformutowania global-
nego wyprowadza si¢ zwiazki lokalne w postaci:

(Bklmnum n )’l +bk = pi‘.k (5)
a dla ptyt jednorodnych i izotropowych w postaci:

0%u

gdzie p jest gestoscia masy oraz i, = ; -
t

W przypadku réwnan (5) lub (6) sformutowano warunki brzegowe:
— dlaxe 0;Q  oyn = py (7
gdzie n; sa sktadowymi wersora zewnetrznie normalnego do 0,Q,
— dlaxe 3,Q  ug="f (8)
oraz warunki poczatkowe:

Uy (x,to): Ui (x), xeQ

— dlat=tg ©)

l:lk (x,to): Gk (x), xeQ

Dla tak opisanej ptyty sprezystej mozna sformutowac nastepujacy problem:
Dla danych sit masowych b, obciazen zewnetrznych p, potozenia Uy i predkosci poczat-
kowej Gy ptyty znalez¢ przemieszczenia u spetniajace rownania (5) lub (6) oraz warunki
brzegowe (7) i (8) i poczatkowe (9).

Powyzsze relacje, opisujace ptyty jako tréjwymiarowe ciata sprezyste, sa wygodna
podstawa do zbudowania modelu dwuwymiarowego ptyt oraz do weryfikacji rozwiazan
uzyskanych w takim modelu.

KLASYCZNATEORIAPLYT

Klasyczna teoria ptyt Kirchhoffa oparta jest na podanych we Wstepie zatozeniach. Zato-
zenia te mozna zapisa¢ w postaci ograniczen (wigzoéw) w Kklasie przemieszczen w postaci:

Acta Sci. Pol.



O modelowaniu sprezystych p#yt niejednorodnych periodycznie 7

uy (X1, Xp, X3, 1) = =X3W,1 (X, Xy, 1)
Uy (X1, X, X3, 1) = =X3Wy3 (X1, X, 1) (10)

us (xy, X, X3, 1) = wW(xy, Xy, 1)

gdzie funkcja w(xy, Xp, t) jest ugigcciem ptyty.

Zaktada si¢ ponadto, ze funkcje opisujace wiasnosci sprezyste ptyty powinny byc¢
inne niz state sprezystosci Bymn. Te nowe funkcje B4, a, B, 7,0 =1, 2, zalezne juz od
dwu zmiennych (okreslone na ptaszczyznie srodkowej), nazywane modutami sztywno-
$ci, sa rowne:

—_—o =

_ B,p33B,s
Bopys (Ba/)’yb‘ —W]&z dxy, a,p,7,6=12 (11)

3333

N =

gdzie: Bupss Bugszs Bizzz sa funkcjami materiatowymi wystepujacymi w rownaniu (2).

Zestawione wyzej zatozenia sg zalezne migdzy soba, na przyktad przyjecie wigzow
dla przemieszczen determinuje juz wigzy dla naprezen. Zatozenia te mozna nawet tak
dobra¢, ze beda sprzeczne, na przykitad wiezy dla przemieszczen i naprezen moga by¢
takie, ze zbior naprezen zgodnych z wiezami i naprezen dopuszczalnych przez wiezy
bedzie pusty [Nagdrko 1989].

Relacja taczaca wprowadzone pojecia jest nastepujacy zwiazek globalny:

(Vre 17) é(gaﬂyéw’aﬂr’y& ) rda = . (_[)H (py +p_)rda (12)

gdzie: ¥ jest przestrzenia dopuszczalnych ugie¢ r: 1 — R, zgodnych z wiezami (10),
P+, P Sa obciazeniami powierzchni gérnej i dolnej ptyty.

Po zastosowaniu do zwiazku (12) formalizmu wariacyjnego otrzymano réwnanie na
ugiecie ptyty cienkiej:

(BogysWsap Iy +PH0 = p (13)

gdzie: p = p; + p_.

Rozwiazanie réwnania (13), spetniajace odpowiednie warunki brzegowo-poczatko-
we, jest rozwiazaniem scistym w ramach modelu klasycznego ptyt. To $ciste rozwiazanie
(ugiecie plyty) bedzie rozwiazaniem przyblizonym w modelu tréjwymiarowym opisa-
nym wczesniej, o ile zostanie zinterpretowane jako tréjwymiarowe przemieszczenie pty-
ty, z wykorzystaniem wigzow (10).

Réwnanie (13) znacznie si¢ upraszcza, gdy plyta jest jednorodna i izotropowa, i ma
znanga postac:

Dw,j111+ 2DW,y 150 DW,yons +phw = p (14)

Architectura 15 (1) 2016
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3
gdzie: D = 2(Eh2) jest sztywnoscia plyty, v — wspétczynnikiem Poissona, E — modu-
12(1-v
tem Younga, a h — gruboscia piyty.

W przypadku gdy ptyta jest niejednorodna periodycznie model opisany réwnaniem (13)
mozna uprosci¢ do postaci, w ktorej wspotczynniki rownania nie beda funkcjami By,
lecz statymi. Metody prowadzace do takiego modelu to metody usredniania lub homo-
genizacji.

W pracy zastosowano jedna z takich metod, tzn. metodg usredniania tolerancyjnego
wprowadzona do mechaniki przez Cz. Wozniaka [Wozniak 1983].

MODEL PLYT NIEJEDNORODNYCH PERIODYCZNIE

Zatozono, ze ptyta jest niejednorodna periodycznie oraz ze elementem powtarzaja-
cym si¢ — komorka periodycznosci — jest odcinek dtugosci Iy, A= (0, I;) — periodycznosé
w jednym kierunku, lub prostokat o wymiarach Iy, I, A= (0, /) x (0O, /,) — periodycznos¢
w dwu kierunkach. W takich przypadkach powierzchnia srodkowa ptyty I1 bedzie po-
dzielona — w pierwszym przypadku na warstwy A x (0, L), a w drugim na prostokaty.

O kazdej warstwie i kazdym prostokacie zatozono, ze sa identyczne materiatowo,
tzn. gdyby dokonac¢ translacji warstwy na warstwe lub prostokata na prostokat, to otrzymano
by identyczny osrodek niejednorodny (opisany tymi samymi funkcjami materiatowymi).

Kolejnym zatozeniem jest to, ze warstwy i prostokaty w ptycie sa konglomera-
tem roznych sktadnikéw jednorodnych. Uktad tych sktadnikow opisano nastepuja-
co: w przypadku warstw odcinek A = (0, ;) podzielony jest na czesci A” = A(x{') =

. [ -
=(x —%, X' +%1), gdzie x{' = afl’ a=1,2,...,ay. Warstwa A x (0, L,) sktada si¢ wiec
zlamin A x (0, Ly), a=1, 2, ..., ap, ktorych jest w warstwie ag.

Analogicznie prostokat podzielony jest na czesci A = A(x{", x3), gdzie x{ okreslone
jest jak poprzednio, a xé’ = b%, b=1,2,..,b,. Latwo zauwazy¢, ze punkty x|’ sa punkta-
mi srodkowymi czesci A%, a (x{', xg ) — punktami srodkowymi czesci A?® (czyli punktami
przeciecia prostych dzielacych krawedzie prostokata na potowe).

O czesciach A? komorki periodycznosci zatozono, ze sa jednorodne, co oznacza, ze:

E;ﬂyg = Baﬁya = const; pa ‘A“ = const (15)

s

i analogicznie dla A?;

Egﬁby& = Eaﬁyd‘Aa,, = const; p*| = const (16)

Réwnanie ruchu ptyt (13) jest takze rownaniem ruchu dla opisanych tutaj ptyt nie-
jednorodnych periodycznie. Jednakze zgodnie z zaleznosciami (15) i (16) wystepujace

Acta Sci. Pol.



O modelowaniu sprezystych p#yt niejednorodnych periodycznie 9

w nim wspotczynniki sa nieciagte i szybko zmieniajace wartosci na matych przedziatach
okreslonosci, gdy komdrek periodycznosci jest duzo.

Skonstruowano model, w ktorym wspétczynniki (15) i (16) beda usrednione. Usred-
nienie to bedzie zachowywac wptyw struktury niejednorodnosci na rozwiazanie oraz roz-
wiazania beda zaleze¢ od wymiaru komorki podstawoweyj.

Istotnym elementem modelowania tolerancyjnego jest rozktad poszukiwanych wiel-
kosci (tutaj ugiecia ptyty) na dwa sktadniki:

WXy, Xp, 1) = u(x;, Xy, 1)+ B (s 0 W () 2, 1) (17)
gdzie: (x;, xp)€ I, 1€ (fy, 1), 4=1,2,3,..,N.

W rozktadzie tym funkcje u i v sa funkcjami poszukiwanymi (jest ich teraz 1 + N)
i interpretuje sie je odpowiednio jako ugiecie usrednione oraz fluktuacje opisujace wptyw
niejednorodnosci plyty na ugiccie. Funkcje h* sa znanymi, periodycznymi i oscylujacymi
funkcjami ksztattu. O funkcjach tych zatozono, ze sa znane, bezwymiarowe i przyjmuja
wartos¢ rzedu wymiaru komorki.

O funkcjach u i vA zalozono ponadto, ze sa wolnozmienne, tzn. odpowiednio regular-
ne, i ich zmiennos¢ jest taka, ze w obrebie komorki periodycznosci funkcje i ich pochod-
ne do odpowiedniego rzedu mozna uzna¢ za state, z pewna tolerancja.

Tolerancyjne usrednianie funkcji okreslonych dla IT zdefiniowano nastepujaco:

L
XA X,

()=t [ (1 Gro 32y (18)

i B
X, X,

2

Dla rozpatrywanych ptyt przyjeto funkcjonat w postaci:

2
T . 1
P= Tp(lll/)2 _EBaﬁ“/t;W’aﬁ W,yé —pw (19)

gdzie  jest parametrem.

Podstawiajac do funkcjonatu (19) dekompozycje dla ugiecia ptyt (17) oraz usrednia-
jac go zgodnie z réwnaniem (18), otrzymano réwnania modelowe jako réwnania Eulera-
-Lagrange’a tego usrednionego funkcjonatu:

)i+ Bugys toapys +Echvity = p

(20)
Ejpu.p +E* =0

gdzie (p) i (B,p,s) Sa usredniona gestoscia masy i usrednionymi funkcjami materiatowymi:

<l)> — nabpab

<Baﬁy6> = ’7ab Bolzl,gyé

Architectura 15 (1) 2016
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I I
oraz n% = nuanon; my, =45 nyy =22
4 l

Pozostate wspotczynniki sa rowne:

A _ 4 bA pab
Eyp = <Ba/}y(5h’y(5> =15 Bas

AB A, B bAB pab (22)
E°" = <Baﬂy6h’aﬂ h’y5> = Nogys Bapys
. abA 1 4 . abd 1 A
gdzie: 5***? = nPdn; iy = g h,ps dA.
1l A 1l A"
W przypadku gdy macierz EA®
mozna wyznaczy¢ fluktuacje vA:

bedzie macierza nieosobliwa, wtedy z réwnania (20),

vi=—(E*Y ENu,, (23)

gdzie: (EAB)! jest macierza odwrotna do EAB, A, B=1,2, .., N, a, f =1, 2.

Podstawiajac fluktuacje (23) do réwnania (20), otrzymano:

(p )i+ Eqpysttegps = p (24)
gdzie:
E(?ﬁy(s = <Ba[}’y5 > - E(fB (EAB)_I E;f) (25)

Wielkosci zdefiniowane rownaniem (25) sa efektywnymi modutami sztywnosci otrzy-
manymi w wyniku usredniania tolerancyjnego.

Réwnanie (24) ma posta¢ analogiczna do znanego réwnania na ugigcie piyty, z tym
ze wystepuja W nim nie moduty sztywnosci By, (ktore sa funkcjami), lecz efektywne
moduty sztywnosci, ktore sa state. Moduty te nie sa postulowane, lecz wyliczone, o ile
znane sa funkcje ksztattu.

Réwnanie (22) opisuje dynamike ptyt niejednorodnych periodycznie.

Zagadnienia dynamiczne ptyt niejednorodnych byty analizowane w wielu pracach. Te
sama technike homogenizacyjna zastosowano na przyktad w pracach: Michalak [2000,
2004] oraz Jedrysiak [2001, 2006].

PRZYKEAD DRGAN PLYTY PERIODYCZNIE NIEJEDNORODNEJ
W DWOCH KIERUNKACH

Jako przyktad rozpatrzono ptyte periodyczna w dwdch kierunkach, przegubowo pod-
parta na wszystkich krawedziach. Zbadano drgania wtasne takiej ptyty.

Acta Sci. Pol.



O modelowaniu sprezystych p#yt niejednorodnych periodycznie 11

Warunki brzegowe przyjeto w postaci:

2
u =0 oraz a—Z=0przyx] =0ix =1
ox;

2
u =0 oraz 3 “ =0przyx, =0ix, =1,

.X22

natomiast warunki poczatkowe beda analogiczne jak w pracy Kaliskiego [1966]:

u(xy, %3, 0) =1 (1, x,) = Co(l—Coszix1)(1—coszlxz)
L L,

(xy, Xy, 1)), = o (x1, %) =0

gdzie: przez cq oznaczono poczatkowa, dostatecznie mata wartos¢ ugiecia w srodku
ptyty, natomiast przez vy — predkos$¢ przemieszczania sie powierzchni srodkowej ptyty
w chwili t = 0.

Do rozwiazania réwnania ruchu (24) analizowanej ptyty zastosowano metode Navie-
ra. Po wyznaczeniu usrednionego ugiecia ze wzoru (23) wyznaczono fluktuacje i podsta-
wiono je do wzoru (17), otrzymujac:

WXy, X, 1) = Wy (X1, Xy, 1) + W (X1, X5, 1)

gdzie: wy jest rozwiazaniem podanym przez Kaliskiego [1966] dla ptyt jednorodnych,
natomiast wq jest rozwiazaniem otrzymanym przez Jeleniewicz [2014], ktére opisuje
wplyw niejednorodnosci periodycznej.

Funkcje hy(xy) ksztattu przyjeto w tym przyktadzie w postaci:
4
Cr Xy (le_ll)’ xle 0,5
h
—62(2)61—[1)()61—[1), x| € E,l]

hl(xl) =

Funkcje h, = hy(x,) zdefiniowano analogicznie do hy = hy(xy), zastepujac X; przez xo,
|, przez |, raz c, przez ©,. Stale ¢, i T, sa rzedu 12. Funkcje h, A =1, 2, sa bezwymiarowe,
periodyczne i oscylujace.

W celu graficznego przedstawienia otrzymanych rozwiazan analitycznych przyjeto
nastepujace parametry ptyty: wymiary bokéw L; = L, = 4 m, grubos¢ h = 0,15 m oraz
wymiary komérki periodycznosci 1; = I, = 0,3 m, state materiatowe: E; = 27 - 10° Pa,

V1 =02, p =2200 kg-m™, E =190 - 10° Pa, v, = 0,29, p, = 7900 kg-m™ .

Architectura 15 (1) 2016
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Rysunek 2 przedstawia drgania punktu srodkowego ptyty o wspdtrzednych (xq, xp) =
= (2, 2) w przedziale czasu od 1 do 2 sekund.

whih.
0.015

=AM AR
T

0.015

Rys. 2. Drgania punktu srodkowego ptyty
Fig. 2. Vibration of central point of a plate

Rysunek 3 pokazuje ugiccia plyty dla czestosci kotowych: wq (rys. 3a), w3z, (rys. 3b),
w33 (rys. 3¢), w15 (rys. 3d), wss (rys. 3e).

wlm]
—0.005

—o0'

wlm] o
0
—0.001

xp[m] :
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xpfm] : -___--__';_"—--______ ‘_.‘_,/".’.

Rys. 3. Ugigcie ptyty dla réznych czgstosci kotowych w chwilit =1
Fig. 3. The plate deflection for different angular frequencies at timet =1

W powyzszych rysunkach zmienne nasycenie kolorem zwiazane jest z wielkoscia
ugigcia (im jasniejszy kolor, tym wyzej potozony punkt).

PODSUMOWANIE

Praca poswigcona jest sprezystym ptytom niejednorodnym, ktdre opisano najpierw
jako ciata trjwymiarowe, a nastepnie w uproszczonej postaci ptaskiego kontinuum
materialnego. W przypadku periodycznej niejednorodnosci przedstawiono nowy model
dwuwymiarowy, w ktérym ptyty opisywane sa nie tylko ugicciem, ale takze pewnymi
nowymi niewiadomymi — fluktuacjami, ktore pozwalaja, mimo usrednienia wiasnosci
fizycznych, zachowa¢ wptyw niejednorodnosci na ugigcie.

Wykazano, ze w modelu zhomogenizowanym uktad réwnan na ugiccie i fluktuacje
mozna zredukowa¢ do jednego réwnania, analogicznego do klasycznego réwnania na
ugiecie, w ktorym wystepuja nowe state materiatowe. State te mozna w modelu wyzna-
czy¢ z odpowiednich procedur. Przedstawiony model pozwala bada¢ nie tylko drgania
wiasne, ale takze drgania wymuszone i fale.
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MODELLING OF PERIODICALLY HETEROGENEOUS ELASTIC PLATES

Abstract. The building structures considered in the paper are plates. Plates are three-di-
mensional material objects, which are described by two-dimensional models. Plates have
some specific qualities. Two-dimensional models, where displacements, deformations and
stresses are described by two-variable functions. These functions are determined in a plate’s
mid-surface. In case of periodically heterogeneous plates the two-dimensional description
is much more difficult due to the fact of a non-linear and oscillating coefficients present in
the model equations. The aim of the paper is to provide a brief description of a homogenous
modeling method, i.e. the method of averaging those coefficients to make them dependent
the diameter of a basic cell only. By the use of that method static and dynamic equations
result in constant coefficients. As an example, using this described model, we submitted
the precise result for a simply supported plate which is periodically heterogeneous in two
dimensions.

Key words: elastic plate, periodic media, non-asymptotic homogenization, vibrations of
reinforced plate
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