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O MODELOWANIU SPR YSTYCH P YT 
NIEJEDNORODNYCH PERIODYCZNIE

Katarzyna Jeleniewicz, Wies aw Nagórko
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego – SGGW 

Streszczenie. Rozwa ane w pracy konstrukcje budowlane s  p ytami, czyli trójwymiaro-
wymi obiektami materialnymi, opisywanymi modelami dwuwymiarowymi, o pewnych 
charakterystycznych cechach. W przypadku p yt niejednorodnych periodycznie opis taki 
jest znacznie bardziej skomplikowany przez nieci g e i silnie oscyluj ce wspó czynniki 
wyst puj ce w równaniach modelowych. Celem pracy jest przedstawienie zwi z ego opisu 
pewnej metody modelowania homogenizacyjnego, czyli metody u redniania tych wspó -
czynników tak, by by y zale ne tylko od parametru wielko ci mikrostruktury ( rednicy 
komórki periodyczno ci). W wyniku zastosowania tej metody otrzymane równania statyki 
i dynamiki p yt maj  wspó czynniki sta e. Jako przyk ad zastosowania modelu przedsta-
wiono rozwi zanie zamkni te dla p yty przegubowo podpartej, niejednorodnej periodycz-
nie w dwu kierunkach.

S owa kluczowe: p yty spr yste, o rodki periodyczne, homogenizacja nieasymptotyczna, 
drgania p yt zbrojonych

WST P

P yta jest cia em trójwymiarowym, ale opisywanym przez przemieszczenia, odkszta -
cenia i napr enia zale ne tylko od dwu zmiennych okre lonych na pewnej powierzchni 
w tym ciele, tzw. powierzchni rodkowej. Oznacza to, e p yt , która ma grubo , spro-
wadza si  do p askiego obszaru i tylko na tym obszarze s  okre lane poszukiwane prze-
mieszczenia (np. ugi cie lub napr enia). 

P yt  mo na wi c rozumie  jako pewien p aski obszar wraz z prostopad ymi do niej 
w óknami materialnymi, które wyznaczaj  górn  i doln  powierzchni  graniczn . Odle-
g o  mi dzy górn  i doln  powierzchni  mo e by  zmienna. Je li jest sta a, to mo na j  
nazwa  grubo ci  cia a i oznaczy  przez h. W tym przypadku powierzchnia, b d ca miej-
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scem geometrycznym rodków w ókien, mo e by  przyj ta za p aszczyzn  rodkow . Je-
eli grubo  h jest daleko mniejsza od pozosta ych wymiarów charakterystycznych p yty, 

to takie cia o mo na nazwa  p yt  cienk . Zwykle przyjmuje si , e stosunek grubo ci do 
wymiaru charakterystycznego nie powinien by  wi kszy ni  1 : 10.

Próby opisania trójwymiarowego stanu odkszta cenia i napr enia p yty funkcjami 
okre lonymi na powierzchni rodkowej by y podj te przez A. Cauchyego i S. Poissona 
w latach 1828–1829. Propozycje przedstawione wtedy zawiera y b dy i dopiero w 1850 
roku G. Kirchhoff opublikowa  prac , któr  uznaje si  za pocz tek teorii nazywanej dzi  
teori  Kirchhoffa lub Naviera-Kirchhoffa [Kirchhoff 1850].

Podstawowymi za o eniami tej teorii s  nast puj ce hipotezy:
hipotezy kinematyczne

w ókna prostoliniowe p yty, normalne do p aszczyzny rodkowej, przed odkszta -
ceniem pozostaj  proste i normalne do powierzchni rodkowej p yty po odkszta -
ceniu,
w ókna te nie doznaj  wyd u e ,
p aszczyzna rodkowa p yty nie ulega rozci ganiu podczas ma ych ugi ,

hipoteza statyczna
w p ycie wyst puje p aski stan napr enia.

Przyj te hipotezy okaza y si  wewn trznie sprzeczne, co doprowadzi o do sytuacji, 
w której zbudowane na ich podstawie równania i relacje modelowe nie mog  by  równo-
cze nie spe nione przez poszukiwane przemieszczenia i napr enia p yty.

W 2001 roku, w ramach serii „Mechanika techniczna”, ukaza a si  w Wydawnictwie 
Naukowym PWN praca zbiorowa pod redakcj  Cz. Wo niaka „Mechanika spr ystych 
p yt i pow ok” [Wo niak (red.) 2001], przedstawiaj ca bardzo obszerny przegl d metod 
modelowania oraz rozwi zywania zagadnie  brzegowych p yt i pow ok. W monogra  i 
znajduje si  tak e obszerna literatura na ten temat.

MODEL TRÓJWYMIAROWY P YTY

Modelem albo teori  mechaniki nazywa si  pewien uk ad relacji okre lonych w klasie 
zbiorów b d cych kombinacjami iloczynów kartezja skich przestrzeni liczb rzeczywi-
stych R, które mo na zinterpretowa  w tych obszarach wiata rzeczywistego, w których 
bada si  ruch, spoczynek lub odkszta canie obiektów materialnych. Sam wiat rzeczywi-
sty uto samiany jest z przestrzeni  euklidesow  R3 z kartezja skim uk adem wspó rz d-
nych  Ox1x2x3, zwan  przestrzeni   zyczn .

Rzeczywista p yta (rys. 1) b dzie wi c w modelu matematycznym obiektem abstrak-
cyjnym, danym przez opis oparty na liczbach. Miejsce zajmowane przez p yt  w prze-
strzeni  zycznej b dzie obszarem w R3, który oznaczono przez . B dzie to kon  guracja 
odniesienia. Powierzchni  rodkow  p yty oznaczono przez , a grubo  (d ugo  w ók-
na materialnego) przez h. Kon  guracja odniesienia b dzie wi c iloczynem kartezja skim 
powierzchni  przez odcinek d ugo ci h:  =  × (–h/2, h/2). Punkty p yty oznaczono 
przez x = (x1, x2, x3) . Brzeg p yty, czyli brzeg obszaru , oznaczono przez .

W podobny sposób wprowadza si  poj cia si  dzia aj cych na p yt , odkszta ce  
i napr e  p yty.

1)
–

–
–

2)
–
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Niech na rozpatrywan  p yt  na cz ci 1  brzegu dzia aj  si y powierzchniowe: 
p = [pk(x, t)], k = 1, 2, 3, x  1 , t t0, t1 , oraz si y masowe: b = [bk(x, t)], k = 1, 2, 3,
w ca ym . W wyniku tych oddzia ywa  p yta odkszta ca si , a punkty materialne prze-
mieszczaj . Oznaczono wektor przemieszczenia przez u = [uk(x, t)], k = 1, 2, 3, x , 
t  t0, t1

Zwi zki geometryczne okre laj ce odkszta cenia cia a przyj to w postaci liniowej:

1 , , ,  , 1, 2, 3
2kl k l l ku u k l   (1)

gdzie u yto oznaczenia na pochodne , .kk l
l

uu
x

Zwi zki konstytutywne (  zyczne), cz ce odkszta cenia z napr eniami, przyj to 
w postaci:

kl klmn mnB   (2)

gdzie Bklmn = Bklmn(x) s  funkcjami materia owymi spe niaj cymi znane warunki. 
P yt  opisan  relacjami (2) nazywa si  spr yst  p yt  anizotropow  i niejednorodn .
W przypadku izotropowym funkcje materia owe Bklmn przyjm  posta  zale n  od dwu 

funkcji materia owych (x), (x), tzw. funkcji Lamégo (mog  to by  tak e inne dwie sta-
e: modu  Younga i liczba Poissona, które atwo przelicza si  z odpowiednich wzorów):

klmn kl mn km ln kn lmB x x x   (3)

gdzie kl jest delt  Kroneckera.

Rys. 1.  P ytowo-s upowa konstrukcja budynku mieszkalnego wielorodzinnego
Fig. 1.  Slab-column structure of a multi-family building
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W przypadku izotropii zwi zki  zyczne (2) przekszta caj  si  do postaci:

, = 2 , + ,kl kl klx t x x t x e x t  (4)

gdzie: e = 11 + 22 + 33.

Dla p yt jednorodnych w zwi zkach (4), zamiast funkcji (x), (x), nale y przyj  
dwie sta e Lamégo: (x)   i (x)  .

Wprowadzone obci enia zewn trzne, przemieszczenia, odkszta cenia i napr enia 
wi e si  ze sob  równaniami równowagi lub ruchu. Powi zanie to mo e by  w postaci 
ca kowej, jest to wtedy sformu owanie globalne teorii p yt. Z tego sformu owania global-
nego wyprowadza si  zwi zki lokalne w postaci:

, ,klmn m n l k kB u b u  (5)

a dla p yt jednorodnych i izotropowych w postaci:

, ,k ll l lk k ku u b u  (6)

gdzie  jest g sto ci  masy oraz 
2

2 .kk
uu
t

W przypadku równa  (5) lub (6) sformu owano warunki brzegowe:

dla x  1        klnl = pk (7)

gdzie nl s  sk adowymi wersora zewn trznie normalnego do 1 ,

dla x  2        uk = fk  (8)

oraz warunki pocz tkowe:

dla t = t0             
0

0

, = ,

, = ,
k k

k k

u t U x

u t G x

x x

x x
 (9)

Dla tak opisanej p yty spr ystej mo na sformu owa  nast puj cy problem:
Dla danych si  masowych b, obci e  zewn trznych p, po o enia Uk i pr dko ci pocz t-
kowej Gk p yty znale  przemieszczenia u spe niaj ce równania (5) lub (6) oraz warunki 
brzegowe (7) i (8) i pocz tkowe (9).

Powy sze relacje, opisuj ce p yty jako trójwymiarowe cia a spr yste, s  wygodn  
podstaw  do zbudowania modelu dwuwymiarowego p yt oraz do wery  kacji rozwi za  
uzyskanych w takim modelu.

KLASYCZNA TEORIA P YT 

Klasyczna teoria p yt Kirchhoffa oparta jest na podanych we Wst pie za o eniach. Za o-
enia te mo na zapisa  w postaci ogranicze  (wi zów) w klasie przemieszcze  w postaci:

–

–

–
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1 1 2 3 3 1 1 2

2 1 2 3 3 2 1 2

3 1 2 3 1 2

( , , , ) , ( , , )
( , , , ) , ( , , )
( , , , ) ( , , )

u x x x t x w x x t
u x x x t x w x x t
u x x x t w x x t

 (10)

gdzie funkcja w(x1, x2, t) jest ugi ciem p yty.
Zak ada si  ponadto, e funkcje opisuj ce w asno ci spr yste p yty powinny by  

inne ni  sta e spr ysto ci Bklmn. Te nowe funkcje B , , , , 1, 2,  zale ne ju  od 
dwu zmiennych (okre lone na p aszczy nie rodkowej), nazywane modu ami sztywno-
ci, s  równe:

2 33 33 2
3 3

3333
2

,   , , , 1, 2

h

h

B B
B B x dx

B
 (11)

gdzie: 33 3333,  ,  B B B  s  funkcjami materia owymi wyst puj cymi w równaniu (2).

Zestawione wy ej za o enia s  zale ne mi dzy sob , na przyk ad przyj cie wi zów 
dla przemieszcze  determinuje ju  wi zy dla napr e . Za o enia te mo na nawet tak 
dobra , e b d  sprzeczne, na przyk ad wi zy dla przemieszcze  i napr e  mog  by  
takie, e zbiór napr e  zgodnych z wi zami i napr e  dopuszczalnych przez wi zy 
b dzie pusty [Nagórko 1989].

Relacj  cz c  wprowadzone poj cia jest nast puj cy zwi zek globalny:

, ,r V B w r rda p p rda  (12)

gdzie: V  jest przestrzeni  dopuszczalnych ugi  :r R, zgodnych z wi zami (10), 
p+, p– s  obci eniami powierzchni górnej i dolnej p yty.  

Po zastosowaniu do zwi zku (12) formalizmu wariacyjnego otrzymano równanie na 
ugi cie p yty cienkiej:

( , ),B w hw p  (13)

gdzie: p = p+ + p–.
Rozwi zanie równania (13), spe niaj ce odpowiednie warunki brzegowo-pocz tko-

we, jest rozwi zaniem cis ym w ramach modelu klasycznego p yt. To cis e rozwi zanie 
(ugi cie p yty) b dzie rozwi zaniem przybli onym w modelu trójwymiarowym opisa-
nym wcze niej, o ile zostanie zinterpretowane jako trójwymiarowe przemieszczenie p y-
ty, z wykorzystaniem wi zów (10). 

Równanie (13) znacznie si  upraszcza, gdy p yta jest jednorodna i izotropowa, i ma 
znan  posta :

1111 1122 2222, 2 , ,Dw Dw Dw hw p   (14)
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gdzie: 
3

212(1 )
EhD  jest sztywno ci  p yty,  – wspó czynnikiem Poissona, E – modu-

em Younga, a h – grubo ci  p yty. 
W przypadku gdy p yta jest niejednorodna periodycznie model opisany równaniem (13)

mo na upro ci  do postaci, w której wspó czynniki równania nie b d  funkcjami B ,
lecz sta ymi. Metody prowadz ce do takiego modelu to metody u redniania lub homo-
genizacji. 

W pracy zastosowano jedn  z takich metod, tzn. metod  u redniania tolerancyjnego 
wprowadzon  do mechaniki przez Cz. Wo niaka [Wo niak 1983].

MODEL P YT NIEJEDNORODNYCH PERIODYCZNIE 

Za o ono, e p yta jest niejednorodna periodycznie oraz e elementem powtarzaj -
cym si  – komórk  periodyczno ci – jest odcinek d ugo ci l1,   (0, l1) –  periodyczno  
w jednym kierunku, lub prostok t o wymiarach l1, l2,  = (0, l1) × (0, l2) – periodyczno  
w dwu kierunkach. W takich przypadkach powierzchnia rodkowa p yty  b dzie po-
dzielona – w pierwszym przypadku na warstwy  × (0, L2), a w drugim na prostok ty.

O ka dej warstwie i ka dym prostok cie za o ono, e s  identyczne materia owo, 
tzn. gdyby dokona  translacji warstwy na warstw  lub prostok ta na prostok t, to otrzymano 
by identyczny o rodek niejednorodny (opisany tymi samymi funkcjami materia owymi). 

Kolejnym za o eniem jest to, e warstwy i prostok ty w p ycie s  konglomera-
tem ró nych sk adników jednorodnych. Uk ad tych sk adników opisano nast puj -
co: w przypadku warstw odcinek  = (0, l1) podzielony jest na cz ci 1( )a ax

1 1
1 1( , )

2 2
a al lx x , gdzie 1

1 0,  1, 2, ...,
2

a lx a a a . Warstwa  × (0, L2) sk ada si  wi c 

z lamin a × (0, L2), a = 1, 2, ..., a0, których jest w warstwie a0.
Analogicznie prostok t podzielony jest na cz ci 1 2( , )ab a bx x , gdzie 1

ax  okre lone 

jest jak poprzednio, a 2
2 0,  1, 2, ...,

2
b lx b b b . atwo zauwa y , e punkty 1

ax  s  punkta-

mi rodkowymi cz ci a, a 1 2( , )a bx x  – punktami rodkowymi cz ci ab (czyli punktami 
przeci cia prostych dziel cych kraw dzie prostok ta na po ow ).

O cz ciach a komórki periodyczno ci za o ono, e s  jednorodne, co oznacza, e: 

const;   consta
a

a aB B  (15)

i analogicznie dla ab:

const;  constab
ab

ab abB B  (16)

Równanie ruchu p yt (13) jest tak e równaniem ruchu dla opisanych tutaj p yt nie-
jednorodnych periodycznie. Jednak e zgodnie z zale no ciami (15) i (16) wyst puj ce 
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w nim wspó czynniki s  nieci g e i szybko zmieniaj ce warto ci na ma ych przedzia ach 
okre lono ci, gdy komórek periodyczno ci jest du o. 

Skonstruowano model, w którym wspó czynniki (15) i (16) b d  u rednione. U red-
nienie to b dzie zachowywa  wp yw struktury niejednorodno ci na rozwi zanie oraz roz-
wi zania b d  zale e  od wymiaru komórki podstawowej. 

Istotnym elementem modelowania tolerancyjnego jest rozk ad poszukiwanych wiel-
ko ci (tutaj ugi cia p yty) na dwa sk adniki:

1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) A Aw x x t u x x t h x x v x x t  (17)

gdzie: 1 2 0 1( , ) ,   , ,   = 1, 2, 3, ..., .x x t t t A N

W rozk adzie tym funkcje u i vA s  funkcjami poszukiwanymi (jest ich teraz 1 + N) 
i interpretuje si  je odpowiednio jako ugi cie u rednione oraz  uktuacje opisuj ce wp yw 
niejednorodno ci p yty na ugi cie. Funkcje hA s  znanymi, periodycznymi i oscyluj cymi 
funkcjami kszta tu. O funkcjach tych za o ono, e s  znane, bezwymiarowe i przyjmuj  
warto  rz du wymiaru komórki. 

O funkcjach u i vA za o ono ponadto, e s  wolnozmienne, tzn. odpowiednio regular-
ne, i ich zmienno  jest taka, e w obr bie komórki periodyczno ci funkcje i ich pochod-
ne do odpowiedniego rz du mo na uzna  za sta e, z pewn  tolerancj .

Tolerancyjne u rednianie funkcji okre lonych dla  zde  niowano nast puj co:

1 2
1 2

1 2
1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1 2
2 2

1( , ) ( ( , ) )

l lx x

l lx x

f x x f y y dy dy
l l

 (18)

Dla rozpatrywanych p yt przyj to funkcjona  w postaci:

2
2 1( ) , ,

2 2
P w B w w pw  (19)

gdzie  jest parametrem.

Podstawiaj c do funkcjona u (19) dekompozycj  dla ugi cia p yt (17) oraz u rednia-
j c go zgodnie z równaniem (18), otrzymano równania modelowe jako równania Eulera-
-Lagrange’a tego u rednionego funkcjona u:

, ,

, 0

A A

A AB B

u B u E v p

E u E v
 (20)

gdzie  i B  s  u rednion  g sto ci  masy i u rednionymi funkcjami materia owymi:

ab ab

ab abB B
 (21)
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oraz ab = 1a 2b; 1 2
1 2

1 2
;a b

a b
l l
l l

.

Pozosta e wspó czynniki s  równe:

,

, ,

A A abA ab

AB A B abAB ab

E B h B

E B h h B

 (22)

gdzie: 
1 2 1 2

1 1;  , ,
ab ab

abAB A B abAB A Bh h d h h d
l l l l

.

W przypadku gdy macierz EAB b dzie macierz  nieosobliw , wtedy z równania (20)2 
mo na wyznaczy   uktuacje vA:

1( ) ,A AB Bv E E u  (23)

gdzie: (EAB)–1 jest macierz  odwrotn  do EAB, A, B = 1, 2, ..., N, ,  = 1, 2.

Podstawiaj c  uktuacje (23) do równania (20)1 otrzymano:
0 ,u E u p  (24)

gdzie:
0 1( )A AB BE B E E E  (25)

Wielko ci zde  niowane równaniem (25) s  efektywnymi modu ami sztywno ci otrzy-
manymi w wyniku u redniania tolerancyjnego. 

Równanie (24) ma posta  analogiczn  do znanego równania na ugi cie p yty, z tym 
e wyst puj  w nim nie modu y sztywno ci B  (które s  funkcjami), lecz efektywne 

modu y sztywno ci, które s  sta e. Modu y te nie s  postulowane, lecz wyliczone, o ile 
znane s  funkcje kszta tu. 

Równanie (22) opisuje dynamik  p yt niejednorodnych periodycznie.
Zagadnienia dynamiczne p yt niejednorodnych by y analizowane w wielu pracach. T  

sam  technik  homogenizacyjn  zastosowano na przyk ad w pracach: Michalak [2000, 
2004] oraz J drysiak [2001, 2006].

PRZYK AD DRGA  P YTY PERIODYCZNIE NIEJEDNORODNEJ 
W DWÓCH KIERUNKACH 

Jako przyk ad rozpatrzono p yt  periodyczn  w dwóch kierunkach, przegubowo pod-
part  na wszystkich kraw dziach. Zbadano drgania w asne takiej p yty. 
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Warunki brzegowe przyj to w postaci:

2

1 1 12
1

0 oraz 0 przy 0 i uu x x L
x

2

2 2 22
2

0 oraz 0 przy 0 i uu x x L
x

natomiast warunki pocz tkowe b d  analogiczne jak w pracy Kaliskiego [1966]:

1 2 0 1 2 0 1 2
1 2

1 2 0 1 20

2 2( , , 0) ( , ) (1 cos )(1 cos )

( , , ) ( , ) 0t

u x x u x x c x x
L L

u x x t v x x

gdzie: przez c0 oznaczono pocz tkow , dostatecznie ma  warto  ugi cia w rodku 
p yty, natomiast przez v0 – pr dko  przemieszczania si  powierzchni rodkowej p yty 
w chwili t = 0.

Do rozwi zania równania ruchu (24) analizowanej p yty zastosowano metod  Navie-
ra. Po wyznaczeniu u rednionego ugi cia ze wzoru (23) wyznaczono  uktuacje i podsta-
wiono je do wzoru (17), otrzymuj c:

1 2 0 1 2 1 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )w x x t w x x t w x x t

gdzie: w0 jest rozwi zaniem podanym przez Kaliskiego [1966] dla p yt jednorodnych, 
natomiast w1 jest rozwi zaniem otrzymanym przez Jeleniewicz [2014], które opisuje 
wp yw niejednorodno ci periodycznej.

Funkcje h1(x1) kszta tu przyj to w tym przyk adzie w postaci:

1
2 1 1 1 1

1
1

1
2 1 1 1 1 1 1

2 ,                  0,
2

( )
2 ,    ,

2

lc x x l x
h x

lc x l x l x l

Funkcj  h2 = h2(x2) zde  niowano analogicznie do h1 = h1(x1), zast puj c x1 przez x2,  
l1 przez l2 raz c2 przez c2. Sta e c2 i c2 s  rz du l2. Funkcje hA, A = 1, 2, s  bezwymiarowe, 
periodyczne i oscyluj ce.

W celu gra  cznego przedstawienia otrzymanych rozwi za  analitycznych przyj to 
nast puj ce parametry p yty: wymiary boków L1 = L2 = 4 m, grubo  h = 0,15 m oraz 
wymiary komórki periodyczno ci l1 = l2 = 0,3 m, sta e materia owe: E1 = 27 · 109 Pa, 

v1 = 0,2, 3
1 2200 kg m , E2 = 190 · 109 Pa, v2 = 0,29, 3

2 7900 kg m .
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Rysunek 2 przedstawia drgania punktu rodkowego p yty o wspó rz dnych (x1, x2) =
= (2, 2) w przedziale czasu od 1 do 2 sekund.

Rysunek 3 pokazuje ugi cia p yty dla cz sto ci ko owych: 11 (rys. 3a), 31 (rys. 3b), 
33 (rys. 3c), 15 (rys. 3d), 55 (rys. 3e). 

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
t�s�

0.015
0.010
0.005

0.005
0.010
0.015

w�m�

Rys. 2.  Drgania punktu rodkowego p yty
Fig. 2.  Vibration of central point of a plate
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b
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d
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W powy szych rysunkach zmienne nasycenie kolorem zwi zane jest z wielko ci  
ugi cia (im ja niejszy kolor, tym wy ej po o ony punkt). 

PODSUMOWANIE

Praca po wi cona jest spr ystym p ytom niejednorodnym, które opisano najpierw 
jako cia a trójwymiarowe, a nast pnie w uproszczonej postaci p askiego kontinuum 
materialnego. W przypadku periodycznej niejednorodno ci przedstawiono nowy model 
dwuwymiarowy, w którym p yty opisywane s  nie tylko ugi ciem, ale tak e pewnymi 
nowymi niewiadomymi –  uktuacjami, które pozwalaj , mimo u rednienia w asno ci 
 zycznych, zachowa  wp yw niejednorodno ci na ugi cie. 

Wykazano, e w modelu zhomogenizowanym uk ad równa  na ugi cie i  uktuacje 
mo na zredukowa  do jednego równania, analogicznego do klasycznego równania na 
ugi cie, w którym wyst puj  nowe sta e materia owe. Sta e te mo na w modelu wyzna-
czy  z odpowiednich procedur. Przedstawiony model pozwala bada  nie tylko drgania 
w asne, ale tak e drgania wymuszone i fale. 
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MODELLING OF PERIODICALLY HETEROGENEOUS ELASTIC PLATES

Abstract. The building structures considered in the paper are plates. Plates are three-di-
mensional material objects, which are described by two-dimensional models. Plates have 
some speci  c qualities. Two-dimensional models, where displacements, deformations and 
stresses are described by two-variable functions. These functions are determined in a plate’s 
mid-surface. In case of periodically heterogeneous plates the two-dimensional description 
is much more dif  cult due to the fact of a non-linear and oscillating coef  cients present in 
the model equations. The aim of the paper is to provide a brief description of a homogenous 
modeling method, i.e. the method of averaging those coef  cients to make them dependent 
the diameter of a basic cell only. By the use of that method static and dynamic equations 
result in constant coef  cients. As an example, using this described model, we submitted 
the precise result for a simply supported plate which is periodically heterogeneous in two 
dimensions.   

Key words: elastic plate, periodic media, non-asymptotic homogenization, vibrations of 
reinforced plate
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