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ZASTOSOWANIE ROZKEADU WARTOSCI OSOBLIWYCH
DO ANALIZY JAKOSCIOWEJ KRATOWNIC
| KONSTRUKCJI TENSEGRITY

Wojciech Gilewskit, Joanna Ktosowska?, Paulina Obara?

Ipolitechnika Warszawska, Warszawa
%politechnika Swietokrzyska, Kielce

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie rozktadu wartosci osobliwych (SVD)
macierzy wydtuzen do analizy jakosciowej kratownic oraz konstrukcji tensegrity. Rozktad
taki pozwala na okreslenie mechanizméw infinitezymalnych oraz stanéw samoréwnowaz-
nych sit podtuznych konstrukcji. Znajomos¢ takich stanéw pozwala z kolei okresli¢, czy
rozwazana kratownica znajduje sie¢ w konfiguracji tensegrity. Rozwazania teoretyczne zi-
lustrowano na przyktadach.

Slowa kluczowe: rozktad wartosci osobliwych, kratownica, tensegrity

WSTEP

Kratownice ptaskie i przestrzenne sa jednymi z najczesciej wykorzystywanych w bu-
downictwie ustrojow nosnych. Obliczanie przemieszczen i sit wewnetrznych potrzeb-
nych do projektowania jest rutynowym dziataniem inzyniera. Istnieja jednak dziedziny
ich zastosowania, ktore wykraczaja poza ramy dziatan rutynowych. Mozna tu wymieni¢
rosnace zainteresowanie szczegélnym typem kratownic — konstrukcjami tensegrity [Mo-
tro 2003, Skelton i de Oliveira 2009], w ktérych dopuszcza sie wystepowanie infinitezy-
malnych mechanizmdw, stabilizowanych przez samoréwnowazne uktady sit podtuznych.
Konstrukcje tensegrity maja szczegolne cechy, ktore pozwalaja na aktywna kontrole
i sterowanie ich wiasnosciami [Gilewski i Al Sabouni-Zawadzka 2015]. Jednak konfi-
guracja weztdw i pretdw, na ogot przestrzenna, wymaga szczeg6lnej uwagi projektanta
i zastosowania niekonwencjonalnych technik obliczeniowych [Motro 2003, Skelton i de
Oliveira 2009, Gilewski i Kasprzak 2012]. W niniejszej pracy do oceny jakosciowej kra-
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4 W. Gilewski i in.

townic wykorzystano metode rozktadu macierzy wedtug wartosci osobliwych. Metoda
ta pozwala na zidentyfikowanie szczegolnych cech kratownic oraz poszukiwanie i ocene
wiasciwej konfiguracji weztow i pretow. W pracy przedstawiono istotg rozktadu wartosci
osobliwych macierzy oraz szczegétowo oméwiono ten rozktad na przyktadzie macierzy
opisujacej wydtuzenia w kratownicach ptaskich i przestrzennych. Podano kilka prostych
przyktadéw wyjasniajacych, jakie informacje o konstrukcji mozna uzyska¢ z tego roz-
ktadu.

ROZKELAD WARTOSCI OSOBLIWYCH MACIERZY

Jednym z rodzajéw zastosowania (numerycznych i teoretycznych) macierzy jest jej
przedstawienie w postaci iloczynu kilku macierzy o okreslonych wiasnosciach (por. [Mc
Guire i Gallagher 1979, Strang 1993, Leon 1994, Stewart 1998]). Sktadowymi iloczy-
noéw sa macierze ortogonalne, diagonalne, tréjkatne i inne. Wymieni¢ tu mozna rozktady:
Jordana, biegunowy, Choleskiego-Banachiewicza, QR, LR [Mc Guire, Gallagher 1979,
Strang 1993, Leon 1994, Stewart 1998]. Jednym z takich rozktad6w jest rozktad wartosci
osobliwych (gtéwnych) (singular value decomposition — SVD) [Golub i Kahan 1965,
Klema 1980, Long 1983, Strang 1993, Stewart 1998]). W rozktadzie tym przedstawia
sie dana macierz w postaci iloczynu kwadratowej macierzy unitarnej, prostokatnej dia-
gonalnej macierzy o rzeczywistych nieujemnych wspétczynnikach i sprzezenia hermi-
towskiego unitarnej macierzy kwadratowej. Wspétczynniki macierzy diagonalnej nazy-
wa sie wartosciami osobliwymi lub wartosciami gtéwnymi rozktadanej macierzy. Gdy
dana macierz ma wspdétczynniki rzeczywiste, to macierze unitarne staja sie ortonormalne,
a sprzezenie hermitowskie — transpozycja. Rozktad wartosci osobliwych znajduje licz-
ne zastosowanie w analizie sygnatow, rozwiazaniach probleméw odwrotnych, analizie
informacji o charakterze kwantowym, meteorologii [Klema 1980, Stewart 1998] oraz
innych dziedzinach matematyki i techniki.

Jedna z mozliwosci zastosowania rozktadu wartosci osobliwych jest analiza kratow-
nic [Pellegrino i Calladine 1986, Rahami i in. 2013], w ktorej konieczne sa informacje,
czy konstrukcja jest infinitezymalnie geometrycznie zmienna oraz czy wystepuja w niej
stany samoréwnowaznych sit podtuznych. Informacje takie moga by¢ wykorzystane na
przykitad do aktywnej kontroli i sterowania wiasnosciami kratownic i tensegrity [Gilew-
ski i Al Sabouni-Zawadzka 2015].

MACIERZOWE ROWNANIA MECHANIKI KRATOWNIC | TENSEGRITY

Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy beda ptaskie i przestrzenne kratownice
podparte. Opis mechaniki kratownic mozna przedstawi¢ w postaci szeregu wektorow
oraz rownan macierzowych [Pellegrino i Calladine 1986, Gilewski i Kasprzak 2012].

Dla analizowanej kratownicy zdefiniowano trzy wektory niewiadomych:

g — wektor przemieszczen kratownicy — dtugos¢ M
A — wektor wydtuzen pretdw w kratownicy — dtugosé N,
S —wektor sit podtuznych w kratownicy — dtugos¢ N,
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Zastosowanie rozk/adu wartosci osobliwych do analizy jakosciowej... 5

oraz wektor obciazen:
P — wektor obciazen weztowych — dtugosé M.

Dodatkowo znajomos¢ statych materiatowych (Eg), pdl przekroju (A) i dtugosci pre-
tow (L) kratownicy N-elementowej pozwala zdefiniowa¢ diagonalna macierz sprezysto-
Sci:

B4 ]
Ll
o B
E= L, )
0 0 Exdy
. Ly |

Relacje pomigdzy powyzszymi wielkosciami mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacych
réwnan:
— zwiazki geometryczne

A=Bq )
— zwiazki fizyczne

S=EA ()
— réwnania rownowagi

B'S=p (4)

gdzie: B — macierz wydtuzen pretdw w kratownicy, pozwalajaca wyrazi¢ wydtuzenie
pretbw przez przemieszczenia ich koncow.

Uktad réwnan przemieszczeniowych problemu ma postac:

Kg=P ()
gdzie:
K_=B'EB (6)

jest macierza sztywnosci liniowej konstrukcji. Z kolei uktad réwnan naprezeniowych
najlepiej przedstawic¢ po symetryzacji rownan réwnowagi (4) w postaci:

DS=BP 7)
gdzie:
D=BB' (8)
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6 W. Gilewski i in.

Macierz wydtuzen B mozna wyznaczy¢ na podstawie geometrii konstrukcji w sposéb
bezposredni, ale w przypadku zadan tréjwymiarowych bardziej praktyczne jest wykorzy-
stanie formalizmu metody elementow skonczonych [Bathe 1996, Zienkiewicz i Taylor
2000]. Algorytm wyznaczania macierzy B w ten sposob jest nastepujacy:

1. Okreslenie wspotrzednych koncow i poczatkéw pretow.
2. Wyznaczenie diugosci i kosinuséw kierunkowych pretow.
3. Wyznaczenie uogdlnionych macierzy Boole’a (alokacja i transformacja) pretow

Ce(e =1, ..., N) o wymiarach 2 x M.

4. Wyznaczenie wydtuzen pretow:

A¢ =Dbe(; be = BeCe; Be=[-1 1] 9)

5. Wyznaczenie macierzy wydtuzen z macierzy jednowierszowych by:
(10)

Macierz sztywnosci liniowej K mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoru (6) lub wy-
korzystujac formalizm MES [Bathe 1996, Zienkiewicz i Taylor 2000] poprzez agregacje
macierzy sztywnosci liniowej pojedynczych elementéw skonczonych:

K, =—¢%¢ ; . = 1
Le L [_1 1 } dze LJ (11)

przetransformowanych z opisu lokalnego do globalnego za pomoca uog6lnionych ma-
cierzy Boole’a:

N
K, =3 ClK,C, (12)

e=1

Przedstawiony powyzej opis wystarcza do analizy ilosciowej struktur kratowych
w zakresie geometrycznie i fizycznie liniowym. Zanim jednak przeprowadzi sig taka ana-
lize, konieczna jest jakosciowa ocena konstrukcji, ktéra pozwoli okresli¢, czy kratow-
nica jest poprawnie zdefiniowana, czy wystegpuja w niej skonczone lub infinitezymalne
mechanizmy oraz czy w kratownicy mozliwe jest wystepowanie samoréwnowaznych
uktadéw sit podtuznych. Odpowiedz na te jakosciowe pytania jest mozliwa na podstawie
analizy wilasnosci macierzy wydtuzen B, przez zastosowanie rozkladu tej macierzy we-
dtug wartosci osobliwych (rozktad SVD) [Calladine 1982, Pellegrino 1990, 1993, Raha-
mi iin. 2013]. W literaturze podaje si¢ na 0gdt rozwazania dotyczace uktaddw statycznie
wyznaczalnych, gdy macierz B jest kwadratowa. W niniejszej pracy uporzadkowano roz-
wazania teoretyczne i przedstawiono przyktady rozktadéw macierzy konstrukcji réznych
jakosciowo.

Acta Sci. Pol.



Zastosowanie rozk/adu wartosci osobliwych do analizy jakosciowej... 7

Na uzytek niniejszej pracy konstrukcje tensegrity nalezy rozumie¢ jako kratownicg
0 szczegoblnej konfiguracji weztdw i pretow, w ktorej wystepuje infinitezymalny mecha-
nizm, rownowazony przez samoréwnowazny uktad sit podtuznych [Motro 2003, Skel-
toni de Oliveira 2009, Gilewski i Kasprzak 2012]. Poszukiwanie formy tensegrity lub
weryfikacja, czy rozwazana konfiguracja kratownicy jest tensegrity, jest czesto trudna,
zwlaszcza w ustrojach trojwymiarowych. Zastosowany w pracy rozktad SVD moze by¢
przydatny do takiej analizy czy oceny.

ROZKLAD SVD MACIERZY WYDLUZEN B

Interesujaca mozliwoscia zastosowania rozktadu SVD jest analiza witasnosci kratow-
nic poprzez analize macierzy wydtuzen B, ktdra jest macierza rzeczywista 0 wymiarach
N x M. Macierz B jest kwadratowa, gdy zadanie jest statycznie wyznaczalne. Rozktad
SVD dla macierzy wydtuzen ma postac:

B = YNX'" (13)

gdzie macierze Y (o wymiarach N x N) i X (o wymiarach M x M) sa ortogonalne, a ma-
-cierz N (o0 wymiarach N x M) jest diagonalna (por. np. Stewart [1998] — macierz prosto-
katna o niezerowych wspoétczynnikach w wierszach i kolumnach o jednakowych nume-
rach). Macierze ortogonalne Y, X zbudowane sa z wektoréw wiasnych iloczyndw macie-
rzy BBT i BB, natomiast macierz N zawiera pierwiastki kwadratowe wartosci wiasnych
ww. iloczyndéw macierzy.

W celu wyjasnienia cech rozktadu SVD macierzy wydtuzen B przedstawione zostana
dwa zadania pomocnicze. Pierwsze z nich dotyczy znalezienia wartosci i wektoréw wia-
snych pierwszego z rozwazanych iloczynow:

(BBT—y I)y:O (14)
ktorego rozwiazanie stanowia pary:

HisY15 HosYas o Uy (15)
Wszystkie rozwiazania zagadnienia (14) mozna przedstawic¢ w postaci:

BBT= YMYT (16)

gdzie wartosci wiasne i unormowane wektory wlasne zgrupowano w macierze:

My 0 .0

M = 0O w .. 0 (17)
00 . omy

Y =[y1y2 ... Y] (18)

Architectura 14 (3) 2015
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przy czym:
YTy =1 (19)

Nalezy zauwazy¢, ze iloczyn BBT, wystepujacy w réwnaniu (16), jest macierza zsyme-
tryzowanych réwnan réwnowagi (8). Wartosci wiasne, zgrupowane w macierzy (17), po-
winny by¢ nieujemne. Ewentualna zerowa wartos¢ wiasna odpowiada za istnienie niezero-
wego rozwiazania jednorodnego uktadu réwnan rownowagi—réwnanie macierzowe (7) dla
P =0, czyli samoréwnowaznego uktadu sit podtuznych. Sity te mozna znalez¢ w wekto-
rze wtasnym odpowiadajacym zerowej wartosci wiasnej.

Drugie zadanie pomocnicze dotyczy znalezienia wartosci i wektoréw wiasnych dru-
giego z rozwazanych iloczynow:

(BTB—/l 1)x=o (20)
ktorego rozwiazanie stanowia pary:

ALXps AyyXos s Ay, Xy (21)
Wszystkie rozwiazania zagadnienia (20) mozna przedstawi¢ w postaci:

BB = XLX' (22)

gdzie wartosci wtasne i unormowane wektory wiasne zgrupowano w macierze:

A4 0 0
Lo|© A . 0 23
0 0 .. Ay
X =[Xq X9 ... XN] (24)
przy czym:
XTX =1 (25)

Nalezy zauwazy¢, ze iloczyn B'B, wystepujacy w réwnaniu (22), jest réwnowaz-
ny szczegblnej postaci macierzy sztywnosci liniowej (6), przy jednostkowej macierzy
sprezystosci E = |. Zawsze mozna tak dobra¢ moduty Younga i pola przekroju pretéw,
aby taka zalezno$¢ zachodzita. Wartosci wilasne zgrupowane w macierzy (23) powinny
by¢ nieujemne. Ewentualna zerowa warto$¢ wiasna odpowiada za istnienie niezerowego
rozwiazania jednorodnego uktadu réwnan przemieszczeniowych — réwnanie macierzo-
we (5) dla P =0, czyli za wystepowanie mechanizmu. Posta¢ takiego mechanizmu mozna
znalez¢ w wektorze wiasnym odpowiadajacym zerowej wartosci wiasnej. Mechanizm
moze by¢ skonczony lub infinitezymalny. Identyfikacja typu mechanizmu wymaga anali-
zy drugiego rzedu, przy wykorzystaniu macierzy sztywnosci geometrycznej. Aby jednak
taka macierz zbudowa¢ w konstrukcji, musi istnie¢ samoréwnowazny uktad sit podtuz-
nych. Brak mozliwosci istnienia takiego uktadu oznacza automatycznie identyfikacje

Acta Sci. Pol.



Zastosowanie rozk/adu wartosci osobliwych do analizy jakosciowej... 9

mechanizmu jako skonczony. Kratownica, w ktorej istnieje infinitezymalny mechanizm
rownowazony przez samoréwnowazny uklad sit, jest tensegrity.

Na bazie powyzszych dwoch zagadnien pomocniczych tatwo udowodni¢ twierdzenie
0 rozktadzie SVD macierzy wydtuzen B. Nalezy w tym celu zatozy¢, ze istnieje rozktad
postaci (13), a nastepnie obliczy¢ iloczyny BB i B'B, wykorzystujac przy tym odpo-
wiednio zwiazki (25) i (19):

BB = YNX'XNTY =yNNTYT=yMYT (26)

B/B=xXNTyTynx’=xN'NXT=xLX’ (27)
gdzie:

M = NNT (28)

L=N'N (29)

Otrzymane zaleznosci (26) i (27) sa identyczne odpowiednio z zaleznosciami (16)
i (22), co nalezato udowodnic.

PRZYKLADY OBLICZEN

W dalszej czesci pracy dla szesciu roznych jakosciowo kratownic przedstawiono roz-
ktad macierzy wydtuzen B wedtug wartosci osobliwych (SVD), zgodnie z zaleznoscia
(13), wyjasniajac tym samym, jakie informacje o konstrukcji mozna uzyska¢ z tego roz-
ktadu.

Obliczenia wykonano w $rodowisku Mathematica, w ktérym napisano programy ob-
liczeniowe oparte na metodzie elementoéw skonczonych, umozliwiajace analize kratownic
ptaskich i przestrzennych.

Przyklad 1

2

w

4,

§ ] I—»ql ]
1

L

i

a a

-
-~

Rys. 1. Schemat kratownicy dwupretowej
Fig. 1.  The scheme of the two rod truss

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono analize dla kratownicy dwupretowej (rys. 1)
o dwoch przemieszczeniach q ={q, ¢,}. Wektor sit podtuznych dla tej kratownicy jest

dwuelementowy S={S;, S,}, a macierz wydtuzen ma postac¢:

a1 0
-4 0] @)

Architectura 14 (3) 2015
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Dokonujac rozktadu SVD (13) macierzy (30), otrzymano:

V2 2 A

2 2 N v2 0l |10

Y__\/E\/E,N{0 O},X-L} J (31)
2 2

Zgodnie ze wzorami (28) i (29), po wykorzystaniu zalenosci (31),, macierze wartosci
wlasnych iloczynéw BB i BB mozna zapisa¢ w postaci:

mM=r=|>* 32
NN @

2
—O~

a b
T

Rys. 2. Stan samonaprezenia (a) i mechanizm (b) kratownicy dwupretowej
Fig. 2. The self-stress state (a) and the mechanism (b) of the two rod truss

Zerowa wartos¢ wiasna wystepujaca w macierzy M (32) odpowiada za istnienie sa-
moréwnowaznego uktadu sit podtuznych (rys. 2a), okreslonego przez wektor wiasny od-
powiadajacy tej wartosci:

S
ﬂ2:0:>Y2:L,} (33)
gdzie: S =\/2§.

Zerowa warto$¢ wiasna wystepujaca w macierzy L (32) odpowiada za wystepowanie
mechanizmu (rys. 2b), ktérego posta¢ okresla wektor:

AL =0=x, ={ﬂ (34)

Wektor (34), z uwagi na istniejacy samoréwnowazny uktad sit podtuznych (33), od-
powiada mechanizmowi infinitezymalnemu.

Rozktad SVD macierzy wydtuzen B nie umozliwia jednak identyfikacji, czy konstruk-
Cja jest tensegrity — nie daje odpowiedzi na pytanie, czy stan samonaprezenia rownowazy
powstaty mechanizm infinitezymalny. W tym celu nalezy przeprowadzi¢ analiz¢ drugie-
go rzedu przy wykorzystaniu macierzy sztywnosci geometrycznej. Po przeprowadzeniu
dla rozwazanego przypadku takiej analizy udowodniono, ze konstrukcja jest tensegrity

Acta Sci. Pol.
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(jest to najprostszy przypadek) i jest zdolna do przenoszenia obciazenia zgodnie z teoria
nieliniowa geometrycznie.

Przyklad 2

a b

|- gy
B
[
E
L.
\
\
\
\
%»
/
/
/
/
P

Rys. 3. Schemat (a) i mechanizm (b) kratownicy dwupretowej przesuwnej
Fig. 3. The scheme (a) and the mechanism (b)of the sliding two rod truss

W przyktadzie drugim przeprowadzono analize dla kratownicy dwupretowej (rys. 3a)
o trzech przemieszczeniach ={q; ¢, g3 }. Wektor sit podtuznych dla tej kratownicy

jest dwuelementowy S ={S, S,}, a macierz wydtuzen ma postac:

B—1 00 (35)
-1 01

Dokonujac rozktadu SVD (13) macierzy (35), otrzymano:

Y_‘—0,525731 0,850651 N 1,61803 0 0
- o 0,618034 0

| 0,850651  0,525731

[ —0,850651 0,525731 0
X= 0 0 1
| 0,525731  0,850651 0

(36)

Zgodnie ze wzorami (28) i (29), po wykorzystaniu zaleznosci (36),, macierze warto-
sci wiasnych iloczynéw BB i B'B zapisano odpowiednio w postaci:

2,61803 0
M = (37)
0 0,38197

2,61803 0 0
0 038197 0 (38)
0 0 0

L

W macierzy (37) nie ma zerowej wartosci wiasnej, co oznacza, ze nie istnieje sa-
moréwnowazny uktad sit podiuznych. Zerowa wartos¢ wiasna, wystepujaca w macierzy
(38), odpowiada za wystepowanie mechanizmu (rys. 3b), ktérego posta¢ okresla wektor:

Architectura 14 (3) 2015



12 W. Gilewski i in.

0
%:0:})(3: 1 (39)
0

Wektor (39), z uwagi na brak samoréwnowaznego uktadu sit podtuznych, odpowiada
mechanizmowi skonczonemu, co oznacza, ze kratownica jest btednie skonstruowana.

Przyktad 3

Rys. 4. Schemat kratownicy typu odwrocone V
Fig. 4. The scheme of the upside-down V-type truss

W kolejnym przyktadzie przeprowadzono analizg dla kratownicy dwupretowej typu
odwréconego V (rys. 4), o dwdch przemieszczeniach 9 ={q, ¢, }. Wektor sit podtuz-

nych dla tej kratownicy jest dwuelementowy S = {Sl Sz}, a macierz wydtuzen ma po-
stac:

o
B=| 2 2 (40)
B
2 2
Dokonujac rozktadu SVD (13) macierzy (40), otrzymano:
V22 N
2 2 2 1 ﬂ
Y= ; N= ; X = (42)
BN i
2 2 2

Zgodnie ze wzorami (28) i (29), po wykorzystaniu zaleznosci (41),, macierze warto-
sci wiasnych iloczynéw BB i B'B zapisano w postaci:

L5 0
M:L:[ } (42)
0 0,5

Acta Sci. Pol.
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Brak zerowych wartosci wiasnych w macierzy (42) oznacza, ze niemozliwy jest stan
samonaprezenia i nie ma mechanizmu.

Przyklad 4

a gy

a

Rys. 5.
Fig. 5.

Schemat (a) i stan samonaprezenia (b) kratownicy typu X
The scheme (a) and the self-stress state (b) X type truss

W przyktadzie czwartym przeprowadzono analize dla kratownicy typu X (rys. 5a)
0 pigciu przemieszczeniach q={q1 9 43 44 qs}. Wektor sit podtuznych dla tej

kratownicy jest szescioelementowy S={S;, S, S; S; S5 Ss},amacierz wydtu-

zeh ma postac:

1
0
0
0,70711
0
0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0,70711 0,70711
-0,70711 0,70711 0 0

0 0 0 1

-1 0 1 0

Dokonujac rozktadu SVD (13) macierzy (43), otrzymano:

[0,21332
0,21332
0,30168

0,569942

0,112914

0,693106

~0,353553
~0,353553
0,5
0,5
0,353553
0,353553

0,245509
0,245509
0,347202
0,123401
0,690766

~0,516251

-0,707107
0,707107
0

0
0
0

—0,379763
—0,379763
—0,537066
0,399923
0,509992
0,0555842

0,353553 ]
0,353553
-0,5
-0,5
0,353553

0,353553

(43)

(44),
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(1,69977 0 0 0 0

0 1,41421 0 0 0

0 0 1,16422 0 0

N=l 0 0o 1 0
0 0 0 0 0,505327

|0 0 0 0 0
[0,362595 —0,5 0,285828 —0,707107

-0,64486 0  0,36848 0
X ={0,362595 —0,5 0,285828 0,707107

0,533263 0,5 —0,232551 0

10,191928 0,5  0,804206 0

—0,191905 |
-0,669611
-0,191905
-0,641522

0257713 |

W. Gilewski i in.

(44),

(44)3

Zgodnie ze wzorami (28) i (29), po wykorzystaniu zaleznosci (44),, macierze warto-

sci wiasnych iloczynéw BBT i B'B zapisano odpowiednio w postaci:

[2,88923 0

0 2

M= 0 0
0 0

0 0
0 0
[2,88923 0

0 2

L=| 0 0
0 0
0 0

0

0
1,35542

0

0

0

0
0
1,35542
0
0

S O = O O O

0
0
0
1
0

S O O

0
0,25535
0

S O O

0
0,25535 |

S O O O o O

(45)

(46)

Zerowa wartos¢ wiasna, wystepujaca w macierzy (45), odpowiada za istnienie samo-
réwnowaznego uktadu sit podtuznych (rys. 5b), okreslonego przez wektor witasny odpo-
wiadajacy tej wartosci:

ﬂ6:0:>y6:{Sr Sr Ss SS Sr Sr}

gdzie: S, = 0,353553;

S,=-05

(47)

W macierzy (46) nie ma zerowej wartosci wtasnej, co oznacza, ze nie istnieje mecha-

nizm.
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W analizowanym przyktadzie wystepuje samoréwnowazny uktad sit podtuznych, ale

nie wystepuje mechanizm, co oznacza, ze konstrukcja nie jest tensegrity.

z 5

X Y
%;
&H ¢
hio

q

Przyklad 5

Rys. 6. Schemat kratownicy 3D typu N w aksonometrii
Fig. 6.  The 3D scheme of the N type truss in axonometry

z

2=5

N =
36 1=4
Y

Rys. 7. Widok kratownicy 3D typu N w rzutach Monge’a
Fig. 7. The view of the 3D N type truss in Monge’s views

W przyktadzie pigtym przeprowadzono analize¢ dla kratownicy przestrzennej
(rys. 6, 7). Wektory niezerowych przemieszczen kratownicy oraz sit podtuznych maja od-
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powiednio posta¢: q=1{q, g1 ¢; q0 41 %2 %3 Ga Ds Ghe N7 GDs)
oraz S ={Sl Sz S3 S4 SS Sé S7 Sg S9 SIO S” S]Z}'
Macierz wydtuzen B jest macierza kwadratowa o wymiarach 12 x 12. W pracy poda-

no sktadowe diagonalnej macierzy N (o wymiarach 12 x 12), ktéra zawiera pierwiastki
kwadratowe wartosci wlasnych iloczynéw macierzy BB i B'B:

N=diag{ 1,87 1,49 L46 1,22 L18 1,13 1,10 1,00 0,48 0,37 0,33 0,23}

(48)

W macierzy (48) nie ma zerowej wartosci wiasnej, co oznacza, ze dla analizowanego
przypadku niemozliwy jest stan samonaprezenia oraz nie ma mechanizmu.

Przyktad 6

Jako ostatni rozpatrzono przypadek kratownicy przestrzennej z przyktadu 5, w kt6-
rej goérny trojkat jest obrécony wzgledem dolnego o kat 150 stopni (rys. 8, 9) — jest to
przykitad konstrukcji tensegrity Simplex. Wektory niezerowych przemieszczen kratow-
nicy oraz sit podtuznych sa takie same jak w przyktadzie poprzednim, ale macierz N ma
postac:

N:diag{ 1,95 1,59 1,52 1,33 1,23 1,13 104 0,93 0,45 0,32 0,25 0}

(49)

Zgodnie ze wzorami (28) i (29), po wykorzystaniu zaleznosci (49), macierze wartosci

wiasnych iloczynéw BB i B'B, tj. M i L, sq takie same i zawieraja jedna zerowa war-

tos¢ wihasna. Zerowa wartos¢ wiasna iy, = 0 odpowiada za istnienie samoréwnowaznego

uktadu sit podtuznych (rys. 10), okreslonego przez wektor wiasny odpowiadajacy tej
wartosci:

Yi2 ={Sr1 Sa S S

rl

S

rl

Srl Ss Ss Ss SrZ SrZ SrZ} (50)

gdzie: S,, =0,17, §,,=0,3, §;=-0,43,

natomiast zerowa warto$¢ wiasna 1,, odpowiada za wystgpowanie mechanizmu (rys. 11),
ktérego postac okresla wektor:

x,={0 0 0 -0,48 -0,28 0,16 0,48 -0,28 0,16 0 0,55 0,16} (51)

Wektor (51), z uwagi na istniejacy samoréwnowazny uktad sit podtuznych (50), od-
powiada mechanizmowi infinitezymalnemu.

Po przeprowadzeniu dla rozwazanego przypadku analizy drugiego rzedu udowod-
niono, ze konstrukcja jest tensegrity i jest zdolna do przenoszenia obciazenia zgodnie
z teorig nieliniowa geometrycznie.
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L
b

z
Y
%
@ q i-1
3i-2

q

Rys. 8. Schemat tensegrity typu Simplex w aksonometrii
Fig. 8. The scheme of the Simplex type truss in axonometry

4=5
o4 0 4 6 5
S
N
"3 2 1 2 -3
X '[L a ’[L

W.\<

Vy

Rys. 9. Widok tensegrity typu Simplex w rzutach Monge’a
Fig. 9.  The view of the Simplex type truss in Monge’s views
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Rys. 10. Stan samonaprezenia tensegrity typu Simplex
Fig. 10. The tensegrity self-stress state of the Simplex type truss

Rys. 11. Widok mechanizmu tensegrity typu Simplex w rzutach Monge’a
Fig. 11. The view of the tensegrity mechanism of the Simplex type truss in Monge’s views

WNIOSKI

W pracy oméwiono zastosowanie rozktadu wartosci osobliwych do analizy jakoscio-
wej kratownic, w tym struktur tensegrity. Przeprowadzona analiza pozwala na wyciagnie-
cie nastepujacych wnioskéw:

1. Do analizy jakosciowej wiasnosci kratownicy, w tym konfiguracji weztow i pretow,
wystarcza znajomos¢ macierzy wydtuzen pretow B, a zatem opis jedynie geometryczny
— nie jest konieczna znajomos¢ przekrojow pretéw i ich wiasnosci materiatowych.

Acta Sci. Pol.
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2. Rozktad wartosci osobliwych pozwala na zidentyfikowanie mechanizmu geome-
trycznej zmiennosci kratownicy i zaliczenie go do skonczonych lub infinitezymalnych.

3. Rozktad wartosci osobliwych pozwala na okreslenie samordwnowaznych uktaddw
sit podtuznych w kratownicach, jesli takie wystepuja.

4. Rozktad wartosci osobliwych pozwala, wraz z zastosowaniem teorii drugiego rzg-
du, na stwierdzenie, czy kratownica jest tensegrity.

5. Rozktad wartosci osobliwych pozwala na stwierdzenie, czy kratownica nie jest
tensegrity.

Rozwazania przedstawione w pracy mozna wykorzysta¢ do analizy kratownic pta-
skich i przestrzennych, gdzie podejscie intuicyjne jest czesto zawodne.
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APPLICATION OF SINGULAR VALUE DECOMPOSITION FOR
QUALITATIVE ANALYSIS OF TRUSS AND TENSEGRITY STRUCTURES

Abstract. The present paper is dedicated to the application of singular value decomposition
(SVD) of extension matrix to the qualitative analysis of truss and tensegrity structures. The
decomposition allow to define infinitesimal mechanisms as well as self-stress states of the
truss. It can help to recognize if the truss is in tensegrity configuration. Theoretical consid-
erations are illustrated on several examples.

Key words: singular value decomposition, truss, tensegrity
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