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ZASTOSOWANIE METODY DUNCANA I WRIGHTA DO 
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Streszczenie. W artykule przedstawiono zastosowanie metody Duncana i Wrighta do oceny 
stateczno ci na przyk adzie wybranego odcinka Skarpy Warszawskiej przy plebani ko cio-
a w. Anny. Przeprowadzone obliczenia wykonano w geometrycznie przestrzennym stanie 

odkszta ce , wykorzystuj c metod  redukcji parametrów wytrzyma o ciowych, nale c  
do grupy metod MES. Na podstawie materia ów archiwalnych wytypowano trzy zestawy 
parametrów wytrzyma o ciowych (najmniejsze, rednie i najwi ksze), na których podsta-
wie obliczono wspó czynniki stateczno ci (F). Wyniki oblicze  F zastosowano do oszaco-
wania odchylenia standardowego oraz wspó czynnika zmienno ci F. Nast pnie okre lono 
prawdopodobie stwo osuwiska (Pf) i ostatecznie wska nik niezawodno ci (R), wykorzy-
stuj c zale no ci korelacyjne wykonane przez Duncana i Wrighta. Przedstawiona analiza 
stateczno ci, za pomoc  metody Duncana i Wrighta, pokazuje mo liwo  uwzgl dnienia 
w ocenie prawdopodobie stwa osuwiska ró nych wspó czynników stateczno ci w odnie-
sieniu do ró nych parametrów wytrzyma o ciowych tych samych warstw geotechnicznych. 
Wykorzystana metoda dodatkowo umo liwia ilo ciowe porównanie oceny prawdopodo-
bie stwa powstania osuwiska ró nych analiz stateczno ci skarp.

S owa kluczowe: wspó czynnik stateczno ci, wska nik niezawodno ci, MES, Skarpa 
Warszawska 

WST P

Stateczno  skarp to stan równowagi, który wynika z równej lub wi kszej wytrzyma-
o ci na cinanie gruntu ni  napr enia cinaj ce. Odpowied  na pytanie, czy skarpa jest 

stateczna, w postaci powszechnie stosowanej jednej warto ci wspó czynnika stateczno ci 
(wska nika bezpiecze stwa – safety factor, F) powoduje du  generalizacj  z o onych 
i skomplikowanych warunków gruntowych. 
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Jedn  z metod pozwalaj cych na analiz  stateczno ci skarp jest deterministyczne po-
dej cie za pomoc  metody elementów sko czonych (MES) [Zienkiewicz 1972]. Metoda 
ta pozwala na okre lenie warto ci F oraz powierzchni lub strefy ci cia gruntu po jego 
uplastycznieniu. W ostatnim czasie metody MES zdobywaj  coraz wi ksz  popularno  
z powodu zastosowania przy analizach stateczno ci z o onych uk adów geotechnicznych 
[Sanecki i in. 1999]. Najcz ciej wykorzystywan  metod  z grupy MES jest metoda 
redukcji parametrów wytrzyma o ciowych [Sternik 2013], która zosta a opisana m.in. 
przez Zimmermanna i in. [1987] oraz Matsuiego i Sana [1992]. Dzi ki zaawansowane-
mu aparatowi matematycznemu oraz wzrostowi mocy obliczeniowej komputerów mo -
liwe sta o si  odwzorowanie skomplikowanych geometrii i struktur warstw geologicz-
nych oraz zmienno ci obci e  w czasie. W literaturze mo na znale  przyk ady analiz 
MES w aglomeracji warszawskiej, która charakteryzuje si  wieloma antropogenicznymi 
czynnikami destabilizuj cymi stateczno  skarp. Jednym z tych czynników s  egzogenne 
obci enia statyczne skarpy obiektami budowlanymi. Popielski [2012, 2013] przedsta-
wia analizy MES wery  kowane pomiarami geodezyjnymi podczas g bokiego posado-
wienia obiektów budowlanych w rodowisku o wysokim stopniu urbanizacji. Natomiast 
w artykule Kaczmarka i in. [2014] przedstawiono wykorzystanie wyników rozpoznania 
budowy geologicznej skarpy, za pomoc  tomogra  i komputerowej, do budowy modelu 
numerycznego w celu obliczenia wspó czynnika stateczno ci. Warto równie  wspomnie  
o artykule Bogusza [2014], w którym opisano analiz  stateczno ci MES, z uwzgl dnie-
niem zalece  zawartych w podstawowym dokumencie dotycz cym projektowania geo-
technicznego Eurokodzie 7. 

Niniejszy artyku  przedstawia wykorzystanie metody Duncana i Wrighta w analizie 
stateczno ci Skarpy Warszawskiej w przekroju przy plebani ko cio a w. Anny. Wynikiem 
przeprowadzonych oblicze  numerycznych by o wyznaczenie wska nika niezawodno ci 
(R), wynikaj cego z obliczenia prawdopodobie stwa osuwiska (PF). Jednym z etapów 
oblicze  by o  równie  obliczenie warto ci wspó czynników stateczno ci (F), uwzgl d-
niaj cych ró ne zestawy parametrów wytrzyma o ciowych pro  lu gruntowego. Schemat, 
korelacje oraz wzory wykorzystane do przeprowadzenia oblicze  zosta y opublikowane 
przez Duncana i Wrighta [2005]. 

OPIS TERENU BADA

Analizowany obszar po o ony jest na terenie lewobrze nej Warszawy przy plebani 
ko cio a akademickiego pw. w. Anny przy ulicy Krakowskie Przedmie cie na Starym 
Mie cie. Obszar badawczy stanowi teren o du ych walorach historyczno-kulturowych, 
co by o jednym z czynników wp ywaj cych na wybór obszaru analizy. Na pó noc od 
wybranego odcinka skarpy by y prowadzone prace zapobiegaj ce przemieszczeniom 
ko cio a w. Anny w kierunku Trasy W-Z. Za wyborem lokalizacji na po udnie od ko-
cio a w. Anny oraz Trasy W-Z przemawia y równie  dost pno  terenu badawczego 

oraz dobre rozpoznanie o rodka geologicznego. Korona Skarpy Warszawskiej w obsza-
rze analizy zabudowana jest plebani  ko cio a akademickiego. Bezpo rednio u podnó a 
skarpy po o ony jest skwer Samuela Orgelbranda, a w odleg o ci oko o 30 m znajduj  
si  zabytkowe mieszkaniowe budynki Rynku Mariensztackiego, przy ulicy Krzywopo-
bocznej, które nie zosta y zniszczone podczas II wojny wiatowej. Na wschód od skarpy, 
w odleg o ci oko o 380 m, znajduje si  Wis a (rys. 1). 
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W przesz o ci w wyniku procesów urbanistycznych oraz budowy w 1949 roku. Trasy 
W-Z dochodzi o do reaktywacji ruchów powierzchniowych, o najwi kszym nat eniu 
w obszarze mi dzy Tras  W-Z a ko cio em. Dla stabilizacji wykonano wiele prac wzmac-
niaj cych i odwadniaj cych, skoncentrowanych szczególnie na obszarze o najwi kszych 
przemieszczeniach. Jednymi z wykonanych wtedy zabiegów wzmacniaj cych skarp  
by y pale, opaska elbetowa oraz zabieg „cebertyzacji”, który stanowi  na ten czas nowa-
torskie rozwi zanie in ynierskie. Obecnie nie obserwuje si  znacz cych przemieszcze  
na analizowanym terenie, niemniej pomiary geodezyjne wykaza y przemieszczenia ko-
cio a na poziomie oko o 1 mm rocznie oraz malej ce tempo przemieszcze  [Zagórski 

i Ga ecki 2015].  
Budowa geologiczna analizowanego obszaru zosta a przedstawiona na rysunku 2 

i jest zwi zana z kontaktem Wysoczyzny Warszawskiej i Doliny rodkowej Wis y [Kon-
dracki 2011]. Wysoko  Skarpy Warszawskiej w analizowanym przekroju to oko o 
14 m, natomiast nachylenie skarpy wynosi oko o 15o. Na sk onie skarpy po o one s  
nasypy niebudowlane, które maj  mi szo  oko o 7 m. Pod nasypami, na koronie skar-
py, zalegaj  piaski  uwioglacjalne o mi szo ci 5 m, natomiast pod nimi znajduj  si  
gliny zlodowacenia rodkowopolskiego [Sarnacka 1992] o mi szo ci do 8 m. W pod-
stawie skarpy obecne s  i y mio-plioce skie (neoge skie), o nachyleniu konsekwentnym, 
które posiadaj  struktur  wra liw  na zmiany wilgotno ci oraz nieci g o ci, wynikaj ce 
z obci e  glacitektonicznych [Wysoki ski 1976, Kumor 1985, Gor czko i Kumor 2011]. 
Pod nasypami na sk onie Skarpy Warszawskiej wyst puj  grunty koluwialne. W sk onie 
skarpy okre lono co najmniej cztery kliny nieaktywnych osuwisk [Wysoki ski 1999]. 
Strefy kontaktu nasypów, utworów koluwialnych oraz i ów stanowi  predysponowane 
obszary, gdzie mog  powsta  powierzchnie po lizgu. W dolinie Wis y, u podnó a skarpy, 
obecne s  osady aluwialne do 7 m p.p.t. Na rysunku 2 mo na odczyta  poziom zwier-
ciad a wód gruntowych, który znajduj  si  poni ej dolnej kraw dzi skarpy [Wysoki ski 
1999]. 

Rys. 1. Lokalizacja obszaru bada  na mapie topogra  cznej [GUGiK 1992]
Fig. 1.  Location of the  eld of study on the topographic map [GUGiK 1992]
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Opieraj c si  na wynikach bada  CPT zawartych w dokumentacji geologiczno-in y-
nierskiej na potrzeby okre lenia przyczyn sp ka  ko cio a w. Anny [Traczy ski i Gre-
la 2010], a tak e na podstawie publikacji opisuj cej Skarp  Warszawsk  [Wysoki ski 
1999], artyku u Kowalczyka i in. [2014], przedstawiaj cego m.in. wyniki bada  ERT 
dla analizowanego obszaru, oraz zale no ci korelacyjnych zawartych w Polskiej Normie 
[PN 81/B 03020], wyznaczono poszczególne warstwy geotechniczne wraz z charakteryzu-
j cymi je parametrami (tab. 1). 

METODYKA 

Rozwi zaniem, uwzgl dniaj cym w odpowiedzi na pytanie o stateczno  wp yw naj-
bardziej niekorzystnego wariantu parametrów gruntu i obci e , jest analiza prawdo-
podobie stwa osuwiska (Pf), z oszacowaniem zmienno ci wspó czynnika stateczno ci 
(COVF) [Duncan i Wright 2005]. Najwi kszym b dem w analizach stateczno ci skarp 
obarczone jest obliczenie si  wytrzyma o ciowych [Duncan i Wright 2005]. Z tego po-
wodu wyznaczono zakres wspó czynnika bezpiecze stwa, wykorzystuj c wspó czynnik 
zmienno ci. Dzi ki temu mo na uj  w zbiorze rozwi za  zbiór rozmyty, wynikaj cy 
z niedok adno ci okre lenia si  wytrzyma o ciowych, uwzgl dniaj cy najmniej korzyst-
ny wynik F. W tym celu przeprowadzono symulacje numeryczne z wykorzystaniem 
trzech zestawów parametrów wytrzyma o ciowych gruntu, przypisanych poszczególnym 
warstwom geotechnicznym, ze zbioru parametrów uzyskanych w badaniach polowych 
zlokalizowanych na obszarze s siaduj cym z analizowanym, zawartych w dokumentacji 
geologiczno-in ynierskiej [Traczy ski i Grela 2010]. Rezultatem symulacji z pierwszym 
zestawem, stanowi cym zbiór najmniejszych parametrów wytrzyma o ciowych, by o 
okre lenie wspó czynnika stateczno ci, tzw. LCV (lowest conceivable value). Drugi ze-
staw parametrów tworzy y warto ci rednie parametrów. Na jego podstawie otrzymano 
tzw. MLV (most likely value), czyli warto  oczekiwan  zbioru parametrów. Trzeci zbiór 
parametrów stanowi y najwi ksze warto ci, które pozwoli y na wyznaczenie tzw. HCV 
(highest conceivable value).

Na rysunku 3 przedstawiono schemat przeprowadzonych oblicze , który zosta  przy-
j ty na podstawie publikacji „Soil strength and slope stability” autorstwa Duncana i Wri-
ghta [2005]. 

Rys. 2.  Przekrój geologiczny przez Skarp  Warszawsk  przy ko ciele w. Anny [Kowalczyk i in. 
2014, za: Wysoki ski 1999]

Fig. 2. Geological section through the Warsaw Slope near rectory of Saint Anne Church [Kowal-
czyk et al. 2014, for: Wysoki ski 1999]
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Rys. 3.  Schemat analizy stateczno ci skarp [Duncan i Wright 2005] zastosowany do oceny sta-
teczno ci Skarpy Warszawskiej na wybranym odcinku

Fig. 3. Scheme analysis of slope stability [Duncan and Wright 2005] used to evaluate the stabi-
lity of Warsaw Slope selected section
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Podczas symulacji numerycznych wykorzystano metod  redukcji parametrów wy-
trzyma o ciowych. W przypadku zastosowanego do oblicze  kryterium zniszczenia 
Coulomba-Mohra metoda redukcji parametrów wytrzyma o ciowych polega na stopnio-
wym zmniejszaniu parametrów kohezji (c ) oraz k ta tarcia wewn trznego ( ), od czego 
pochodzi inna zwyczajowa nazwa tej techniki – metoda c-   redukcji, a  do momentu 
przekroczenia stanu no no ci gruntu. Proces zmniejszania tych parametrów jest iteracyj-
ny i mo na go zapisa  za pomoc  wzorów [Grif ths i Lane 1999]:

f
cc
F

tan arctan f F

gdzie: c f oraz f to odpowiednio parametry kohezji oraz k ta tarcia wewn trznego 
w momencie utraty stateczno ci.

Model numeryczny (rys. 4) zosta  oparty na danych ród owych zawartych w doku-
mentacji, materia ach literaturowych oraz opracowaniach kartogra  cznych i uzupe niaj -
cych pomiarach terenowych. Ci g o  warstw w uk adzie trójwymiarowym okre lono na 
podstawie pro  li wierce  z dokumentacji oraz bada  tomogra  i elektrooporowej opubli-
kowanej przez Kowalczyka i in. [2014]. Analiza dotyczy opisywanego stanu zwierciad a 
wód gruntowych znajduj cego si  poni ej dolnej kraw dzi skarpy [Wysoki ski 1999], 
co pozwala na pomini cie tego czynnika w obliczeniach z powodu g bokiego zalega-
nia. Niemniej jednak, jak pokazuje historia aktywno ci osuwiskowej obszaru mi dzy 
ko cio em a plebani , warunki wodne, a w szczególno ci wahania zwierciad a wód pod-

Rys. 4.  Model numeryczny analizowanego obszaru z uwzgl dnieniem obci e  statycznych na 
koronie oraz podnó u Skarpy Warszawskiej

Fig. 4. Numerical model of the analyzed area including static load on the crown and foot of the 
Warsaw Slope
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ziemnych stanowi  istotny element wp ywaj cy na stateczno . Wielko ci obci e  od 
budynku przyj to szacunkowo i okre lono je na poziomie 100 kPa dla budynku plebanii 
ko cio a w. Anny oraz 150 kPa dla kamienicy u podnó a skarpy.

Po dyskretyzacji modelu numerycznego zastosowano warunki brzegowe: na bocz-
nych powierzchniach granicznych zablokowano przemieszczenia poziome, natomiast na 
podstawie modelu zde  niowano warunek brzegowy zerowych przemieszcze  zarówno 
w kierunku poziomym, jak i pionowym. Podczas konstrukcji modelu numerycznego 
stworzono 94 775 trójwymiarowych elementów o strukturze nieregularnej oraz 102 856 
w z ów obliczeniowych. Do przeprowadzenia symulacji wykorzystano program Z_soil 
v2014.08, który ma szerokie zastosowanie w geotechnice [Commend i in. 2013]. W celu 
jak najwierniejszego odwzorowania rzeczywistego stanu równowagi w modelu nume-
rycznym uwzgl dniono stare powierzchnie po lizgu mi dzy gruntami, b d cymi nasypa-
mi, koluwiami oraz i ami neoge skimi.

WYNIKI I DYSKUSJA

Przeprowadzone symulacje numeryczne stateczno ci Skarpy Warszawskiej (tab. 2, 
rys. 5) w badanym obszarze da y wyniki zbli one do przedstawianych w literaturze. 
Analizy archiwalne by y wykonywane metodami równowagi granicznej. P aszczyzn  
porównawcz  wykorzystanej metody elementów sko czonych oraz metod równowagi 
granicznej jest wynik w postaci wspó czynnika stateczno ci (F). Obliczenia wykonane 
przez Wysoki skiego [1999] da y wspó czynniki stateczno ci w zakresie 1,14–2,26 (me-
tod  Bishopa) oraz 2,13–2,62 (metod  Janbu), natomiast ukasik [2005] uzyska  war-
to  równ  1,48. Ró nice w otrzymanych wynikach mog  by  spowodowane ró nymi 
lokalizacjami przekrojów obliczeniowych, warunkami brzegowymi oraz ró n  metod  
obliczeniow . 

Otrzymane wyniki COVF, Pf oraz R wskazuj  na kompleksowo  oceny mog cej s u-
y  do okre lenia potrzebnego zakresu prac wzmacniaj cych, w zale no ci od poten-

cjalnej wielko ci gruntu, który mo e zosta  przemieszczony w konsekwencji powstania 
osuwiska. Dla analizowanego modelu szeroko ci 25 m teoretyczna wielko  przemiesz-
czonego gruntu wynios a 6262 m3. Oceny prawdopodobie stwa wyst pienia osuwiska 

Tabela 2.  Zestawienie wyników oblicze  numerycznych dla analizowanego obszaru
Table 2.  Summary of the results of numerical calculations for the study area

Lokalizacja
Location

rednie nachylenie 
(H na V) 

Average inclination 
(V to H)

FMLV
[–]

COVF 
[%]

Pf
[%]

R
[%]

Prawdopodobie stwo powstania 
osuwiska wg Wysoki skiego 

[1991]
Possibility of a landslide

according toWysoki ski [1991]
Skarpa Warszawska 
przy plebani ko cio a 
w. Anny

Warsaw Slope near 
rectory of St. Anne 
Church

0,3 na 1,0 2,00 35 3 97 Bardzo ma o prawdopodobne
Very unlikely
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w podej ciu Instrukcji Technicznej nr 304 [Wysoki ski red. 1991] oraz w wyniku ob-
licze  zgodnie z publikacj  Duncana i Wrighta [2005] s  zgodne, wiadcz ce o margi-
nalnym prawdopodobie stwie powstania osuwiska. Metoda Duncana i Wrighta pozwala 
dodatkowo na skwanty  kowan  ocen  prawdopodobie stwa powstania osuwiska, która 
mo e by  porównywana do innych wyników analiz. Warto zaznaczy  równie , e ocena 
prawdopodobie stwa zgodnie z Instrukcj  oparta jest tylko na jednym wyniku wspó -
czynnika stateczno ci (F). 

Wa nym elementem analiz stateczno ci jest zlokalizowanie powierzchni po lizgu, 
która zosta a przedstawiona na rysunku 5. Poprzez oznaczenie powierzchni po lizgu mo -
na wyznaczy  stref  wp ywu zwi zan  z ruchem osuwiska, co ma bezpo redni wp yw na 
bezpiecze stwo oraz straty ekonomiczne. Na podstawie przeprowadzonych symulacji 
numerycznych okre lono powierzchnie po lizgu mi dzy gruntami nasypowymi a ni ej 
zalegaj cymi koluwiami. W analizowanych trzech wariantach wida , e w przypadku teo-
retycznego powstania osuwiska przy przyj ciu najmniejszych parametrów wytrzyma o-
ciowych gruntu (wariant LCV) najwi ksze przemieszczenia nast pi  w górnej cz ci skar-

py (rys. 5A). W kolejnym wariancie (MLV) maksymalne przemieszczenia obserwuje si  
w rodkowej cz ci sk onu skarpy (rys. 5B). Natomiast w ostatnim wariancie (HCV) 
najwi ksze przemieszczenia zosta y zlokalizowane w najni szej po o onej stre  e sk onu 
skarpy (rys. 5C). 

Dla uzyskania odzwierciedlenia najmniej bezpiecznych warunków gruntowo-wod-
nych warto wykona  rozszerzon  analiz  stateczno ci, z wykorzystaniem metody zbio-
rów losowych [Pilecki 2014], oraz uzupe nion  o dane na temat rocznych waha  poziomu 
wód gruntowych, mog cych by  przetwarzanych (np. interpolowanych) za pomoc  sys-
temów GIS [Zaszewski 2015].

PODSUMOWANIE 

Analizie stateczno ci poddano Skarp  Warszawsk  na odcinku plebani ko cio a 
w. Anny. Przy obliczeniach wspó czynnika stateczno ci oraz wska nika niezawodno ci 

skarpy uwzgl dniono obci enie statyczne od budynków. W obliczeniach zastosowano 
iteracyjn  metod  redukcji parametrów wytrzyma o ciowych (nale c  do grupy MES). 

Rys. 5.  Wyniki analiz przemieszcze  oraz oblicze  wspó czynników stateczno ci dla trzech ze-
stawów parametrów

Fig. 5. The results of movements analyzes and safety factor calculations for the three sets of 
parameters
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Symulacj  przeprowadzono w geometrycznie przestrzennym stanie odkszta ce . Do 
opisu stanu równowagi wykorzystano metod  zaproponowan  przez Duncana i Wrighta 
w 2005 roku. W pierwszym etapie obliczono trzy wspó czynniki stateczno ci, wykorzy-
stuj c wytypowane trzy zestawy parametrów wytrzyma o ciowych warstw geotechnicz-
nych. Pierwszy model obliczeniowy zawiera  zestaw najmniejszych parametrów, drugi  
– rednich, natomiast trzeci – najwi kszych parametrów wytrzyma o ciowych gruntu. 
Ostatecznie po obliczeniu prawdopodobie stwa powstania osuwiska okre lono wska nik 
niezawodno ci (R = 97%), wiadcz cy o marginalnym prawdopodobie stwie wyst pienia 
osuwiska. Strefa po lizgu zosta a zlokalizowana na kontakcie nasypu niebudowlanego 
i koluwiów. W przypadku teoretycznego powstania osuwiska zestaw najmniejszych para-
metrów wytrzyma o ciowych gruntu powoduje powstanie maksymalnych przemieszcze  
gruntu w górnej cz ci skarpy. W kolejnych zestawach, przy zwi kszaniu parametrów 
wytrzyma o ciowych, obserwuje si  stopniowe obni anie po o enia strefy maksymal-
nych przemieszcze .

Przeprowadzona analiza pokazuje mo liwo  uwzgl dnienia w ocenie prawdopo-
dobie stwa powstania osuwiska ró nych wspó czynników stateczno ci w odniesieniu 
do ró nych zestawów parametrów wytrzyma o ciowych. Przedstawiona metoda mo e 
stanowi  rozwini cie oceny prawdopodobie stwa na podstawie Instrukcji Technicznej 
nr 304 [Wysoki ski red. 1991] oraz dodatkowo umo liwia ilo ciowe porównania ró nych 
analiz stateczno ci skarp.
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THE USE OF DUNCAN AND WRIGHT METHOD TO ASSESS THE WARSAW 
SLOPE STABILITY

Abstract. This paper presents an application of calculation scheme of slope stability relia-
bility assessment published by Duncan and Wright in 2005. For the presentation of the cal-
culation procedure, a case study of Warsaw Slope stability in the area adjacent to the rectory 
of St. Anne Church was analyzed. The shear strength reduction (SSR) technique, belonging 
to the FEM, was used for the calculation of geometrically spatial deformation state. On the 
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basis of archival materials three sets of strength parameters (the lowest, medium and highst) 
were selected. Sets of strength parameters were used to safety factors (F) calculations. The 
results of F calculations were used to estimate the standard deviation and coef  cient of 
variation. Subsequently using correlations made by Duncan and Wright, the probability of 
failure (Pf) and  nally index of reliability (R) were determined. The analysis of stability 
using the Duncan and Wright method shows the possibility to take into consideration vario-
us safety factors, in relation to different strength parameters. Furthermore the used method 
enables quantitative comparison of various probably of landslide evaluations.

Key words: factor of safety, index of reliability, FEM, Warsaw Slope
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