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WYBRANE ZAGADNIENIA DOTYCZ CE WYZNACZANIA 
WARTO CI CHARAKTERYSTYCZNYCH W GEOTECHNICE

Wojciech Pu a
Politechnika Wroc awska, Wroc aw

Streszczenie. W pracy zaprezentowano ró ne sposoby okre lania warto ci charaktery-
stycznych w a ciwo ci gruntu w kontek cie postanowie  obowi zuj cego Eurokodu 7. 
Po przedstawieniu najprostszych propozycji podano przyk ad porównuj cy ró ne metody. 
Nast pnie podano podstawowe fakty dotycz ce opisu w a ciwo ci pod o a za pomoc  pól 
losowych oraz koncepcj  u rednie  przestrzennych. Zreferowano te  metod  Schneidera, 
uwzgl dniaj c  w sposób jawny przestrzenn  zmienno  w a ciwo ci gruntu przy okre-
laniu warto ci charakterystycznych. Propozycj  t  zilustrowano przyk adem zwi zanym 

z mechanizmem Prandtla, a wyniki odniesiono do rezultatów wynikaj cych z u rednienia 
w a ciwo ci wzd u  linii po lizgu w tym mechanizmie. Rezultaty wykazuj , e zastosowa-
nie teorii pól losowych wraz z propozycj  Schneidera daje rezultaty zgodne z wymaganiami 
Eurokodu 7. Zwrócono uwag  na istotn  rol  podej cia probabilistycznego w wyznaczaniu 
parametrów do projektowania geotechnicznego w kontek cie oceny bezpiecze stwa. Niniej-
szy artyku  jest rozszerzon  wersj  prezentacji przedstawionej na konferencji ProGeotech 
(SGGW, Warszawa 12–13.09.2013). 

S owa kluczowe: Eurokod 7, wspó czynnik zmienno ci, pole losowe, skala  uktuacji, 
funkcja redukcji wariancji

WST P

Wydaje si  rzecz  oczywist , e przyj cie odpowiednich parametrów pod o a w ob-
liczeniach geotechnicznych ma bardzo du y wp yw na bezpiecze stwo projektowanej 
konstrukcji. Jednak nie jest ju  tak oczywiste, w jaki sposób okre li  te parametry, aby 
zachowa  odpowiedni poziom tego bezpiecze stwa. Podstawow  przyczyn  takiego 
stanu rzeczy jest niepewno  (losowo ) cech pod o a, a niejednokrotnie tak e brak 
precyzyjnej procedury prowadz cej do przyj cia warto ci danego parametru w ob-
liczeniach projektowych. Niepewno  w a ciwo ci gruntu mo e mie  ró ne ród a. 
Najcz ciej spotyka si  podzia  pokazany na rysunku 1. Najwi kszy problem stanowi
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Te rodzaje niepewno ci mog  by  usuni te poprzez dodatkowe badania i bardziej 
dok adn  obróbk  danych 

These uncertainties can be reduced by additional tests, more careful execution or 
more accurate tests 

Naturalna (w a ciwa) 
zmienno  gruntu…  

nie mo e by  usuni ta 
inherent  soil variab. 

Niepewno  w a ciwo ci
gruntów 

  rozrzut danych b dy 
systematyczne 

zmienno
przestrzenna b dy pomiarów ograniczona liczba danych 

(niepewno  statystyczna)
niepewno

transformacji

Rys. 1. ród a niepewno ci okre lania w a ciwo ci gruntu
Fig. 1. Sources of variability in soil properties evaluations

naturalna zmienno  gruntu, która nie mo e by  zniwelowana poprzez polepszanie pro-
cedur czy mody  kacj  sprz tu. 

Od ponad dwóch lat funkcjonuje w naszym kraju Eurokod 7 [PN-EN 1997-1:2008], 
który zast pi  poprzednio obowi zuj ce normy geotechniczne, w tym te najcz ciej sto-
sowane i b d ce w u yciu przez d ugie lata, jak norma PN-81/B-03020, która podawa a 
zasady przyjmowania warto ci charakterystycznych i obliczeniowych w a ciwo ci grunto-
wych. Eurokod 7 ca kowicie odmieni  te zasady. Aby wskaza , jak du e s  to zmiany, warto 
przypomnie  podstawow  metod  (tzw. metoda A) zamieszczon  w PN-81/B-03020.

Zgodnie z zasadami oblicze  wed ug stanów granicznych do projektowania geotech-
nicznego stosuje si  warto ci obliczeniowe parametrów, przy czym zale no  mi dzy 
warto ci  charakterystyczn  x(n), przyjmowan  w normie PN-81/B-03020 jako redni  
arytmetyczn  wyników pomiarów parametru X (w przypadku tzw. metody A oznaczania 
parametrów), a warto ci  obliczeniow  x(n) jest nast puj ca: 

( ) ( )r n
mx xγ=                                                                                                               (1)

gdzie m jest wspó czynnikiem materia owym (cz stkowym wspó czynnikiem bezpie-
cze stwa) obliczanym wed ug nast puj cego wzoru:
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w którym xi s  wynikami testowania w a ciwo ci X, a V(X) – wspó czynnikiem zmien-
no ci tej cechy.
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Ze wzorów (1) i (2) wynika, e:

( ) ( )r n
xx x σ= ±                                                                                                           (3)

gdzie x oznacza odchylenie standardowe w a ciwo ci X. 
Norma PN-81/B-03020 wprowadza jeszcze dodatkowe ograniczenia na wspó czynni-

ki materia owe, a mianowicie: 0,8  m  0,9 lub 1,1  m   1,25. Warto zwróci  uwag , e 
wspó czynniki materia owe uwzgl dniaj  w sposób statystyczny naturaln  niepewno  
w a ciwo ci pod o a i prowadz  do warto ci obliczeniowej zale nej od wielko ci rozrzu-
tu wyników uzyskanych z bada  pod o a, cho  nie jest jasne, dlaczego zdecydowano si  
na margines w postaci pojedynczego odchylenia standardowego.

PROPOZYCJE OKRE LANIA WARTO CI CHARAKTERYSTYCZNYCH 
WED UG EUROKODU 7

Zgodnie z Eurokodem 7 warto  charakterystyczna to ostro ne oszacowanie wiel-
ko ci danej w a ciwo ci gruntu, która jest zwi zana z wyst pieniem okre lonego stanu 
granicznego. Taka de  nicja zakre la jedynie do  ogólne metody okre lenia warto ci 
charakterystycznej, bez podania precyzyjnego algorytmu.

Eurokod 7 [PN-EN 1990:2000] wskazuje, e warto  charakterystyczna parametru X 
powinna by  wyznaczona jako pi cioprocentowy kwantyl z rozk adu prawdopodobie -
stwa tego parametru. Zak adaj c, e parametr X jest zmienn  losow  o rozk adzie normal-
nym, otrzymuje si  nast puj cy wzór na warto  charakterystyczn :

( ) ( ) ( ) ( )( )1,645 1 1,645kX X X X V Xμ σ μ= − = −                                                 (4)

w którym (X), (X), V(X) oznaczaj  odpowiednio: warto  oczekiwan , odchylenie stan-
dardowe oraz wspó czynnik zmienno ci zmiennej losowej X. 

Zgodnie z za o eniem wzór (4) mo e by  stosowany, gdy rozk ad badanej w a ciwo-
ci mo na uzna  za normalny. Ponadto wielko  projektowanego elementu, gdzie u ywa 

si  danego parametru, powinna by  porównywalna z elementem poddanym testowaniu. 
Z tak  sytuacj  spotykamy si  zazwyczaj przy projektowaniu konstrukcji. W projektowa-
niu geotechnicznym oba powy sze warunki na ogó  nie s  spe nione. Wyniki testowania 
wi kszo ci parametrów pod o a charakteryzuj  si  du ymi warto ciami wspó czynników 
zmienno ci, co w przypadku zastosowania wzoru (4) mo e prowadzi  do „nie  zycznych” 
warto ci Xk. Zw aszcza w przypadku spójno ci czy wytrzyma o ci na cinanie w warun-
kach bez odp ywu, gdzie wspó czynniki zmienno ci s  rz du kilkudziesi ciu procent, 
wzór (4) prowadzi do ujemnych lub bardzo ma ych warto ci charakterystycznych. Warto 
te  odnotowa , e w materia ach takich jak stal czy beton problem ten nie wyst puje, 
gdy  w przypadku tych materia ów wspó czynniki zmienno ci s  zwykle mniejsze ni  
10%. Drug  przyczyn  bardzo ograniczonej stosowalno ci wzoru (4) do projektowania 
geotechnicznego jest to, e obszar pod o a zwi zany z konkretn  awari  jest zwykle 
znacznie wi kszy od obszaru pojedynczego testowania. Z uwagi na fakt, e nawet jedno-
rodna warstwa gruntu wykazuje naturaln  przestrzenn  zmienno  losow , warto  zwi -
zana z powstaniem okre lonego stanu granicznego jest pewn  warto ci  redni  danego 
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parametru wzgl dem odpowiadaj cej temu stanowi powierzchni po lizgu, a nie warto ci   
lokalnie zmierzon . Dlatego w projektowaniu geotechnicznym warto  charakterystycz-
na powinna by  pi cioprocentowym kwantylem redniej wytrzyma o ci mierzonej po po-
wierzchni po lizgu. Taka warto  jest zazwyczaj ró na od pi cioprocentowego kwantyla 
uzyskanego w wyniku rutynowego testowania pod o a. 

Kolejnym istotnym czynnikiem jest fakt, e w projektowaniu geotechnicznym wyko-
rzystuje si   zwykle niewielk  liczb  wyników testowania (z uwagi na wysokie koszty). 
W konsekwencji warto  rednia i odchylenie standardowe danego parametru, otrzymane 
w wyniku rozpoznania geotechnicznego, mog  nie by  zbli one do, odpowiednio, war-
to ci oczekiwanej i odchylenia standardowego dla parametru zwi zanego z obszarem 
pod o a odpowiedzialnym za powstanie stanu granicznego. 

Ze wzgl du na przytoczone wy ej argumenty cz sto proponuje si  (np. Orr i Breysse 
[2008]) wyznaczanie warto ci charakterystycznej na podstawie znanego wzoru na prze-
dzia  ufno ci dla warto ci oczekiwanej. W przypadku gdy odchylenie standardowe popu-
lacji nie jest znane, wzór ten przyjmuje nast puj c  posta  [Fisz 1967]:

( ) ( )k
tX m X s X
N

= −                                                                                            (5)

gdzie: 
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s  estymatorami odpowiednio warto ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego (es-
tymator nieobci ony). Warto  t otrzymuje si  z dystrybuanty rozk adu Studenta [Stu-
dent 1909], w zale no ci od liczebno ci próby oraz poziomu ufno ci. W nawi zaniu do 
pi cioprocentowego kwantyla, sugerowanego przez Eurokod 7  [PN-EN 1990:2000], po-
ziom ufno ci nale y przyj  jako 95%.

Jako uproszczon  form  wzoru (5) mo na potraktowa  propozycj  Schneidera [1997]:

( ) ( )0,5kX m X s X= −                                                                                              (8)

przy czym zastosowano oznaczenia jak we wzorze (5). 
Inn  uproszczon  propozycj  poda  Duncan [2000]. Propozycja ta bazuje na tzw. re-

gule 3-sigma, która stwierdza, e prawdopodobie stwo pojawiania si  warto ci spoza 
przedzia u ( ) ( ) ( ) ( )3 , 3X X X Xμ σ μ σ− +  jest ma e (w przypadku rozk adu normal-
nego wynosi ono w przybli eniu 0,0027). W zwi zku z tym dla ograniczonych zmien-
nych losowych, których warto ci koncentruj  si  w przedziale [Xmin, Xmax], mo na w przy-
bli eniu przyj , e:

( ) ( )max min
1
6

X X Xσ ≈ −                                                                                           (9)
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Wed ug Duncana warto  charakterystyczn  Xk mo na obliczy  ze wzoru (4), szacu-
j c jednocze nie odchylenie standardowe zgodnie ze wzorem (9).

atwo domy li  si , e obliczenia wed ug wzorów (4), (5), (8) oraz propozycji Dunca-
na prowadz  do ró nych warto ci charakterystycznych. Ilustruje to przyk ad zaczerpni ty 
z pracy Orr i Breysse [2008]. Na rysunku 2 zaznaczono wyniki 10 testów wytrzyma o ci 
na cinanie, cu (badania trójosiowe w warunkach bez odp ywu). 

Rys. 2. Wyniki bada  oraz warto ci charakterystyczne otrzymane wed ug ró nych wzorów
Fig. 2. Test results and characteristic values obtained using different equations

Próby pochodzi y z ró nych otworów i ró nych g boko ci z miejsca, w którym pla-
nowano wykonanie pali d ugo ci 10 m. Za ó my, e sposób testowania i dok adno  po-
miaru wnosz  ma e b dy, które mog  by  pomini te. Jak to wynika z rysunku, siedem 
wyników dotyczy strefy pobocznicy pala, a cztery – strefy podstawy pala (jeden z pomia-
rów mo e by  zaliczony zarówno do pierwszej, jak i do drugiej grupy). Warto  rednia
z próby (wzór 6) dla pierwszej strefy (pobocznica) wynosi m(cu,s) = 61 kPa, a dla strefy 
drugiej (podstawa) – m(cu,t) = 50 kPa. Odchylenia standardowe obliczone wed ug estyma-
tora nieobci onego (7) wynosz  odpowiednio: s(cu,s) = 14,3 kPa oraz s(cu,t) = 6,6 kPa. Je-
li za o y , e obliczone powy ej wielko ci s  odpowiednio warto ciami oczekiwanymi 

i odchyleniami standardowymi w obu populacjach, to warto ci charakterystyczne mo na 
by wyznaczy  wed ug wzoru (4), co prowadzi do nast puj cych wyników:  

warto  charakterystyczna wytrzyma o ci na cinanie w okolicy pobocznicy pala 
cu,s;k = 37,5 kPa,
warto  charakterystyczna wytrzyma o ci na cinanie w okolicy podstawy pala cu,t;k = 
= 39,2 kPa.
Powy sze warto ci zaznaczono na rysunku 2. Jak atwo zauwa y , nie s  satysfakcjo-

nuj ce, gdy  ka da z nich jest mniejsza od najmniejszej warto ci uzyskanej z pomiarów. 
Ponadto obliczona wy ej warto  charakterystyczna wytrzyma o ci dla obszaru wokó  
podstawy pala (cu,t;k) jest wi ksza od warto ci wytrzyma o ci w s siedztwie trzonu pala 
(cu,s;k). Mo na podejrzewa , e obliczone warto ci s  niew a ciwe z dwóch powodów. 

–

–
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Po pierwsze liczebno  próby jest zbyt ma a, aby uzna , e warto ci s(cu,s) oraz s(cu,t) s  
bliskie odchyleniom standardowym rozpatrywanych populacji. Po drugie obszar pod o a, 
z którego pobierane by y próby, móg  by  zbyt ma y w stosunku do obszaru, który obej-
mowa yby strefy awarii (linie po lizgu). 

Je li do oceny warto ci charakterystycznych u y  wzoru (5), to – bior c pod uwag , 
e przy N = 7 warto  statystyki wyniesie t = 1,943, a przy N = 4 –  t = 2,353 – oszacowa-

nia warto ci charakterystycznych obu wytrzyma o ci wynios  odpowiednio: 

cu,s;k = 50,5 kPa oraz cu,t;k = 42,3 kPa (warto ci zaznaczono na rys. 2).  

Korzystaj c z propozycji Schneidera (8), uzyskuje si :

cu,s;k = 53,9 kPa oraz cu,t;k = 46,7 kPa.

Natomiast propozycja Duncana prowadzi do:

cu,s;k = 50,86 kPa oraz cu,t;k = 45,61 kPa.

Jak wida , oszacowania warto ci charakterystycznych wed ug wzorów (5), (8) i pro-
pozycji Duncana s  do siebie zbli one. Znacznie jednak odbiegaj  od oszacowania we-
d ug wzoru (4). 

Oszacowania warto ci charakterystycznych wed ug wzorów (5), (8) oraz wed ug 
Duncana mo na okre li  mianem „oszacowa  statystycznych”. Jednak oszacowania sta-
tystyczne mog  okaza  si  w tpliwe, gdy liczba wyników bada  danego parametru jest 
ma a. W takiej sytuacji wcze niej uzyskana wiedza dotycz ca charakterystyk pod o a 
w lokalnych warunkach mo e by  wykorzystana jako informacja a priori zastosowania 
procedury bayesowskiej, jak to zaproponowano w pracach Ovesen i Denver [1994] oraz 
Cherubini i Orr [1999]. Jak to wynika ze wzoru (4), kluczow  informacj  dla statystycz-
nego oszacowania warto ci charakterystycznej jest znajomo  wspó czynnika zmienno ci 
V(X) rozpatrywanego parametru. W zwi zku z tym Cherubini i Orr [1999] podali orien-
tacyjne warto ci takich wspó czynników, które mog  by  przyj te jako wspó czynniki 
zmienno ci a priori w sytuacji, gdy nie ma adnych informacji dotycz cych warunków 
lokalnych. Przyk adowe warto ci zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1. Typowe zakresy wspó czynnika zmienno ci dla wybranych parametrów gruntu
Table 1. Typical range of coef  cient of variation for soil properties

Parametr X

Parameter X

Typowy zakres V(X)

Tipical range of V(X)

Rekomendowana warto  V(X)
w przypadku ma ej liczby wyników bada
Recommended value of V(X) in the case of  

small number of test results 
tan ’ 0,05–0,15 0,1

c’ 0,20–0,40 0,4
cu 0,20–0,40 0,3

 (ci ar obj to ciowy
– unit weight) 0,01–0,10 0
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Jak ju  wcze niej zauwa ono, istotny wp yw na oszacowanie warto ci charaktery-
stycznej ma wielko  obszaru, z którego pobierane s  próby gruntu. Obszar ten powinien 
obejmowa  strefy uczestnicz ce w mechanizmie zniszczenia (powierzchnie po lizgu) 
prowadz cym do awarii. Taka sytuacja jest odzwierciedleniem przestrzennej zmienno ci 
w a ciwo ci pod o a. Koncepcj  uwzgl dniaj c  przestrzenn  zmienno  parametru przy wy-
znaczaniu warto ci charakterystycznej zaproponowa  Schneider [2011]. Omówienie propozy-
cji Schneidera poprzedzone zostanie krótk  charakterystyk  metody u rednie  lokalnych.

CHARAKTERYZACJA W A CIWO CI GRUNTU ZA POMOC  TEORII
PÓL LOSOWYCH

Koncepcja probabilistycznej charakteryzacji w a ciwo ci pod o a za pomo-
c  pól losowych zosta a w sposób efektywny opracowana w pracach Vanmarcke’a 
[1977, 1983]. Zak ada ona, e dana w a ciwo  jest polem losowym (funkcj  losow ) 

( ) 3, , ,X x x Rω ω∈ ∈Ω , przy czym  jest pewn  przestrzeni  probabilistyczn  (dla 
uproszczenia w dalszej cz ci stosowane b dzie oznaczenie X(x)). Tak wi c w ka dym 
punkcie obszaru pod o a gruntowego w a ciwo  charakteryzowana jest przez osobn  
zmienn  losow . Pe na charakteryzacja pola losowego dana jest poprzez rozk ady sko -
czenie wymiarowe [Gikhman i Skorokhod 1968]. Najcz ciej jednak opis ogranicza si  
do podania funkcji warto ci oczekiwanej oraz funkcji kowariancji:

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }{ }Cov , E E Ex y X x X x X y X y= − −                                      (10)

przy czym E oznacza operator warto ci oczekiwanej. 
Do opisu w a ciwo ci pod o a stosuje si  pola stacjonarne w szerszym sensie, tj. ta-

kie, w których funkcja warto ci oczekiwanej jest sta a, a funkcja kowariancji jest nie-
zmiennicza na przesuni cia, czyli spe nia warunek:

( ) ( )Cov , Cov , ,x h y h x y h R+ + = ∀ ∈                                                                (11)

Poniewa  ( ) ( )Var ( ) Cov ,X x x x= , zatem warunek (11) oznacza, e w sta-
cjonarnym polu losowym wariancja jest sta a. Czyli w polu stacjonarnym za-
równo funkcja warto ci oczekiwanej, jak i funkcja wariancji s  sta e, tj. 

( ){ } ( ) ( )2 2E ( ) oraz Var ( )X x X X x Xμ μ σ σ= = = = . W polach stacjonarnych alter-
natywnie do funkcji kowariancji stosuje si  funkcj  korelacji (x, y), zwan  te  funkcj  
autokorelacji. Obie funkcje s  zwi zane ze sob  poprzez prost  proporcj , a mianowicie:

( ) 2
Cov( , ), x yx yρ

σ
=                                                                                                (12)

Vanmarcke [1977] zaproponowa  skal   uktuacji  (równowa ne okre lenia to: pro-
mie  korelacyjny, odleg o  korelacyjna lub d ugo  korelacyjna) jako wygodn  charak-
terystyk  zmienno ci przestrzennej rozpatrywanej w a ciwo ci gruntu (traktowanej jako 
pole losowe). Skal   uktuacji okre la si  jako ca k  z funkcji korelacji. W przypadku 
jednowymiarowym mamy:
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( ) ( )2
0 0

2 Cov 2x d x x d xδ ρ
σ

∞ ∞

= Δ Δ = Δ Δ                                                                (13)

gdzie x oznacza przyrost argumentu x, czyli odleg o  mi dzy dwoma punktami pola 
w okre lonym kierunku. 

Skala  uktuacji jest miar  szybko ci zmienno ci pola losowego, a jej warto  cz sto 
interpretuje si  jako przybli on  odleg o  mi dzy punktami pola, poza któr  wzajemna 
korelacja w a ciwo ci staje si  nieistotna. Co wa ne, skala  uktuacji mo e by  wyzna-
czana na podstawie wyników bada  pod o a. Vanmarcke [1977] zaproponowa  sposób jej 
okre lania, który nast pnie by  mody  kowany przez innych autorów (np. Wickremesin-
ghe i Campanella [1993]).

Jednym z wa niejszych elementów koncepcji Vanmarcke’a jest tzw. u rednienie prze-
strzenne (alternatywnie u rednienie lokalne). Jest ono konsekwencj  za o enia, e o awa-
rii nie decyduje warto  parametru pod o a w danym punkcie, lecz rednia warto  tego 
parametru z masywu gruntu zwi zanego z mechanizmem awarii. Przestrzenne (lokalne) 
u rednienie, zastosowane przez Vanmarcke’a [1977], polega na wprowadzeniu nowego 
pola (tzw. pola o ruchomej redniej) okre lonego jako:

( )1
V

V

X X x dx
V

=                                                                                                  (14)

przy czym V  jest miar  (obj to ci , powierzchni ) rozpatrywanego obszaru. 
Jak atwo zauwa y , XV jest zmienn  losow  okre laj c  pewn  redni  pola X w ob-

szarze V. Nowa rodzina zmiennych losowych (proces o ruchomej redniej) indeksowana 
jest rodzin  rozpatrywanych obszarów {V}. Dzi ki w asno ci stacjonarno ci pole losowe 
XV  ma tak  sam  warto  oczekiwan  jak X, ale zmienia si  jego wariancja, któr  mo na 
zapisa  w postaci:

[ ] ( )2 2Var V V XX Vσ γ σ= =                                                                                        (15)

Wzór (15) de  niuje funkcj  (V), tzw. funkcj  wariancji (zwan  te  funkcj  reduk-
cji wariancji), okre laj c  zmiany wariancji punktowej 2

Xσ  po zastosowaniu u rednienia 
przestrzennego. W przypadku jednowymiarowym zale no  mi dzy funkcj  wariancji
a funkcj  korelacji jest nast puj ca:

( )
0

2( ) 1
L xL x d x

L L
γ ρΔ= − Δ Δ                                                                              (16)

We wzorze (16) zamiast obj to ci V  wyst puje d ugo  prostoliniowego odcinka L. 
Mo na wykaza  [Vanmarcke 1983], e mi dzy skal   uktuacji a funkcj  wariancji zacho-
dzi nast puj ca zale no :

( )lim
L

L Lδ γ
→∞

=                                                                                                        (17)

przy za o eniu, e granica z prawej strony równo ci (17) istnieje.
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KONCEPCJA SCHNEIDERA DOTYCZ CA OKRE LANIA WARTO CI
CHARAKTERYSTYCZNYCH 

Je li rozk ad prawdopodobie stwa rozpatrywanej w a ciwo ci gruntu jest inny od 
rozk adu normalnego, to wzór (4) powinien by  napisany w postaci:

( ) ( )( )1kX X kV Xμ= −                                                                                        (18)

gdzie k jest czynnikiem de  niuj cym pi cioprocentowy kwantyl z rozk adu tej w a ci-
wo ci. 

Schneider [2011]  zaproponowa , aby we wzorze (18) wspó czynnik zmienno ci V(X) 
rozpatrywanego rozk adu zast pi  przez „globalny” wspó czynnik zmienno ci Vt(X) zde-
 niowany wzorem: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
t in m tr sV X V V X V X V X V Xγ= + + +                       (19)

gdzie: Vin(X) – wspó czynnik zamienno ci zwi zany z niepewno ci  naturaln  (rys. 1), 
           Vm(X) – wspó czynnik zamienno ci zwi zany z b dami pomiarów (rys. 1),
         Vtr(X) – wspó czynnik zamienno ci zwi zany z niepewno ci  transformacji danych
                          (rys. 1),
         Vs(X) – wspó czynnik zamienno ci zwi zany z ograniczon  liczb  danych (nie-
                       pewno  statystyczna (rys. 1), 
           (V)   – funkcja redukcji wariancji (wzór 15). 

Warto zauwa y , e tak zde  niowany „globalny” wspó czynnik zmienno ci uwzgl d-
nia wszystkie podstawowe rodzaje niepewno ci zwi zane z w a ciwo ciami gruntu wy-
mienione we wst pie, a ponadto bierze pod uwag  u rednienie w a ciwo ci ze wzgl du 
na obszar mechanizmu awarii poprzez zastosowanie funkcji redukcji wariancji. Podsta-
wienie wspó czynnika Vt(X)  w miejsce V(X) we wzorze (18), a tak e zast pienie warto ci 
oczekiwanej (X) przez redni  z próby m(X) prowadzi do nast puj cej formu y na okre-
lenie warto ci charakterystycznej:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21k in m tr sX m X k V V X V X V X V Xγ= − + + +       (20)

Ponadto Schneider proponuje zastosowanie uproszczonej formu y do oceny funkcji re-
dukcji wariancji (proponowanej te  w pracach Vanmarvke’a i stosowanej pó niej w pracy 
Phoon i Kulhawy [1999]:

( )
1 dla

dla

V
V

V
V

δ
γ δ δ

≤
=

>                                                                                      (21)

Aby otrzyma  przybli on  formu  dla celów projektowania, proponowane s  kolejne 
uproszczenia. Je li za o y , e Vtr(X) = 0, co ma miejsce na przyk ad w przypadku bez-

po redniego pomiaru danej cechy w laboratorium, a tak e  ( ) ( )in
s

V X
V X

n
= , gdzie n jest 
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liczebno ci  próby, to w przypadku rozk adu normalnego danej cechy (k = 1,645) wzór 
(20) redukuje si  do postaci:

( ) ( ) ( )2 211 1,645   k in mX m X V X V X
V n
δ= − + +                              (22)

Je li ponadto b d pomiarowy oraz b d statystyczny s  do pomini cia, to formu a 
staje si  jeszcze prostsza:

( ) ( )1 1,645  k inX m X V X
V
δ= −                                                                      (23)

Zdaniem Schneidera akceptowanie rozk adu normalnego dla w a ciwo ci gruntu jest 
mo liwe tylko wówczas, gdy Vin(X) < 0,3. W przypadku wi kszych wspó czynników 
zmienno ci lepiej jest przyj  rozk ad lognormalny, a wówczas wzór (23) zredukuje si  
do postaci:

( )
[ ]

[ ]

2ln 1 ( )

2

0,193

1 ( )

inV X
V

k

in

X m X
V X

V

δ

δ

+

=
+

                                                                           (24)

W zakresie wspó czynników zmienno ci  Vin(X)  0,15  daj  zbli one rezultaty. Wzory 
(23) i (24) z pewno ci  wychodz  naprzeciw postulatowi uwzgl dnienia zamienno ci 
rozpatrywanej w a ciwo ci w obszarze podlegaj cemu mechanizmowi awarii. Trze-
ba jednak pami ta , e aby z nich skorzysta , konieczna jest znajomo  obj to ci (po-
wierzchni, d ugo ci) obszaru zwi zanego z postaci  awarii, a tak e skali  uktuacji . 
Wp yw obu tych czynników na warto  charakterystyczn  cech w przypadku rozk adu 
lognormalnego pokazano na rysunku 3.

Rys. 3. Nomogram do wyznaczania warto ci charakterystycznych wed ug wzoru (24) [Schne-
ider 2011]

Fig. 3. Graphical determination of characteristic values according to equation (24) [Schneider 
2011]  
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PRZYK AD

Oszacowania skali  uktuacji  dla ró nych gruntów i dla ró nych ich w a ciwo ci s  
podawane w pracach wielu autorów. Cherubini [1997] dokona  obszernej analizy tych 
prac. Przyk adowe warto ci przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Warto ci skali  uktuacji dla pionowej zmienno ci parametrów [Cherubini 1997]
Table 2. Examples of vertical  uctuation scale values [Cherubini 1997] 

W a ciwo
Soil property v [m]

Wilgotno  naturalna
Natural water content 1,2

Wska nik porowato ci, e
Void ratio, e 3,05

Wytrzyma o  na cinanie w warunkach bez odp ywu
Undrained shear strength 0,8–5,00

Opór sto ka sondy (w piasku)
Cone resistance (in sand) 0,25–2,20

Opór sto ka sondy (glina pylasta)
Cone resistance (silty clay) 0,40–2,5

Warto ci v podane w tabeli charakteryzuj  zmienno  w kierunku pionowym (zmia-
ny wraz z g boko ci ). Okazuje si  jednak [Cherubini 1997], e w kierunku poziomym 
warto ci skali  uktuacji h s  du o wi ksze – oko o 10–30 razy. 

Aby zorientowa  si , jakie warto ci charakterystyczne otrzymuje si  wed ug propozycji 
podanej w poprzednim punkcie, rozpatrzmy nast puj cy przyk ad. Na potrzeby obliczania 
no no ci fundamentu posadowionego na glinie poszukuje si  warto ci charakterystycznych 
k ta tarcia wewn trznego i spójno ci (w warunkach z odp ywem). Je li oceny no no ci 
dokonywane s  na podstawie mechanizmu Prandtla, to lokalne u rednienia nale y przepro-
wadzi  z uwzgl dnieniem linii po lizgu, jak pokazano na rysunku 4. Przyjmijmy za o enia, 
e pole losowe spójno ci i pole losowe k ta tarcia wewn trznego  s  stacjonarne i normal-

ne (wspó czynniki zmienno ci równe 0,15), o warto ciach oczekiwanych i odchyleniach 
standardowych równych odpowiednio: E{ 1(x)} = 18°, E{c(x)} = 31 kPa, 1(x) = 2,7°, 

c(x) = 4,65 kPa. Skala  uktuacji w kierunku pionowym wynosi w obu przypadkach 
 = 1,0 m. Do oszacowania warto ci charakterystycznej przyjmijmy wzór (23). Je li za-

stosowa  jedynie skal   uktuacji w kierunku pionowym, to u rednienia nale y dokona  
tak e tylko w kierunku pionowym. Oznacza to, e miara obszaru u rednienia V  b dzie 
równa maksymalnej rz dnej spirali logarytmicznej na odcinku BC. Rz dna ta w przybli e-
niu jest równa 1,7b, gdzie b jest szeroko ci  fundamentu. Wobec tego mno nik redukcyjny 

we wzorze (23) jest równy 
1

1,7V b
δ = . Tym samym warto ci charakterystyczne b d  

zale ne od szeroko ci fundamentu b. Warto ci te ze zestawiono w tabeli 3.
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Rys. 4. Linie po lizgu w mechanizmie Prandtla; b – szeroko  fundamentu, 1 – k t tarcia we-
wn trznego pod podstaw  fundamentu 

Fig. 4. Slip lines in Prandtl’s mechanism; b – foundation width, 1 – the angle of internal friction

Tabela 3. Warto ci charakterystyczne spójno ci i k ta tarcia wewn trznego otrzymane wed ug 
oszacowania (23)

Table 3. Characteristic values of cohesion and angle of internal friction evaluated by means of 
equation (23)

Szeroko  fundamentu, b [m]
Foundation width, b [m] 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

Spójno , ck [kPa]
Cohesion, ck [kPa] 25,64 26,04 26,36 26,63 26,85 27,04 27,21

K t tarcia wewn trznego, 
k [°]

Angle of internal friction, 
k [°]

14,89 15,12 15,31 15,46 15,59 15,70 15,80

Zmiany warto ci charakterystycznych w zale no ci od szeroko ci fundamentu s  
konsekwencj  tego, e wraz ze wzrostem szeroko ci zwi ksza si  miara obszaru u red-
nienia, co powoduje coraz mniejsz  warto  funkcji redukcji wariancji. Powy sze osza-
cowanie warto ci charakterystycznych mo e budzi  w tpliwo ci z dwóch powodów. Po 
pierwsze ze wzgl du na uproszczon  funkcj  redukcji wariancji (wzór 21), a po drugie ze 
wzgl du na jednowymiarowy charakter u rednienia, który nie pozwala na uwzgl dnienie 
anizotropii pola losowego (skala h jest du o wi ksza ni  v). Dlatego warto zanalizowa  
powy szy przyk ad przy nieco bardziej adekwatnych za o eniach. Przyjmijmy zatem, e 
rozpatrywane pole losowe jest anizotropowe z funkcj  korelacji postaci:

( )
2 2

2, expX
v h

z xx z π πρ σ
δ δ

Δ ΔΔ Δ = − +                                                 (25)

U rednienia dokonywane b d  wzd u  linii po lizgu, a wi c kolejno po liniach AB, 
BC i CD (rys. 4). W tym przypadku funkcja redukcji wariancji nie da si  przedstawi  
w zamkni tej postaci, a wi c mno nik redukuj cy wspó czynnik zmienno ci b dzie inny 
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ni  we wzorze (23). Redukcj  wariancji wyznaczan  na podstawie funkcji kowariancji 
w polu u rednionym mo na znale  w pracach Pu a [2004, 2007]. Jak poprzednio za ó -
my, e pionowa skala  uktuacji wynosi 1 m, tj. v = 1 m, natomiast skal  poziom  przyj-
mijmy 10-krotnie wi ksz , tj h = 10 m. Warto  oczekiwana i odchylenie standardowe 
pozostaj  takie same. Zredukowane odchylenia standardowe k ta tarcia wewn trznego i 
spójno ci zestawiono w tabeli 4 [Pu a 2007].

Tabela 4. Zredukowane odchylenia standardowe k ta tarcia wewn trznego i spójno ci [Pu a 2007]
Table 4. Reduced standard deviations for angle of internal friction and cohesion [Pu a 2007]
Szeroko  
fundamentu
b [m]
Foundation 
width, b [m]

Zredukowane odchylenie standardowe 
k ta,  [°]

Reduced standard devition 
of the friction angle,  [°]

Zredukowane odchylenie standardowe  
spójno ci, c [kPa]

Reduced standard deviation 
of cohesion, c [kPa]

odcinek AB odcinek BC odcinek CD odcinek AB odcinek BC odcinek CD
1,2
1,4
1,6
1,8
2,0
2,2
2,4

2,341
2,253
2,169
2,090
2,016
1,948
1,886

2,564
2,522
2,478
2,432
2,386
2,340
2,294

2,226
2,126
2,034
1,950
1,875
1,806
1,744

4,031
3,880
3,735
3,599
3,472
3,355
3,248

4,415
4,343
4,267
4,188
4,109
4,030
3,951

3,834
3,662
3,503
3,359
3,229
3,111
3,004

Zredukowana warto  odchylenia standardowego po podzieleniu przez pocz tkow  
warto  odchylenia standardowego (bez redukcji) b dzie wspó czynnikiem redukcyj-

nym, który zast pi mno nik 
V
δ

 we wzorze (23). Poniewa  na ka dym z odcinków 

AB, BC, CD zredukowane odchylenie jest inne, wi c do dalszych oblicze  przyj to od-
chylenia najwi ksze (najmniejszy wspó czynnik redukcyjny), czyli te dla odcinka BC 
(spirala logarytmiczna). Jest to podej cie konserwatywne, gdy  w tym przypadku otrzy-
muje si  najmniejsze warto ci charakterystyczne. Obliczone warto ci charakterystyczne 
zamieszczono w tabeli 5.

Tabela 5. Warto ci charakterystyczne spójno ci i k ta tarcia wewn trznego otrzymane poprzez 
u rednienie dwuwymiarowe

Table 5. Characteristic values of cohesion and angle of internal friction evaluated by means two-
-dimensional spatial averaging

Szeroko  fundamentu, b [m]
Foundation width, b [m] 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4

Wspó czynnik redukcyjny
Reduction factor 0,9496 0,9341 0,9178 0,9007 0,8837 0,8667 0,8496

Spójno , ck [kPa]
Cohesion, ck [kPa] 23,74 23,85 23,98 24,11 24,24 24,37 24,5

K t tarcia wewn trznego,  [°]
Angle of internal friction,  [°] 13,78 13,85 13,92 14,0 14,08 14,15 14,23
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Otrzymane warto ci charakterystyczne s  mniejsze ni  w przypadku oszacowania we-
d ug wzoru Schneidera (tab. 3). Ró nice nie przekraczaj  11%. W przypadku u rednienia 
dwuwymiarowego zale no  warto ci charakterystycznej od szeroko ci fundamentu jest 
mniejsza w stosunku do przypadku oszacowania wed ug Schneidera. 

Oszacowanie konserwatywne, polegaj ce na przyj ciu do oblicze  najmniejszego 
z trzech wspó czynników redukcyjnych, mo na zast pi  oszacowaniem, w którym wspó -
czynnik redukcyjny b dzie redni  wa on  wspó czynników na poszczególnych odcin-
kach z wagami w postaci d ugo ci poszczególnych odcinków. W tym przypadku warto ci 
charakterystyczne mieszcz  si  w przedzia ach:

dla spójno ci:  24,19–25,28 kPa (w zale no ci od szeroko ci fundamentu),
dla k ta tarcia wewn trznego: 14,05–14,68°.
Te warto ci s  bli sze warto ciom oszacowanym za pomoc  wzoru (23).

PODSUMOWANIE

W Eurokodzie 7 cz stkowe wspó czynniki bezpiecze stwa, pozwalaj ce obliczy  
warto ci obliczeniowe poszczególnych wielko ci na podstawie ich warto ci charaktery-
stycznych, podane s  arbitralnie i nie ma mo liwo ci uwzgl dnienia w nich, przynajmniej 
w obecnej postaci, niepewno ci wynikaj cej z losowej zmienno ci w a ciwo ci pod o a 
gruntowego. Losowy charakter w a ciwo ci gruntu mo na uwzgl dni  jedynie w fazie 
okre lania warto ci charakterystycznych. Jednak jak ju  na wst pie wspomniano, de  -
nicja warto ci charakterystycznej podawana przez Eurokod 7 jest w wysokim stopniu 
rozmyta. W artykule przedstawiono kilka propozycji okre lania warto ci charaktery-
stycznych, tak aby uwzgl dnia y one ró ne rodzaje niepewno ci, o których by a mowa 
we Wst pie. Niew tpliwie bardzo istotnym postulatem jest uwzgl dnienie u rednienia 
przestrzennego w obszarze towarzysz cym rozpatrywanemu mechanizmowi zniszcze-
nia. Tak  mo liwo  daje charakteryzacja w a ciwo ci pod o a za pomoc  pól losowych. 
Jednak przedstawiony przyk ad wykaza , e wówczas warto ci charakterystyczne w spo-
sób istotny zale  od wielko ci rozpatrywanego obszaru, co utrudnia ich wyznaczenie. 
Ponadto takie podej cie wymaga znajomo ci skali  uktuacji, a to z kolei – dodatkowych 
bada  pod o a lub pozyskania takiej informacji na podstawie bada  archiwalnych. Co 
wi cej, jak wykazano w pracach Pu a [2004] oraz Vessia i inni [2009], istotny jest wp yw 
anizotropii pól losowych wynikaj cej z faktu, e skala  uktuacji w kierunku poziomym 
jest wielokrotnie wi ksza ni  w kierunku pionowym. Niemniej jednak korzystanie z teo-
rii pól losowych przy wyznaczaniu warto ci charakterystycznych wydaje si  by  w a ci-
wym krokiem. Badania w tym kierunku s  nadal prowadzone. 

Postanowienia normy PN-81/B-03020 w zakresie warto ci charakterystycznych i ob-
liczeniowych w a ciwo ci gruntu, przypomniane we Wst pie, prezentuj  podej cie semi-
probabilistyczne, w którym cz stkowe wspó czynniki bezpiecze stwa wyznaczane s  na 
podstawie podej cia statystycznego. Eurokod 7 takiej mo liwo ci nie daje. W zwi zku 
z tym nie daje on mo liwo ci projektowania wed ug teorii niezawodno ci i uniemo liwia 
ocen  bezpiecze stwa fundamentów na jednakowych zasadach w stosunku do pozosta-
ych elementów konstrukcji, tak jak sugeruje to Eurokod [PN-EN 1990]. W dalszym ci -

gu projektowanie wed ug metod teorii niezawodno ci (reliability based design) ma swoje 

–
–
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miejsce w geotechnice [Phoon 2008 (red.), Fenton i Grif  ths 2008], zw aszcza w krajach, 
gdzie nie obowi zuj  Eurokody (np. Kanada, Australia, Stany Zjednoczone czy Norwegia), 
a w niektórych krajach, gdzie wprowadzono Eurokody, s u y jako narz dzie sprawdzaj -
ce (Holandia, Szwajcaria). Wynika to z faktu, e podej cie probabilistyczne jest obecne 
w projektowaniu konstrukcji stalowych czy elbetowych, a wi c trudno uciec od niego 
w projektowaniu geotechnicznym, je li chce si  mie  jednolite miary bezpiecze stwa dla 
ca o ci obiektu.

Autor niniejszej pracy ma nadziej , e metody probabilistyczne „powróc  do ask” 
w przysz ych mody  kacjach Eurokodu 7 lub normatywach, które go zast pi .
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ON SOME ISSUES OF CHARACTERISTIC VALUES EVALUATIONS
IN GEOTECHNICS

Abstract. The paper presents various possibilities of evaluating characteristic values of soil 
properties in the context of Eurocode 7 recommendations. Some simplest approaches have 
been illustrated by computing and comparing resulting of characteristic values. Next the 
very basic concepts of random  elds and spatial averaging were introduced. Consecutively, 
as application, the Schneider method has been demonstrated and applied to bearing capa-
city problem incorporating Prandtl’s mechanism. The obtained results were compared with 
evaluation based on spatial averaging along slip lines (in Prandtl’s mechanism). It appears 
that random  eld approach in conjunction with Schneider’s method gave satisfactory results 
considering Eurocode 7 requirements. It has been pointed out that probabilistic approach in 
selecting parameters for geotechnical design plays a vital role in safety evaluation. 

Key words: Eurocode 7, coef  cient of variation, random  eld,  uctuation scale, variance 
reduction function
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