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PRZEWIDYWANIE RODZAJU I WIELKO CI 
ODKSZTA CE  O RODKA GRUNTOWEGO W WYNIKU 
OBCI E  CYKLICZNYCH ZA POMOC  MODELU 
PLASTIC-DISPLACEMENT

Wojciech Sas, Andrzej G uchowski
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy przedstawiono rodzaj cyklicznego obci ania gruntu, opartego na 
modelu plastyczno ci materia ów jednorodnych (Plastic-Displacement, P-D). W ramach 
przedstawionego modelu dokonano analizy zjawiska cyklicznego, jednoosiowego ciskania 
próbki gruntu w trzech etapach obci ania. Poddano analizie i  piaszczysty stabilizowany 
wapnem hydratyzowanym. Okre lono cechy  zyczne gruntu. Przedstawiono wyniki bada  
oraz wyniki oblicze  za pomoc  modelu P-D, a tak e dokonano porównania otrzymanych 
wyników z wynikami bada . Celem pracy by o zaznaczenie potrzeby umieszczenia w nor-
mie Eurokod 7 podej cia obliczeniowego w a ciwego dla gruntów obci anych cyklicznie 
oraz zaproponowanie modelu P-D jako w a ciwego dla obci e  cyklicznych. Wykazano 
równie  zasadno  stosowania dla gruntów nasypowych, antropogenicznych (przeobra o-
nych stabilizacj  chemiczn ) modelu dotychczas stosowanego dla gruntów naturalnych.

S owa kluczowe: cykliczne obci anie, jednoosiowe ciskanie, modelowanie odkszta ce , 
odkszta cenia plastyczne, grunty stabilizowane, Eurokod 7

WST P

Proces budowlany charakteryzuje si  szybko zmieniaj cymi si  warto ciami na-
pr e  w gruncie. Równocze nie wp yw dzia alno ci cz owieka na o rodek gruntowy 
w wyniku wprowadzenia odpowiednich norm projektowania konstrukcji skutkuje 
zmniejszeniem przypadków utraty stateczno ci lub przekroczenia stanów granicznych 
przez grunt poddany tego rodzaju oddzia ywaniom. Eurokod 7 w analizie stateczno ci 
i stanów granicznych u ywa modelu Coulomba-Mohra, który zak ada, e o rodek grun-
towy jest spr ysty do osi gni cia granicznej warto ci uk adu napr e , po czym staje 
si  plastyczny. Tego typu uproszczony model w zasadzie mo e by  uwa any za w a ciwy 
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dla gruntów obci anych statycznie w warunkach pe nego nasycenia oraz skonsolido-
wania próbki. Obci enia cykliczne powodowane na przyk ad przez ruch samochodów 
w obr bie dróg i parkingów czy prac  maszyn oraz nawet od cz stotliwo ci przebywania 
okre lonej liczby osób w budynku s  czynnikiem wp ywaj cym na wielko  i charakter 
odkszta ce  w kolejnych cyklach obci ania o rodka gruntowego. Obci enia cyklicz-
ne mog  mie  ponadto wp yw na ró nego rodzaju konstrukcje, takie jak: mur oporowy, 
skarpa czy fundament bezpo redni [O’Reilly i Brown 1991]. W mechanice materia ów 
istnieje dziedzina nauk, obejmuj ca badania zm czenia i skrócenia trwa o ci materia ów 
b d cych pod wp ywem cyklicznie dzia aj cych si  [van Eekelen 1976]. Eurokod 7 nie 
uwzgl dnia obci e  cyklicznych [Bond i Harris 2008]. Wp yw dzia ania obci enia cy-
klicznego na o rodek gruntowy jest nadal badany pod wzgl dem mechaniki oraz wp ywu 
na konstrukcje budowlane. Na podstawie wykonanych bada  zaproponowano ró nego 
rodzaju modele zachowania si  gruntu w wyniku obci e  cyklicznych. Podstaw  modeli 
jest teoria shakedown [Werkmeister 2001, Tao i in. 2010), która klasy  kuje odkszta cenia 
plastyczne, ich liczb  i wielko  w celu prognozy wielko ci odkszta ce  i utraty no no ci 
gruntu w wyniku dzia ania cyklicznie przyk adanej si y oraz stosuje modu y spr ysto ci. 
W przypadku obci e  cyklicznych jest to cykliczny modu  spr ysto ci (MR) [Sas i in. 
2012].

W artykule przedstawiono wyniki bada  jednoosiowego ciskania cylindrycznej 
próbki gruntu stabilizowanego chemicznie wapnem hydratyzowanym. Badania pos u y y 
jako dane wej ciowe do prognozowania wielko ci odkszta ce  plastycznych od obci e  
cyklicznych o ró nej warto ci si y. Modelem wykorzystanym do oblicze  jest model Pla-
stic-Displacement (P-D) zaproponowany przez Wu [Wu i in. 2009, Wu i Chen 2010].

PRZEGL D LITERATURY

Obci enia cykliczne s  rodzajem obci e , które charakteryzuje wzmocnienie struk-
turalne materia u wraz z kolejnymi cyklami obci ania [O’Reilly i Brown 1991]. W wyni-
ku kolejnych etapów obci ania próbki t  sam  si  mo e doj  do osi gni cia przez o ro-
dek gruntowy stanu, w którym warto  modu u spr ysto ci cyklicznej (MR) b dzie sta a, 
a odkszta cenia plastyczne ulegn  zanikowi [Yang i in. 2008]. 

Jest to stan, zgodnie z teori  shakedown [Werkmeister 2001], w którym warto ci si y 
nie przekroczy y tzw. granicy shakedown, po której osi gni ciu grunt w wyniku kolej-
nych obci e  akumulowa by odkszta cenia plastyczne prowadz ce do utraty no no ci 
o rodka gruntowego. 

Cyklicznie obci any grunt w funkcji napr enia – odkszta cenia tworzy p tl  histe-
rezy, gdzie ró nica mi dzy ko cem danego cyklu i cyklu poprzedniego jest odkszta ce-
niem plastycznym [O’Reilly i Brown 1991, Werkmeister 2001].

Kolejne cykle obci enia powoduj  wzrost modu u spr ysto ci cyklicznej (MR). Po-
przez zamienienie p tli histerezy na odcinki proste, charakteryzowane przez MR, uzysku-
je si  uproszczony model napr enie – odkszta cenie cyklicznego obci ania gruntu [Wu 
i in. 2009, Wu i Chen 2010]. W modelu Plastic-Displacement zaproponowanym przez 
Wu [Wu i in. 2009, Wu i Chen 2010] przyjmuje si  tego typu symulowanie przebiegu 
procesu cyklicznego obci ania gruntu. 
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Model P-D sk ada si  z dwóch cz ci. Pierwsza z nich odpowiada pierwszemu cyklo-
wi obci ania próbki, gdzie o rodek gruntowy opisany jest modelem granicy spr ysto ci 
von Misesa, a nast pnie modelem liniowego wzmocnienia odkszta ce  (rys. 1). 

W przypadku nieprzekroczenia granicy spr ysto ci podczas pierwszego cyklu ma-
teria  pozostanie w obszarze odkszta ce  spr ystych, co oznacza brak wyst pienia od-
kszta ce  plastycznych. Je li dojdzie do przekroczenia granicy spr ysto ci przez grunt 
podczas pierwszego cyklu obci enia gruntu, to wyst puj ce odkszta cenia plastyczne 
b d  modelowane jako materia  o liniowej spr ysto ci ze zmiennym cyklicznym modu-
em spr ysto ci (MR) podczas kolejnych cykli. Zapis modelu P-D podczas pierwszego 

cyklu obci ania próbki przedstawia si  nast puj co: 
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gdzie:  – funkcja liniowego wzmocnienia, 

, y, oraz hc – kolejno: napr enie osiowe, napr enie na granicy spr ysto ci 
oraz sta a wzmocnienia, 

dn – wspó czynnik modu ów; mo e by  de  niowany jako stosunek energii od-
ci ania (EUL) próbki do energii obci ania (EL) próbki b d  jako stosunek 
ca kowitej energii do energii rozproszonej w czasie cyklu obci ania.

Rys. 1.  Pierwszy cykl obci enia wraz z uproszczonym modelem P-D
Fig. 1.  First cycle of loading with simpli  ed P-D model
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Dla kolejnych cykli obci ania gruntu model P-D wykorzystuje modu  spr ysto ci 
gruntu aktualnego cyklu obci ania. Za pomoc  równania (2) mo na obliczy  wielko  
odkszta ce  plastycznych w kolejnych cyklach (n > 1):

 (2)

gdzie: dn – wspó czynnik modu ów dla n-tego cyklu (n > 1). 
Poprzez po czenie równa  (1) i (2) uzyskuje si  równanie (4), pozwalaj ce na obli-

czenie wielko ci odkszta cenia plastycznego dla kolejnych cykli. Aby upro ci  oblicze-
nia, parametr dn jest obliczany jako wariancja kolejnych cykli:

 (3)

gdzie: a i b – parametry deformacji.
Na podstawie równa  (1), (2) i (3) uproszczono równanie przedstawiaj ce odkszta -

cenia spr yste dla kolejnych cykli:

 (4)

gdzie: v – odkszta cenie spr yste w danym cyklu.
Akumulacja odkszta ce  nie jest dotychczas wyja niona ca kowicie, lecz wp yw tego 

zjawiska na prac  konstrukcji jest udowodniony [Werno 1985]. Akumulacj  odkszta ce  
nazywa si  zjawisko b d ce odpowiedzi  gruntu na obci enia cykliczne, które w krót-
kim czasie badania (kilkadziesi t, kilkaset cykli) mo e przyjmowa  charakter spr ysty. 
Jednak po d ugim okresie obci ania materia  zachowuje si  w sposób plastyczny (kilka 
milionów cykli) [Karg 2008]. Z tego powodu okre lenie wielko ci i prognoza akumulacji 
odkszta ce  ma zasadnicze znaczenie dla konstrukcji poddawanych obci eniom cyklicz-
nym. Wp yw czynników, które powoduj  akumulacj  odkszta ce , takich jak wilgotno  
czy kszta t cyklu obci ania, jest niewyja niony. 

Prawid owo  modelu P-D zosta a potwierdzona poprzez porównanie go z wynikami 
bada  Wu i innych [2009] oraz Wu i Chen [2010]. Jednak w wietle teorii shakedown 
zachodzi potrzeba okre lenia jej granicy „shakedown limit”. Je li materia  przekroczy t  
granic , to akumulacja odkszta ce  plastycznych b dzie mala a, jednak nigdy nie zanik-
nie [Werkmeister 2001]. Model P-D przyjmuje, e grunt ulega w a nie takiemu rodzajowi 
zachowania i odkszta cenia plastyczne b d  ros y wraz z kolejnymi cyklami obci e .  
Aby trafnie prognozowa  przyrost odkszta ce  za pomoc  modelu P-D, niezb dna jest 
wiedza na temat wielko ci odkszta cenia spr ystego w ostatnim cyklu obci ania. 
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MATERIA Y I METODY

Materia em u ytym do bada  by  grunt spoisty. Na podstawie analizy sitowej [PKN-
-CEN ISO/TS 17892-4:2009] okre lono krzyw  uziarnienia. Wynik analizy sitowej przed-
stawiono na rysunku 2. Grunt rozpoznano jako i  piaszczysty saCl zgodnie z normami 
EUROCOD 7 [PN-EN 1997-2:2009, PN-EN ISO 14688-2:2006]. Ponadto wykonano ba-
danie Proctora wed ug PN-88/B-04481 w celu ustalenia wilgotno ci optymalnej. Nast p-
nie próbki poddano stabilizacji chemicznej poprzez dodanie wapna hydratyzowanego. 
Za o ono optymaln  zawarto  wapna w mieszance o wielko ci 8%, nast pnie wykonano 
badanie Proctora dla mieszanki gruntu z wapnem. Dla stabilizowanego gruntu równie  
przeprowadzono badanie Proctora. Wyniki bada   Proctora dla gruntu stabilizowanego 
i niestabilizowanego  przedstawiono na rysunku 3. 
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Rys. 2.  Krzywa uziarnienia gruntu u ytego do bada
Fig. 2.  Gradation curve of soil used for tests
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Dla gruntu niestabilizowanego otrzymano najwi ksz  g sto  obj to ciow  szkieletu 
gruntowego, wynosz c  2,178 g·cm–3 dla wilgotno ci 10,69%. Dla gruntu stabilizowa-
nego otrzymano, przy wilgotno ci 11,93%, najwi ksz  g sto  obj to ciow  szkieletu 
gruntowego równ  2,203 g·cm–3.

Nast pnie zosta o wykonane badanie granicy p ynno ci w aparacie Casagrandego. 
W wyniku przeprowadzonych bada  otrzymano granic  p ynno ci równ  wL = 25,9%. 
Próbki do dalszych bada  wyci to z gruntu zag szczonego w cylindrze do bada  Proctora 
o wilgotno ci optymalnej. Nast pnie próbki o rednicy d = 5 cm i wysoko ci h = 10 cm 
umieszczono w aparacie cyklicznym trójosiowego ciskania. Wykonano badanie jedno-
osiowego ciskania z cyklicznie zadawan  si  w trzech etapach obci ania, kolejno: od 
0,05 do 0,15 kN, od 0,15 do 0,25 kN, od 0,25 do 0,35 kN. Wykonano 100 cykli obci e  
na ka dym etapie o cz stotliwo ci 0,1 Hz.

WYNIKI

Wyniki bada  przedstawiono na rysunkach 4, 5 i 6. Rysunek 4 przedstawia badanie jed-
noosiowego ciskania w uk adzie napr enie ( ) – odkszta cenie ( ) dla kolejnych trzech 
etapów obci ania. Na rysunku 5 zosta  przedstawiony uk ad odkszta cenia ( ) w czasie 
(t) badania jednoosiowego ciskania. Trójwymiarowy model badania cykli 2–100 dla ko-
lejnych etapów przedstawiono na rysunku 6 w uk adzie napr enia ( ), odkszta cenia ( ) 
oraz czasu (t). 
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Fig. 4.  Results of one axial commpresive test – 3 stages of loading in plot of stress – strain
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Na podstawie rysunków od 4 do 6 mo na wyci gn  kilka wniosków. Dla kolejnych 
cykli obci ania tak  sam  amplitud  napr enia otrzymuje si  mniejsz  warto  od-
kszta ce  ca kowitych. Spr yst  odpowied  gruntu uzyskuje si  w mniejszej liczbie cy-
kli dla trzeciego etapu obci ania w porównaniu z etapem pierwszym. Odkszta cenia 
plastyczne s  mniejsze wraz z kolejnymi etapami obci e . Otrzymane wyniki wykorzy-
stano nast pnie jako dane do wyznaczenia odkszta ce  plastycznych za pomoc  modelu 
P-D. W obliczeniach wykorzystano wyniki pomiarów odkszta ce  spr ystych ( v) kolej-
nych cykli. W celu wykorzystania modelu do prognozy kolejnych obci e  cyklicznych 
zosta  wyznaczony cykliczny modu  spr ysto ci (MR). Ustalenie MR dla poszczególnych 
etapów obci ania jest istotne, poniewa  przy ka dym wzro cie amplitudy napr enia 
dochodzi do zjawiska wzmocnienia gruntu. Jest to charakterystyczne dla gruntów zacho-
wanie, polegaj ce na przesuni ciu granicy plastyczno ci, którego znajomo  pozwala na 
okre lenie granicy wyst pienia odkszta ce  plastycznych. Zgodnie z teori  shakedown, 
grunt w tej fazie wchodzi ponownie w etap wytracania odkszta ce  plastycznych. Cy-
kliczny modu  spr ysto ci jest w tym przypadku wska nikiem granicznego wzrostu od-
kszta ce  plastycznych dla danego napr enia. 

Na rysunku 7 przedstawiono wyniki oblicze  za pomoc  modelu P-D dla pierwszego 
etapu, a na rysunkach 8 i 9 – dla drugiego i trzeciego etapu oblicze . 
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Rys. 6.  Trójwymiarowy obraz badania cyklicznego jednoosiowego ciskania dla cykli od 2 do 
100: a – pierwszy etap, b – drugi etap, c – trzeci etap obci ania

Fig. 6.  3D plot of cyclic uncon  ned compressive test for cycles from 2 to 100: a –  rst stage, 
b – second stage, c – third stage of loading
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b
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Dla cyklu, w którym odpowied  gruntu b dzie w pe ni spr ysta, modu  spr ysto ci 
cyklicznej (MR) okre la warto  odkszta cenia spr ystego (ca kowitego) dla zadanego 
napr enia.
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Fig. 7.  Results of calculation of plastic strain with P-D for  rst stage
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Fig. 8.  Results of calculation of plastic strain with P-D for second stage
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Otrzymane wyniki za pomoc  modelu P-D, przedstawione na rysunkach 7–9, podda-
no analizie statystycznej. Korelacj  mi dzy wynikami badania jednoosiowego ciskania 
oraz wyników otrzymanych za pomoc  modelu P-D oceniono na podstawie wspó czyn-
nika korelacji liniowej Pearsona (r). Dla kolejnych etapów warto  r wynosi a odpowied-
nio: 0,969, 0,983 i 0,989. Warto ci wspó czynnika korelacji wskazuj  na siln  dodatni  
korelacj  mi dzy wynikami otrzymanymi za pomoc  modelu P-D a wynikami bada .

Podczas wykonywania oblicze  za pomoc  modelu P-D dla kolejnych etapów zosta a 
zauwa ona ma a ró nica mi dzy parametrami deformacji a i b. W zwi zku z tym przyj to 
dla wszystkich trzech etapów w obliczaniach za pomoc  modelu P-D te same warto ci 
parametrów deformacji a = 0,5 i b = 1,5. 

Parametr a jest warto ci , któr  mo na zapisa  wed ug wzoru [Wu i in. 2009]:

 (5)

Oznacza to, e stosunek mi dzy odkszta ceniami plastycznymi i spr ystymi w po-
szczególnych cyklach dla trzech etapów obci ania próbki jest proporcjonalny. Jest to 
zgodne z dotychczasowymi odkryciami w dziedzinie cyklicznych obci e  gruntu na-
turalnego, które g osz , e amplituda, sposób i wielko  przyk adanych obci e  nie ma 
wp ywu na sposób odkszta cania si  gruntu, je li granica shakedown nie zosta a przekro-
czona [O’Reilly i Brown 1991, Werkmeister 2001]. Wyniki bada  i oblicze  za pomoc  
modelu potwierdzaj  powy sze twierdzenie tak e dla gruntów spoistych stabilizowanych 
chemicznie wapnem hydratyzowanym, tzw. nasypowych, antropogenicznych (chemicz-
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Rys. 9.  Wyniki oblicze  wielko ci odkszta ce  plastycznych za pomoc  modelu  P-D w etapie 
trzecim

Fig. 9.  Results of calculation of plastic strain with P-D for third stage
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nie przeobra onych), w tym przypadku i u piaszczystego stabilizowanego wapnem hy-
dratyzowanym. 

Wyniki oblicze  za pomoc  modelu P-D oraz wyniki badania dla trzech etapów 
przedstawiono na rysunku 10.

WNIOSKI

W wyniku przeprowadzonych bada  i u piaszczystego obci anego cyklicznie 
w trzech etapach mo na wysun  nast puj ce wnioski:

1. Eurokod 7, jako norma stosowana w geotechnice, powinien posiada  odpowiednie 
podej cie obliczeniowe dla gruntów obci anych cyklicznie w zakresie rodzaju i wielko-
ci odkszta ce  plastycznych.

2. Model Plastic-Displacement jest modelem w a ciwym do obliczania odkszta ce  
plastycznych powstaj cych w wyniku obci e  cyklicznych.

3. Wyniki oblicze  odkszta ce  plastycznych za pomoc  modelu da y du  warto  
wspó czynnika korelacji z wynikami bada  i u piaszczystego stabilizowanego wapnem 
hydratyzowanym w nadaniu jednoosiowego ciskania cylindrycznej próbki gruntu.
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Rys. 10.  Wyniki oblicze  wielko ci odkszta ce  plastycznych za pomoc  modelu P-D dla trzech 
etapów

Fig. 10.  Results of calculation of plastic strain with P-D for three stages
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4. Za pomoc  modelu P-D potwierdzono brak wp ywu amplitudy i wielko ci obci e-
nia na sposób odkszta cenia próbki.

5. Kilkuetapowe obci anie cykliczne próbki powoduje wzmocnienie gruntu, które 
ma wp yw na w a ciwo ci mechaniczne w postaci przesuni cia granicy plastyczno ci, 
co wyra nie wida  na rysunkach 4, 5 i 6, gdzie ka de zwi kszenie amplitudy obci enia 
powoduje mniejsze odkszta cenia plastyczne.

6. Wyniki bada  i oblicze  za pomoc  modelu potwierdzaj  dotychczasowe do wiad-
czenia dla gruntów naturalnych i aplikuj  je do stosowania dla gruntów nasypowych, 
antropogenicznych (chemicznie przeobra onych, np. poprzez stabilizacj  chemiczn  
wapnem hydratyzowanym).
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PREDICTING THE TYPE AND SIZE OF SOIL STRAIN DUE TO CYCLIC 
LOADING WITH PLASTIC-DISPLACEMENT MODEL

Summary. This paper presents a model of cyclic loading based on soil plasticity model 
homogeneous materials (Plastic-Displacement, P-D). The presented model analyzes the 
phenomenon of cyclic uniaxial compression soil samples in three stages of  loading. As a 
soil analyzed in the paper was chosen sandy clay stabilized with hydrated lime also where 
previously speci  ed physical characteristics of the sandy clay. The results of the studies 
and the results of calculations using the model of P-D were presented.  Also compare of  
the results obtained by the model with the results of tests were conducted. The aim of this 
study was to check on the need Eurocode 7 to place the design approach applicable to cyclic 
loaded soils and propose the P-D model as a model appropriate for cyclic loading. Obtained 
results of chemically stabilized material show the applicability of plastic-displacement as 
well as for natural soils. 

Key words: cyclic loading, uniaxial compression test, strain modeling, plastic strain, soil 
stabilization, Eurocode 7
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