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PIERWSZA CZESTOSC DRGAN WEASNYCH SLUPOW
W KSZTALCIE WYDRAZONEGO SCIETEGO STOZKA

Jacek Jaworski
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wyprowadzono wzory na pierwsza czgstos¢ drgan wiasnych stupa
w ksztalcie $cietego stozka i wydrazonego $cigtego stozka (rury stozkowej). Przyjeto, ze
stup jest z materiatu sprezystego, a jego masa jest roztozona w sposob ciagty. Zastosowa-
no metode Rayleigha i przyjeto, ze amplituda przemieszczen osi drgajacego preta opisana
jest funkcja trygonometryczna. Sposéb wykorzystania wzoréw pokazano na przyktadach.
Otrzymane wyniki poréwnano z rezultatami obliczen z innych prac i obliczen wedtug nor-
my PN-77/B-02011.

Stowa kluczowe: stup stalowy, okres drgan wiasnych, pierwsza czestos¢ drgan wiasnych

WSTEP

Znajomos¢ pierwszej (najnizszej) czestosci drgan wiasnych gietnych konstrukcji wie-
zowych, takich jak: wieze, stupy wsporcze, kominy, potrzebna jest zazwyczaj do okre-
$lenia jej podatnosci na dynamiczne oddziatywanie porywow wiatru. Obliczenia takie
mozna wykona¢, analizujac model konstrukcji w programach MES-owskich. Stosowane
sq takze znane z mechaniki budowli obliczenia metoda energetyczna. Sposoby obliczania
okresu drgan wiasnych podawane sa czasami w normach do projektowania konstrukcji
budowlanych.

ZAKRES | METODYKA BADAN

Przedmiotem analizy sa stupy utwierdzone w podstawie i 0 swobodnym wierzchotku
(wsporniki) z materiatu sprezystego. Materiat jest jednorodny, modut sprezystosci po-
diuznej i gestos¢ materiatu sa state. Stupy maja ksztatt $cietego stozka petnego i $cietych
stozkdw wydrazonych (rur stozkowych), tak jak pokazano na rysunkach 1 i 2.
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38 J. Jaworski

Zastosowano metode Rayleigha, szczegdlny przypadek metody energetycznej,
w ktdrej energia potencjalna ugiecia stupa wywotanego sita przytozona poziomo do jego
wierzchotka pordwnywana jest z najwicksza energia kinetyczna drgajacych mas cienkich
warstw przekroju porzecznego stupa. Przyjeto, ze masy te wykonuja drgania harmonicz-
ne w ptaszczyznie prostopadtej do osi stupa, a amplituda tych drgan jest okreslona przez
arbitralnie przyjeta funkcje. Od sposobu przyjecia wielkosci amplitud zalezy doktadnosé
metody. Przyjmowane powyzej zatozenia bliskie sa zatozeniu matych przemieszczen.

Masa preta zastepowana jest zazwyczaj skonczona liczba mas, a sposéb ich doboru
i rozmieszczenia ma istotny wplyw na pracochtonnos¢ i doktadnos¢ obliczen, przyklady
takich obliczen podano m.in. w pracy Dylaga i innych [2000]. Aby uzyska¢ doktadne roz-
wiazania analityczne, w niniejszej pracy przyjeto, ze masa preta jest roztozona w sposob
ciagly, a sumowanie energii poszczeg6lnych mas sktadowych zastapiono catkowaniem.

Zazwyczaj przyjmuje si¢ ksztatt amplitudy wychylenia osi preta taki sam jak osi ugie-
tej pod obciazeniem statycznym. Dla tak przyjetych zatozen otrzymano we wczesniej-
szych pracach rozwiazania analityczne [Jaworski i in. 2009a] dla przypadku stozka scig-
tego petnego i pewnego przypadku szczegblnego rury stozkowej, kiedy tworzace stozka
zewnetrznego i wewnetrznego przecinaja si¢ na osi podituznej stozka w tym samym
punkcie. W przypadku ogélnym rury stozkowej nie uzyskano rozwiazan analitycznych
[Jaworski 2010], gdyz wystepuja w nim catki z wyrazen typu: xPIn(ax + b) arctg (Ax + B)
dla p = 2, 3 oraz xIn(ax? + bx + c) arctg (Ax + B) dlap = 0, 1, 2, 3, dla ktérych takie
rozwiazania nie sa znane.

W niniejszej pracy przyjeto, ze ksztatt amplitudy wychylenia osi stozka podczas drgan
stupa jest opisany funkcja trygonometryczna, ktorej przebieg pokazano na rysunku 1:

Y(x) = fl(l - cos%xjp )

gdzie: x, y — wspdirzedne,
H — wysokos¢ stupa,
P — sita pozioma przytozona do wierzchotka stupa,
f, — przemieszczenie wierzchotka stupa pod dziataniem sity P = 1.

Przyjecie powyzszej, prostej do catkowania funkcji pozwolito na uzyskanie roz-
wigzan analitycznych postawionego zagadnienia. Wstepnie analizowano tez przyjecie
amplitudy drgajacej osi w ksztalcie paraboli, ale prowadzito to — w przypadku stupow
w ksztatcie walca — do wickszych niedoktadnosci rozwiazania.

Wyniki obliczen wykonanych dla wybranego przyktadu stupa poréwnano z rezul-
tatami cytowanych powyzej prac i rozwiazaniami uzyskanymi wedtug metody podanej
w tablicy Z 2-2 normy PN-77/B-02011.

SLUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ O ZMIENNEJ GRUBOSCI
SCIANKI

Jest to przypadek ogélny, ksztalt stupa i podstawowe wielkosci pokazano na rysunku 1.
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Pierwsza czestosé drgasi wiasnych stupow... 39

Rys. 1. Schemat do obliczen okresu drgan wiasnych dla rury stozkowej i scigtego stozka oraz
zatozony ksztalt amplitudy wychylenia osi stupa: x, y — osie wspétrzednych, H — wyso-
kos¢, L, | — odlegtosci wierzchotka stupa od punktdw przeciecia tworzacych stozka ze-
whngetrznego i wewnetrznego z osia stupa, Dy, Dy, Dy, dp, dy, di — zewngtrzne i wewnetrzne
srednice przy wierzchotku, dla wspdtrzednej x i przy podstawie, P = 1 — jednostkowa
sifa poprzeczna, f; — ugiecie wierzchotka stupa od sity jednostkowej, dx — elementarna
dtugosé¢, dM — elementarna masa

Fig. 1. Scheme for calculations of the natural period for tube shaped like a cone and for frustum
of cone as well as the supposed form of amplitude of cone axis during the vibration:
X, ¥ — coordinate axis, H — height, L, | — distances between the head of column and points
of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone axis, Dy, Dy,
Dy, dy, dy, di — external and internal diameters at head, for coordinate x and at footing,
P =1 -unit transverse force, f; — deflection at the head of column caused by the unit force,
dx — infinitesimal length, dM — infinitesimal mass, g — thickness of wall, t — horizontal
projection of wall thickness

Wprowadzono nastepujace oznaczenia:

S @): m ="k 3); a=—" ©

D, d, D

i wyznaczono okreslone na rysunku 1 odlegtosci L i | w funkcji wysokosci stupa (H):

d
L=H— = a (5); [:[—]—p:i (6)
D,-D, n-1 dy—-d, m-1

Zewnetrzng i wewnetrzna $rednice na wysokosci okreslonej przez wspo6trzedna x
mozna wyrazi¢ jako:
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D d
D, = Tp(nL -x) () d, = T”(mz - X) (8)

Masa M-elementarnej warstwy materiatu o grubosci dx i gestosci p, usytuowanej na
wysokosci okreslonej przez wspotrzedna x, jest okreslona wzorem:

dM = p%(z)j —d?)dx =

2 2 2 ©)
=,o”D"2 [(n—l)z( fn__ ) —az(m—l)z(ﬂ—x] }dx
4H 1 m—1

a moment bezwitadnosci (J) przekroju poprzecznego:

_ T4 4 _
J(x)_ 64(Dx dx)

(10)
zD.2 4 4
i (n—1)4( Hn__ ) —a4(m—1)4[ﬂ— )
64H> n—1 m—1
Energia potencjalna (Ep) zwiazana z ugigciem statycznym stupa wynosi:
Ep = %szl (11)
a energia kinetyczna (Ey):
M 2 M 2 2
v (x)dM w x)dM
£ - [L0dM @y 12)

2
gdzie: x, y — wspbtrzedne,
M — masa stupa,
v — najwiegksza predkos¢ mas elementarnych warstw,
@ — Cczgstos¢ kotowa drgan.
Przyjmujac ksztatt osi amplitudy drgan w postaci krzywej pokazanej na rysunku 1
i opisanej rownaniem (1), otrzymuje si¢ wyrazenie:

72’D2 2 H 2 4 4
E, = p—2 w—flzpzj(l—coslxj (n—1)4( Hn —xj —a“(m—l)“(ﬂ— ) dx =
4H?* 2 0 2H n-—1 m—1

2

- Y ppp g
P 2 et (13)
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gdzie:
Fy=m[(n? +n+1) = (m® +m+1)| =877 (1= &%) + 64 (n = 1)’ = &P (m = 1) | +
27 (15n = 1)(n = 1) = &’ (15m = )(m — 1] (14)
Do obliczenia ugiecia wierzchotka stupa pod wptywem przytozonej do niego pozio-
mo sity jednostkowej metoda Maxwella-Mohra skorzystano ze sformutowania zagadnie-

nia i schematu jego rozwiazania w pracy Jaworskiego i innych [2009a]. Uzywajac tablic
catek [Spiegel i Abellanas 1991], otrzymano nastepujace zaleznosci:

o dx 64H* 1 x> dx
S = J = 3 3 5 3 i
0EJ(x)  zED,o(n-1)"(L+x)" —a (m-1)"(+x) (15)
4H 4
_ 64H4 1( A N B - Cx - D szdx _ 64H4 lFl
7ZED, he\x +a x+b x +ex+d x +ex+d 7ED, €
gdzie: (16)

a:(n—l)L—a(m—l)l. _(-DL+a(m-1
(n-1)-am-1) "~ (m=D)+am-1) "~

. 2L(n —1)" + 2l (m —1)° =)L+ (m-1) 0

>

(n—-1>+a*(m-1° (n =1 +a?(m—-1)
A= = ; B = 1 ;
(a —b)(a2 —ac+ d)’ (a —b)(b2 —bc + d)’
Co-d-B D=—_49_ 5% e=(n-0)"—a*(m-1)*
ab a b

F = H(D - ad - bB - cC) + aZAln(ﬂ + 1) + szln(% + 1) +0,5[(¢* = d)C - eD] x
a

xlnH2 +Hevd c(3d = ¢*)C +(c* - 2d)D

(arctan 2H +c — arctan
d Vad - & \

C
Jad - ¢ x/4d—c2J

Z poréwnania energii potencjalnej i Kinetycznej (E, = Ey) otrzymuje sig koncowe
WZzOory na pierwsza czestos¢ drgan (w) i okres drgan (T):

3 2
7w ED
0= (17)
8pH el F)
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2
7= 2z _ 4H'T /ZpH /F]Fz (18)
1 D, E e

W powyzszych rozwazaniach przyjeto nastepujace zatozenia:

— Dy >dg>0; Dy >dy>0; Dy > Dy, di > dp; L > [I; przekroj podstawy jest wigkszy od
przekroju wierzchotka; stup o ksztatcie walca nie jest przypadkiem szczegélnym tego
rozwiazania; srednice przy wierzchotku stupa nie moga by¢ réwne zeru,

— Dy —Dp # dy —dp, a wigc g # const, czyli grubos¢ scianki nie moze by¢ stata, a skoro
L #1'i —co zatym idzie — Dydy # Dyd,, wigc m #n.

W kolejnych punktach pracy zostana rozpatrzone stupy o ksztattach niespetniajacych po-
wyzszych zatozen, dlatego wzory dla tych stupdw musza by¢ wyprowadzone oddzielnie.

SLUP W KSZTALCIE SCIETEGO STOZKA

Podczas analizy pokazanego na rysunku 1 $cigtego stozka petnego, prowadzonej ana-
logicznie jak w poprzednim punkcie, pozostaja wazne zwiazki (1), (4) i (6).

Masa elementarnego plastra o grubosci dx usytuowanego na wysokosci okreslonej
przez wspotrzedna x jest okreslona wzorem:

2 2 2
V) ﬂ'Dp (l’l —1) (Hn j
dM = p=D.dx = -x| d 19
pDxdx = p YT P (19)
Z pracy Jaworskiego i innych [2009a] przyjeto wzor:
64H" 1 L I 1 64H>
fi = 2 4{[_1 It 2 3+§}=ﬁ (20)
7ED, (n - 1) +L (H+L)° 3(H+L) 37ED,n
Energia kinetyczna moze by¢ wyrazona jako:
7D 2 -1 2(()2 2P2 H 2 2
E,=p y (1 )2 S J.(l—cos%x)(Hnl— jdx:
8H 0 n-— (21)
D, (n -1V’ P B
=p 2 3 13
8H 27 (n—1)
gdzie:
Fy=7(n® +n+1) =87 = 27(15n = 1)(n = 1) + 64(n — 1)’ (22)
W?zory na czestos¢ i okres drgan przyjmuja w tym przypadku postac:
37°En’D,’
o= Y (23)

8pH'F,
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T 4H® [2pF,
Dp 372’En3
4?2007 (0 +n+1) = 87" = 272(15n = 1)(n = 1) + 64(n — 1)’ ]
- D, 3mEn’ (24)

SLUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ, GDY L =1

Jesli tworzace stozka zewnetrznego i wewnetrznego przecinaja sie w jednym punkcie
na osi stozka, jak na rysunku 2a, czyli gdy L = I, to m = n i spetniona jest zaleznos¢:

H

L=1]= (25)
n—1
wtedy mase elementarna i moment bezwtadnosci mozna wyrazi¢ jako:
zD} (n-1)*(1-a’ 2
M = p—2L 2( )( Hn —xj dx (26)
4H kn -1
zD (n-1)*(1-a' 4
J(x) = —7 ( )( fn__ xj dx 7)
ag* \n-1
Jednostkowe ugigcie wierzchotka stupa wynosi:
64H" [ L r 1
h= 4 3 4 + 2 T
2EDy(n - (1-a*) H+L (H+L? 3(H+L) 3L -
~ 64H’
3mEDyn* (1 - o)
Wzory na pierwsza czestosé i okres drgan wiasnych przyjmuja postac:
3 2
, 30 ED, 1+ )
o = ar_3( 2 2 2 (29)
8pH |7 (n +n+1) = 87> = 27(15n = 1)(n 1) + 64(n — 1)’ |
2 2p| 7 (n* +n+1)=82" = 272150 = 1)(n — 1) + 64(n — 1)°
i 207 ) ( (n=1)+64(n ~1)°] 0

D, 37En’ (1 + 052)
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Rys. 2.

Fig. 2.

J. Jaworski

Schematy do obliczen okresu drgan wiasnych dla przypadkéw szczegolnych rury stoz-
kowej: a — gdy tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego przecinaja 0$ stozka
w jednym punkcie, b — o statej grubosci scianki; x — 0§ wspotrzednych, H — wysokos¢,
L, | — odlegtosci wierzchotka stupa od punktéw przeciecia tworzacych stozka zewnetrz-
nego i wewnetrznego z osia stupa, Dy, Dy, Dy, dp, dy, d — zewnetrzne i wewnetrzne
srednice przy wierzchotku, dla wspdtrzednej x i przy podstawie, P = 1 — jednostkowa
sifa poprzeczna, f; — ugiecie wierzchotka stupa od sity jednostkowej, dy, — elementarna
diugos¢, dM — elementarna masa, g — grubos¢ scianki, t — rzut poziomy grubosci $cianki
Scheme for calculations of natural period in particular cases of tube shaped like a cone:
a — when generating lines of external and internal cone are crossing the cone axis in the
same point, b — with constant wall thickness; x — coordinate axe, H — height, L, | — distan-
ces between the head of column and points of intersection of generating lines of external
and internal cones with a cone axis, Dy, Dy, Dy, d,, dy, d —external and internal diameters
at head, for coordinate x and at footing, P = 1 — unit transverse force, f; — deflection at
the head of column caused by the unit force, dx — infinitesimal length, dM — infinitesimal
mass, g — thickness of wall, t — horizontal projection of wall thickness

Mozna wigc zauwazyc¢, ze:

T4
Ty = e (31)

V1 + o?

Rozwiazanie dla stozka scigtego petnego mozna tez wykorzysta¢ w przypadku scig-
tych ostrostupow prawidtowych, jak to pokazano w pracy Jaworskiego i innych [2009a].

SEUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ O STALEJ GRUBOSCI SCIANKI

Postuzono sig¢ rzutem poziomym grubosci scianki (t), ktory jest funkcja grubosci (g),
jak wynika z rysunku 2b:
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4H* + (D, - D)’
[ (D - D))

32
7 (32)
Otrzymano zaleznosci:
DP
Dx = T(VZL - x), dx = Dx -2t (33)
T2 2 B D, (n=1)( Hn
dM = pZ(Dx —d;)dx = pm[T x|t (34)
8H’ 8H’
hi=—7 sh=—755 s (35)
7Et (Dy = D)) 7EC D, (n —1)
2 H 2 2 252
W 5 5 Vi D, ptHw™ f;” P
E, = prt—f"P" || 1 — cos— —(nL - x)—tdx = ————F; 36
k=P 2f1 E‘).( ZHX)[L(n x) }x Py 5 (36)
gdzie:
D, -t D D, — 1)’ +1°
Fy= (D —1f + 022 =L Do, gy PR Z
Dp —t 2 (Dd - l) +1t (37)
nD, D,
—2t(D, — t)| arctan ; — 1| - arctan -~ -1
Fs = D,[32° (n +1) = 167 = 28(n = 1) | - 271(37 - 8) (38)
Koncowe wzory na pierwsza czestos¢ i okres drgan wiasnych maja postaé:
3,52 3 3
Et"D -1
o = TED (7)) (39)

2pH*FyFy

o 2 [ 20FF (40)
t \ED,>(n-1)’

WYNIKI OBLICZEN

Obliczenia wykonano dla stalowych stupéw wysokosci H = 6 m, $rednicy przy podsta-
wie Dy =20 cm i r6znym stopniu nachylenia scianek. Przyjeto modut Younga E = 205 GPa
i gestosé stali p = 7850 kg-m~3.
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Na rysunku 3 pokazano zaleznosc¢ okresu drgan stupa w ksztalcie scigtego stozka (pet-
nego) od nachylenia scianek stozka. Wyniki obliczen wiasnych poréwnano z obliczenia-
mi metoda elementéw skonczonych w programie ANSYS, wedtug tablicy Z 2-2 normy
PN-77/B-02011 i wedtug metody energetycznej, przy zatozeniu, ze ksztatt amplitudy osi
drgajacego stozka jest taki jak linia ugiccia statycznego po przytozeniu do wierzchotka
stupa sity poziomej. Wykorzystano tu wyniki pracy Jaworskiego i innych [2009b].

TIs]
0,26 4
0,24 1
0,22 1
0,201
0,18 1
0,16 4
0,14 o
P-4 —a— —a— PNTTBO1 c
0123 £ P o &
0108 ‘_,-O e O J. 2009b T
0,08 -"f obl. wlasne dla fali stojgcej
o —o0—o0— . .
this paper for standing wave Di=20cm
0,06 1
0,04 T T T T T T T » Dp [cm]
0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5 20
1 _De
0 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1 n - Dk
_ Dk
© 8 4 2666 2 16 133 1143 1 Dp

Rys. 3. Poréwnanie wynikow obliczen okresu drgan wiasnych stalowego stupa w ksztatcie $cie-
tego stozka o r6znym stopniu nachylenia $cianek: T — okres drgan, Dy — $rednica przy
podstawie stupa, Dy, — srednica przy wierzchotku stupa, n — stosunek srednic zewnetrz-
nych, H — wysokos¢ stupa

Fig. 3. Comparison of calculation results of natural period of steel columns in form of frustum
of cone with different inclination of generating line: T — period, D — diameter at column
footing, Dy, — diameter at column head, n — external diameters ratio, H — height

W zakresie matych zbieznosci scianek stozka wszystkie krzywe maja podobny prze-
bieg, a r6znice pomigdzy wartosciami okresu drgan sa niewielkie. Dla stupa w ksztalcie
walca wyniki wszystkich obliczen sa bliskie rozwiazaniu réwnania drgan poprzecznych
preta, ktore okresla tzw. fale stojace [np. Dylag i in. 2000], z ktorego wynika doktadny
wzér na okres drgan:

3 2
T = 1,787 MH _ g7 [P (41)
£J D \VE

Dla metody energetycznej i przy zatozeniu, ze amplituda drgan osi preta o statym
przekroju kotowym ma ksztatt linii ugiecia pod dziataniem sity statycznej, okres drgan
wyraza si¢ jako:
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3 2 3
T =nm, /QJMH = 1,7612ﬂ,/MH (42)
35V EJ D\ EJ

a przy zatozeniu, ze jest ona opisana funkcja trygonometryczna jak we wzorze (1):

—o [ [ 3
T = 2737 - 8) |MH 17274 MH (43)
3 EJ EJ

Ro6znice miedzy wynikiem obliczenia okresu drgan stupa w ksztatcie walca wedtug wzoru
(41) a wynikami kolejnych obliczen nie przekraczaja: w programie ANSY'S — 0,25%, wedtug
PN-77/B-02011 - 0,75%, wedtug wzoru (42) — 1,5%, a wedtug wzoru (42) — 3,4%.

W zakresie duzych zbieznosci scianek stozka réznice pomiedzy rozwiazaniem MES
i wedtug PN-77/B-02011 pozostaja dla rozpatrywanego przyktadu stosunkowo niewiel-
kie (gdy Dp = 0, czyli dla stozka, nie przekraczaja one 7%), natomiast wyniki obliczen
metoda energetyczna coraz bardziej od nich odbiegaja wraz ze zwigkszajaca si¢ zbiez-
noscia stozka. Istotne znaczenie ma tu przyjety ksztatt amplitudy osi drgajacego stozka.
Przy zatozeniu z pracy Jaworskiego i innych [2009b], gdy D, dazy do zera, to krzywa
T =T(Dp) tez dazy do zera, a przy zatozeniu z tej pracy, krzywa T = T(Dp) dazy wtedy
do nieskonczonosci.

Dla ogélnego przypadku rury stozkowej (stozka wydrazonego) poréwnano stupy
0 zroznicowanych katach nachylenia scianki zewnetrznej (r6znych wartosciach Dp) i ta-
kiej budowie, ze | = 2/3L (rys. 4). Przy duzych katach nachylenia stozka zewngetrznego

TIs]
0,20
0,19 -
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Rys. 4. Okres drgan wiasnych rur stozkowych, dla ktérych | = 2/3L, o rdznym stopniu nachyle-
nia scianek: T — okres drgan, Dy, dx — zewnetrzne i wewnetrzne $rednice przy podstawie
stupa, D, — $rednica zewnetrzna przy wierzchotku, H — wysokos¢ stupa, L, | — odlegtosci
wierzchotka stupa od punktdw przeciecia tworzacych stozka zewnetrznego i wewngtrz-
nego z osia stupa

Fig. 4. Natural period of tubes shaped like a cone, when | = 2/3L, with different inclination of
generating line: T — period, Dy, dy — external and internal diameters at column footing,
D, — diameter at column head, H - height, L, | - distances between the head of column and
points of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone axis
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(dla Dy < 5 cm, co odpowiada n > 4) wraz ze zmniejszaniem si¢ Dy krzywa T = T(Dy)
gwattownie rosnie. Poréwnanie z obliczeniami wedtug PN-77/B-02011 pokazuje, ze dla
matych katow nachylenia stozka (dla D, > 12,5 cm, co odpowiada n < 1,6) wyniki nie-
wiele si¢ roznia, a przy duzych katach nachylenia stozka wyniki réznia si¢ znacznie.

Dla szczegolnego przypadku rury stozkowej, kiedy tworzace stozka zewnetrznego
i wewngtrznego przecinaja sie w jednym punkcie na osi stozka (I = L), na rysunku 5
pokazano przebieg krzywych T = T(Dp) dla rur o réznych grubosciach $cianek. Rzut
poziomy grubosci scianek przy podstawie wynosit odpowiednio: 1, 4, 7 i 10 cm, ten
ostatni przypadek odpowiada stozkowi scigtemu petnemu. Charakter krzywych T =T(Dy)
i poréwnanie z wynikami wedtug PN-77/B-02011 sa tu podobne jak w przypadku stozka
scigtego petnego.
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Rys. 5. Okres drgan wiasnych rur stozkowych, dla ktérych | = L, o réznym stopniu nachylenia
scianek i roznej grubosci scianek: T — okres drgan, Dy, dp, Dy, di — zewnetrzne i we-
whnetrzne $rednice przy wierzchotku i przy podstawie stupa, a — stosunek srednic przy
wierzchotku stupa, H — wysokos$¢ stupa, L, | — odlegtosci wierzchotka stupa od punktow
przecigcia tworzacych stozka zewnetrznego i wewnetrznego z osia stupa

Fig. 5. Natural period of tubes shaped like a cone, when | = L, with different inclination of gen-
erating line and different wall thicknesses: T — period, Dy, dp, Dy, di — external and inter-
nal diameters at head and at footing, a — ratio of diameters at column head, H — height,
L, | — distances between the head of column and points of intersection of generating lines
of external and internal cones with a cone axis

Wyniki dla rur stozkowych o statej grubosci scianki pokazano na rysunku 6. Jest to
istotny w praktyce przypadek rury stozkowej wykonanej z blachy. Uwzgledniono trzy
grubosci scianki (ich rzuty poziome (t) wynosza odpowiednio 3 i 5 cm). Jezeli nie jest
spetniony warunek, ze D, > 2t, to zagadnienie traci sens fizyczny, brak wigc wynikow
dla duzych katéw nachylenia tworzacej stozka przy t = 3 i 5 cm. Przebieg krzywych
T = T(Dy) jest podobny jak na sasiednich rysunkach. Poréwnanie z wynikami wedtug
PN-77/B-02011 wskazuje na rosnaca réznice wynikow wraz ze zwiekszajacym si¢ katem
nachylenia stozka (zmniejszajaca si¢ wartoscia Dp). Rury o mniejszej grubosci scianki
charakteryzuja sie mniejszym okresem pierwszej czestosci drgan (T), wida¢ to zaréwno
na rysunku 6, jak i 5.
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Rys. 6. Okres drgan wiasnych rur stozkowych ze éciankami o statej grubosci, o réznym stopniu
nachylenia $cianek: T — okres drgan, Dy, Dy — $rednice zewngtrzne przy wierzchotku
i przy podstawie stupa, H — wysokos$¢ stupa, t — rzut poziomy grubosci scianki

Fig. 6.  Natural period of tubes shaped like a cone with walls of constant thickness, with differ-
ent inclination of generating line: T — period, Dy, Dy — external diameters at head and at
footing, H — height, t — horizontal projection of wall thickness

PODSUMOWANIE

Przy zastosowaniu do stupéw wspornikowych w ksztaicie rur stozkowych metody
energetycznej i zatozeniu, ze ksztatt amplitudy wychylenia osi stozka podczas drgan stu-
pa opisany jest funkcja trygonometryczna (1), otrzymano rozwiazanie analityczne na cze-
stos¢ i okres pierwszej postaci drgan wiasnych. Podano tez wzory dla stozka petnego, gdy
I =Ligdyt=const, przypadki te wymagaja oddzielnego rozwiazania.

W zakresie matych katéw nachylenia tworzacej stozka (niewielkiej zbieznosci rur
stozkowych, dla n < 1,6) zgodnos¢ obliczen wiasnych z wynikami wedtug PN-77/B-
-02011 i metoda elementéw skonczonych jest dobra. Gdy rosnie kat nachylenia tworza-
cej stozka (dla n > 2), réznice pomiedzy wynikami obliczen réznymi metodami staja Sie
coraz wigksze. Dla stupow o ksztatcie bliskim stozkowi (gdy n > 8) obliczony wedtug
wyprowadzonych wzoréw okres drgan (T) gwalttownie rosnie i dazy do nieskonczonosci,
gdy n — o0, a D, — 0.

Natomiast przy rozwiazaniu metoda energetyczna i zatozeniu, ze ksztatt amplitudy
wychylenia osi stozka petnego podczas drgan stupa jest taki jak linia ugiecia statycznego
po przytozeniu do wierzchotka stupa sity poziomej, okres drgan (T) dla stupdw o ksztat-
cie bliskim stozkowi wyraznie maleje, dazac do zera, gdy n — oo, a D, — 0.
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FIRST NATURAL FREQUENCY OF COLUMNS IN FORM OF TUBES
SHAPED LIKE A CONE

Abstract. Formulas for calculations of the first natural frequency of vibration for columns
in a form of frustum of cone and tubes shaped like a cone are derived. Elastic material and
continuous distribution of the column mass was assumed. Rayleigh’s method was used and
the form of amplitude of cone axis during the vibration was supposed to be described by
a trigonometric function. The application of derived formulas was presented using some
examples and results obtained are compared with those given in other papers and calculated
according to Polish standard PN-77/B-02011.

Key words: steel column, post, natural period, first natural frequency
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