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MODEL ASYMPTOTYCZNY PRZEWODNICTWA
CIEPLNEGO W OSRODKACH WIELOSKEADNIKOWYCH
O FUNKCYJNEJ GRADACJI WEASNOSCI
MATERIALOWYCH

Vazgen Bagdasaryan, Wiestaw Nagorko
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwazan sa osrodki niejednorodne ztozone ze skiadnikéw jed-
norodnych. Rozktad tych sktadnikéw w osrodku mozna opisa¢ funkcjami wolnozmienny-
mi. W pracy skonstruowano model przewodnictwa cieplnego, w ktdrym zamiast réwnania
Fouriera o nieciagtych, skokowo zmieniajacych sie wspétczynnikach wystepuje réwnanie
0 wspdtczynnikach ciagtych i wolnozmiennych. Wptyw niejednorodnosci osrodka na tem-
perature opisano dodatkowymi funkcjami, ktdre wyznaczono, znajac temperaturg usrednio-
na, ze wzoréw podanych w sposdb jawny. W szczeg6lnym przypadku, osrodka periodycz-
nego, réwnanie przewodnictwa cieplnego ma znana postac, ze statymi wspotczynnikami.
W pracy przedstawiono proste przyktady rozwiazan numerycznych.

Slowa kluczowe: réwnanie Fouriera, materiaty typu FGM, usrednianie tolerancyjne

WSTEP

Praca poswigcona jest materiatom niejednorodnym, ztozonym ze sktadnikéw jedno-
rodnych, a wiec kompozytom. Rozwazane kompozyty nie maja jednak struktury dowol-
nej, ale taka, w ktorej mozna wydzieli¢ powtarzajace si¢ elementy o zmieniajacych sie
wiasnosciach termicznych w sposob funkcyjny.

Z r6znych metod homogenizacyjnych, jakie moga tu by¢ zastosowane do modelowa-
nia, wybrano metode usredniania tolerancyjnego [Wozniak i Wierzbicki 2000, Wozniak
i in., red. 2008].

W pracy przedstawiono rdwnania usrednione przewodnictwa cieplnego w osrodkach
dwusktadnikowych typu szachownica, materiatach zbrojonych pretami oraz laminatach.
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Gospodarstwa Wiejskiego, Wydziat Budownictwa i Inzynierii Srodowiska, Zaktad Mechaniki,
ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: vazgen_bagdasaryan@sggw.pl
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OSRODEK WIELOSKEADNIKOWY TYPU FGM

Konfiguracja osrodka bedzie obszar Q = R%, Q = (0, L) x (0, L) x (0, L3). Bedziemy
rozwaza¢ materiaty ztozone z potaczonych sktadnikéw bedacych prostopadtoscianami
o wymiarach Iy, k = 1, 2, 3. Wymiary |y sa ustalone, czyli Iy, k = 1, 2, 3 sa liczbami oraz
Ly = nqly, Ly = nyly, Ls = n3ls, gdzie ny, k = 1, 2, 3 sg liczbami naturalnymi takimi, ze
I, << Ly k=1, 2, 3. Oznacza to, ze prostopadtoscianéw w rozpatrywanym osrodku jest

duzo, 1 <<1,k=1,2,3 (rys. 1a).
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Rys. 1. Konfiguracja przewodnika: a — schemat catego przewodnika, b — pojedyncza komdrka
Fig. 1.  Conductor’s configuration: a — whole conductor’s diagram, b — a single cell

Bedziemy rozwaza¢ takze osrodki ztozone z potaczonych belek o wymiarach prze-
kroju l,, a = 1, 2 i dtugosci Lz badZ potaczonych warstw o grubosci |, i pozostatych
wymiarach L,, L3 (rys. 1b). o

Oznaczmy srodki prostopadtoscianéw o wymiarach |y, przez (x1, x5, x3) ,i=1, 2, ...,
Ny - Ny - nz. Wtedy kazdy z tych prostopadtoscianéw mozna zapisa¢ jako zbior:

) ) L] o] ] ] 1
A C R} A =(xl —51, x| +31)><(xl2 —%, x5 +32)><(x§ —33, x +%) (1)

Dla osrodka ztozonego z belek elementem powtarzajacym sie jest prostokat, ktory
mozna zapisac:

. N T A A
MR, =(x' =L, X+ Lyx(xh -2, xl+2 2
(x1 > M 2) (x; 52 2) )

gdzie: (x{, x5),i=1,2,...,n; -n, sa jego $rodkami.
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Model asymptotyczny przewodnictwa cieplnego... 5

Z kolei dla laminatu powtarzajacym si¢ elementem jest odcinek o srodku Xf W po-
staci:

A CRA =(xf—%,x]'+%l )
gdziei=1,2,..,n

Zatozmy dalej, ze kazdy z obszaréw A’, I1', A’ mozna podzieli¢ na sktadniki ptasz-
czyznami rownolegtymi do odpowiednich osi Wspoeranych oraz przechodzacymi przez
punkty podziatu krawedzi elementéw A, TT' lub A" tak, ze punkty te definiuja odcinki
o diugosci 4, 1y, 3., a=1,2,...,a,,b _1 2,...b,,c=12,..,c,. Zachodzi wtedy:

ao bU CU
h=Yly =X ly, =)l (4)
a=1 b=1 c=1

Prostopadtosciany o wymiarach Iy, lop, I3, prostokaty li,, I, i odcinki o diugosci 145
oznaczymy odpowiednio przez: A ., I1,,, A,.

Jezeli wymiary obszaréw A ., IT,,, A,. satakie same w kazdym obszarze, to mamy
do czynienia z osrodkiem periodycznym. Elementem reprezentatywnym albo komorka
periodycznosci jest wtedy A = (0, 7,)x (0, 1,)x (0, I;) lubanalogicznie IT = (0, 7;)x (0, /)
i A=(0,/)—rysunek 1b.

Dla osrodkow periodycznych mozna zdefiniowaé komorke periodycznosci w punkcie

: l l I
(X,%,X%3) €Q  takim, ze  (x —— +5')e(O,L1), (xz—zz,x2+%2)e(0,L2),
l I
(x3 —33, X3 +33) € (0, Ly)w postaci:
ll 13 13
Axy, xp, x3) = (X = —) (xz—_ x2+—)><(x3 s X3+

2’ 2’ 2

[ / / /
T(x), %) = (% —5‘, x| +51>x(x2 —g, X +§>

l /

Alx)=(x ——1, X+~

(x) =(x R R
W pracy rozwaza¢ bedziemy osrodki nieperiodyczne, czyli takie, dla ktorych liczby
12, 2a, I3a Moga byé rézne w réznych elementach A’ IT, A’, spelniajace jednak warun-

ki (4).

O sktadnikach A ., I, A, zalozymy, ze sa jednorodne. Oznacza to, ze wiasno-
sci materiatowe osrodka: gestos¢ masy (p), ciepto wiasciwe (c), sktadowe tensora prze-
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wodnictwa cieplnego K = (Ky,), k,1=1,2,3 saw A, T1,,, A, state. | tak dla Agye

abc>
mamy:
/0(351,952,)53)|(x1 Xy.3)€A = Pabc
42> abc
c(xy, x5, x3)|(x1 Xy.53)€A g, =Cabe ()
2D > abc
_ grabc

Kkl(xl’x2’x3)‘ =Ky

(x1,X2,%3)€0 e

Podobnie jestdla I, i A,,.

Jezeli istnieja co najmniej dwa elementy A, A dla ktérych zachodzi

przynajmniej jeden z warunkOW pp. # Pyiprets Cape % Corprers K¢ # K4P'¢" ana-

a'b'c'

logicznie dla TI,, T . Pup % Papis Cap # Caps KO # K9 0raz dla A, A,
Py # Py €y % Corn K% K t0 taki 0srodek nazwiemy wielosktadnikowym.

Oznaczmy przez nf,bc nasycenie sktadnikiem A ;. komarki A

i

i abc (6)
Nabe 111213
gdzie Z,,c jest objetoscia sktadnika Aye W prostopadioscianie A'. Oczywiscie dla kaz-

degoi=1,2, .., n; ny- ngzachodzi rownosé:

o bo Co

DD e =1 )

a=1b=1c=1

Podobnie definiujemy 7!, oraz 7.

Na niejednorodnos¢ osrodka narzucimy ograniczenia w postaci zatozenia, ze funkcje
Tabes Mavs Ma» OKreslone na dyskretnym zbiorze punktow (x!,x!,x!), (x',x), lub X!,
maja ciagte i rézniczkowalne ekstrapolacje do funkcji okreslonych w catym obszarze Q.
Oznaczymy je przez ¢. Tak wiec:

Pabe (xl > X2, X3 )‘ = nzlzbc

(31,%2,%3)=(xf,343)
%b(xl’xz)kxl,m:(x- = b (8)

1:%2)

a (x|, =100

Osrodki opisane relacjami (1) — (8) nazywac bedziemy osrodkami wielosktadnikowy-
mi o funkcyjnej gradacji witasnosci materiatowych.

Acta Sci. Pol.
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Tak zdefiniowane osrodki powinny takze spetnia¢ dodatkowe warunki narzucone
na strukturg niejednorodnosci w komorce, czyli wzajemne rozmieszczenie sktadnikow
w komorce [Jikov i in. 1994].

OSRODKI DWUSKEADNIKOWE

Jednym z najprostszych przyktadéw ciat wielosktadnikowych sa kompozyty dwu-
sktadnikowe. Rozpatrzmy przypadek ciata, w ktérym element A ztozony jest z o$miu
prostopadtoscianéw jednorodnych, po cztery dla obu materiatow, naprzemiennie roz-
tozonych. Sktadniki te maja wymiary: hgslbp, b3y, o, By =1,2 (rys. 2). Rozpatrz-
my roéwniez ciato, w ktdrym element [] ztozony jest z czterech czesci [[an, @ b =1, 2
owymiarach /., [, 5, @, f=1,2 (rys. 3).

[22
<, G T [ 121
(21 N
\:-b\ X

Ll L | [n } [z }
Rys.2. Schemat pojedynczej ko- Rys. 3. Schemat pojedynczej

mérki — 3D komérki — 2D
Fig. 2. Asingle cell diagram — 3D Fig.3.  Asingle cell diagram

-2D

Jezeli zatozymy, ze elementy []ap Sa zbudowane z dwu réznych materiatdw, to mamy
do czynienia z osrodkiem dwusktadnikowym typu szachownica (rys. 4a), zbrojonym
(rys. 4b) lub laminatem (rys. 4c).

| H | . |
Rys. 4. Przyktady rozktadu materiatow w komorce: a — przewodnik typu szachownica, b — prze-
wodnik zbrojony, ¢ — laminat

Fig. 4. Examples of material distribution in a cell: a — chess-type conductor, b — reinforced con-
ductor, ¢ — laminate

Architectura 12 (3) 2013
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W przypadku a) i b) mamy do czynienia z niejednorodnoscia w dwu kierunkach,
w przypadku za$ ¢) — z niejednorodnoscia w jednym kierunku [Nagérko 2010].

PRZEWODZENIE CIEPEA W OSRODKACH WIELOSKEADNIKOWYCH

Temperature zdefiniujemy jako funkcje skalarna miejsca w przewodniku oraz
czasu 6 = 0 (Xq, Xp, X3, 1), (X1, X9, X3) € Q, t € < t,, t; >, co zapiszemy w postaci
0:Qx<t,,t;>>R.

Model Fouriera przewodnictwa cieplnego opisany jest relacja pomiedzy strumieniem
ciepta o sktadowych g, =g, (x;, x5, x3, ) a gradientem temperatury 6,,, k = 1, 2, 3 po-
staci:

qr =Ky, 9)

gdzie: Ky sa sktadowymi tensora przewodnictwa cieplnego, a 6,, = 2—9 . Sktadowe Ky, sa
X
w 0go6lnym przypadku funkcjami: K;;: Q- R, k,[1=1,2,3.
Kolejna relacja w modelu Fouriera jest réwnanie bilansu energii postaci:

Qg +cO=f (10)

gdzie ¢ = c(Xq, Xo, X3), (X1, Xo, X3g) € Q jest cieptem wiasciwym, a f = (X1, Xp, X3, 1),
t e <t,, t > — wydajnoscia zrodet ciepta.

Ciepto wiasciwe jest wielkoscia skalarna okreslona w obszarze Q; (c: Q — R). Wy-
dajnos¢ zrédta ciepta réwniez jest wielkoscia skalarna, ale okreslona w obszarze Q oraz
w zadanym przedziale czasowym (/> Q x <1, , > — R). Podstawiajac zaleznos¢ (9) do
(10), otrzymamy réwnanie przewodnictwa cieplnego w postaci:

c0— (K. = f (11)

Réwnanie przewodnictwa ciepta (11) jest rownaniem rozniczkowym liniowym
0 zmieniajacych sie skokowo wspotczynnikach. Dla takiego przypadku mozna zbudowaé
model prostszy, w ktérym wspotczynniki beda ciagte i wolnozmienne.

Model prostszy otrzymamy, stosujac technike usredniania tolerancyjnego [Wozniak
i Wierzbicki 2000, Wozniak i in., red. 2008]. Zgodnie z ta technika zaktadamy mikro-
-makro dekompozycje pola temperatury &(x;, x,, x3,¢), ktéra w przypadku osrodka
0 elementach A przyjmie posta¢:

O(x, x5, X3,1) = 3xy, X, x3,t)+hA(xl,x2,x3)-WA(x1,x2,x3, 1) (12)

gdzie: A=1, 2, .., M, a, funkcje 4,y , sa funkcjami wolnozmiennymi, co zapisujemy
Sy, e SV; (A). Funkcje h*, wystepujace w zwiazku (12), sa danymi, A-periodycznymi,
oscylujacymi funkcjami ksztattu. Funkcjami poszukiwanymi sa 9 oraz v 4. Funkcje &
nalezy interpretowac jako temperaturg usredniona, a funkcje ¥ 4, nazywane fluktuacjami,
uwzgledniaja wptyw niejednorodnosci przewodnika na rozktad temperatury.

Acta Sci. Pol.
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Zapiszmy teraz rownanie (11) w postaci:

_op | _lop oP_, (13)
o(6,)|, o6 a6

gdzie
P =%(rc92 K0, 0,)+ [0 (14)

oraz z Sa parametrami.
Réwnania na ¢ i ¥4 w technice usredniania tolerancyjnego otrzymuje si¢ w postaci:

O<P>| _10<P> 0<P>_, (1),
0(94) ], © 89 09

6<f> _la<i>_a<i>:0 (15),
6(1// ,k) . T oy oy

gdzie <P> jest funkcjonatem otrzymanym z funkcjonatu (14) przez podstawienie dekom-
pozycji (12) oraz usrednienie:

1

< P>=
4|

[ P, dxxs (16)
A

W przypadku materiatow o strukturze z elementami [] lub A postepujemy analogicz-
nie, przyjmujac w zwiazku (12) funkcje ksztattu zalezne odpowiednio od (x4, Xo) lub X;.

LAMINATY DWUSKELADNIKOWE O FUNKCYJNEJ GRADACJI
WEASNOSCI

Rozpatrzmy, za Nagérko [2010], przewodnik ztozony z dwoch réznych materiatow
jednorodnych. Wprowadzmy uktad wsp6trzednych tak, by 0$ x; = x byta prostopadta do
lamin. Przyjmijmy L, = L oraz A; = A. Materiaty rozmieszczone sa naprzemiennie. Jeden
z nich bedzie opisany statymi K'.c', p', adrugi K",c",p".

Oznaczmy $rodek komérki L', i =1, 2, ..., n; jako:

SN
x = (=DA+ (17)

gdziei=1,2,..,n;.

Architectura 12 (3) 2013
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Zaldzmy, ze zmienno$¢ warstw w poszczegdlnych komorkach nie bedzie dowolna,
ale opisana nastepujacymi funkcjami nasycenia:

O T (19)

Funkcje (18) sa funkcjami dyskretnymi — zostaty okreslone w $rodkach komérek.

Funkcja @1 okresla, ile jest w komdrce materiatu pierwszego, a funkcja ¢, — ile drugiego.

. . . L | .n—1 , - .

I tak w komérce pierwszej materiat pierwszy zajmuje —, a drugi —— dtugosci komorki,
n n

n-1

a w ostatniej odwrotnie — pierwszy , adrugi — dtugosci komorki. Przy takim opisie
n

n

dtugosci poszczegolnych lamin wynosza /;, = 4 oraz lj, =4 A (rys. 5).
n n

a —\_/_\ b ™
v L |

A A NS
R R

Rys. 5. Schemat rozktadu materiatow w komorce: a — pierwszej, b — ostatniej
Fig. 5.  Diagram of material’s distribution in a cell: a — the first one, b — the last one

Taki rozktad materiatow pozwala na liniowa ekstrapolacje funkcji (18) do funkcji:

1 n-2 n-1 n-2
¢1(x):;+ X, Py (x)=—-—

X 19
n-L n n-L (19)

Wykresy tych funkcji przedstawiono na rysunku 6.

Rozpatrzmy i-ta komérke A’,i=1,2, ..., n,, kt6ra jest przedziatem ograniczonym
punktami x;_; = (-1 ix; =il .

Zgodnie z zasada mikro-makro dekompozycji (12) temperature (0) przedstawimy
w postaci:

A(x) = 9(x) + h(x)w(x) (20)

gdzie: 1> 01 9(-) e SV((0, L)) = H'((0, L)) w(-) € SV((0, L))  H°((0, L)).

Acta Sci. Pol.
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Rys. 6. Wykresy ekstrapolacji funkcji nasycenia
Fig. 6.  Extrapolation of saturation functions

Dla tak opisanego laminatu zastosujemy lokalnie technike usredniania tolerancyjne-
go. Zatdzmy, ze komdrek jest tyle, iz sasiednie komorki niewiele sie réznia z punktu
widzenia nasycenia materiatami — mozna je uzna¢ za takie same. Mozemy wiec wyliczy¢
dla nich wartosci usrednione ciepta wiasciwego (c) i wspétczynnika przewodnosci ciepl-
nej (K).

Ciepto wiasciwe i wspotczynnik przewodnosci cieplnej w i-tej komorce opisuja funk-
cje:

c' x e (X;_y, X +il)
c(x)= o
c" xe(x,-_1+il, xi—ﬂxl)
n n
; (21)
K' xe(x_y, X +—A4)
K(x)= S
K" xe(x+—Ax, -2
n n
gdzie xe L' .
Powyzsze funkcje po usrednieniu przyjma postac:
(e) () =c'pi(0) +c"0y (%) @2

(K) (@)= K'¢y(x)+ K"y (x)

Przyjmijmy funkcje ksztattu (lokalnie dla komérki L') w postaci funkcji przedziatami
liniowej, z tym ze te przedziaty okreslonosci bgda si¢ zmienia¢ zgodnie z przyjetymi
funkcjami nasycenia (19).

Architectura 12 (3) 2013
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I'tak dla xe A’, i=1,2,..., n, przyjmiemy:

2 .
- 4 x+ ./1 dla xe<—i,—li/1>
La-a 2ta- 2 2n
n n

h(x) = A, dla xe<—Li5 105, (23)

L) 2n 2n
n

2 .
- 4 X— ./1 dla xe<li/1,i>
La-a 2ba-n an 2
n n

Wykorzystujac zapis (23), otrzymano:

K'py (x)+ K" (x)
@1 (X), (x)

(Koh)(x)=K'-K", <K(6h)2>(x) =

Podstawiajac zaleznos¢ (20) oraz wyliczone wielkosci do usrednionego funkcjonatu
(14), réwnanie (15), mozna zapisa¢ w postaci:

K!_K"
:_¢’1(/’2( )&9

, " (24)
K'py + K¢,
a réwnanie (15); po podstawieniu zaleznosci (23) przyjmie postaé:
<c>3+40(<KY >09+<K>V29=0 (25)
gdzie:
k-1 KK (26)
P P2 K'o+K'py

Kl KII

W réwnaniu  (25) wprowadzono oznaczenia V>9= (859 + 6‘%3) oraz
09 09
82 =, 83 =—.
5x2 5x3
Wielkos¢ (26) nazywamy wspétczynnikiem efektywnym przewodnictwa cieplnego. Wy-
stepujace w réwnaniu (26) usrednione wspoétczynniki nie sa state, lecz wolnozmienne.

PRZYKLAD ROZWIAZANIA ZAMKNIETEGO

Jako przyktad rozpatrzymy jednowymiarowe, stacjonarne zagadnienie przewodzenia
ciepla, bez zrodet ciepta. Zat6zmy, ze brzeg przewodnika x = 0 jest poddany tempera-

Acta Sci. Pol.
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turze 0°, a temperatura otoczenia wynosi 18°. Przewodnikiem bedzie laminat opisany
w punkcie 4. Rownanie przewodzenia ciepta dla tak sformutowanego problemu ma po-
stac:

<K >09)=0 27)
z warunkiem #(0)=0°,

Poszukiwana funkcje temperatury usrednionej otrzymamy poprzez dwukrotne catko-
wanie rownania (27):

9= 51| gy KK KT ZKD@0ZD) +C, (28)
K'K" n 2nL

State C; i C, wyznaczamy z warunkéw brzegowych #(0) =0° i (L) =18°, stad
I8K'K"
K'-K', (K'-K)n-2)
n n
W celu zilustrowania tego rozwiazania numerycznie zatozono, ze dtugos¢ przewodnika
wynosi L =120 cm, a komorki sktadaja sie z warstw styropianu (K'= 0,042 W- m K™
oraz betonu komérkowego (K "= 0,210 W-m™".K ™).

C,=0iC =

K'L+

0

n=10—
n=21—

X

E) 4 @ 80 100 120

Rys. 7. Rozktad makrotemperatury w przewodniku dla r6znej liczby komérek
Fig. 7. Distribution of macrotemperature in the conductor for a different number of cells

Na rysunku 7 przedstawiono rozktad temperatury (6) w przewodniku dla n = 10,
n=21,n=>50, gdzie jest liczha komdrek w przewodniku.
W przypadku gdy laminat jest periodyczny, réwnanie (27) ma postac:

2%9=0 (29)

Architectura 12 (3) 2013



14 V. Bagdasaryan, W. Nagorko

ktorego rozwiazaniem jest funkcja liniowa:

9=Cix+GC, (30)
gdzie: C, = 3 , Cy =0.
20 cm

Na rysunku 8 przedstawiono rozktad temperatury (6) w przewodniku periodycznym
o diugosci 120 cm, ztozonym z 20 komorek, dla x; € <0, 18>.

0

2.5 5 7.5 i0 iz.5 i5 i7.5

Rys. 8.  Rozktad makrotemperatury w przewodniku periodycznym
Fig. 8.  Distribution of macrotmperature in the periodic conductor

Wykres makrotemperatury dla laminatu dwuskladnikowego o zmieniajacych sie
funkcyjnie wiasnosciach termicznych (rys. 7) nie jest liniowy i zalezy od parametru. Wy-
stepuje wiec tutaj efekt skali. W przypadku osrodka periodycznego temperatura usrednio-
na jest liniowa, a makrotemperatura zalezy od struktury niejednorodnosci przewodnika

(rys. 8).

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciepta opisanym réwnaniem Fouriera na ma-
tych przedziatach okreslonosci funkcji dla rozwazanych przewodnikéw wystepuja
wspdtczynniki nieciagte, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany réwnaniem
na usredniona temperature, ma wspétczynniki ciagte i wolnozmienne. Po wyznaczeniu
temperatury usrednionej fatwo znajduje sie (przez dwukrotne rézniczkowanie) funkcje
opisujace wplyw struktury niejednorodnej na temperature catkowita. Skonstruowany mo-
del wydaje si¢ by¢ wygodnym narzedziem do badania przewodnictwa ciepta w materia-
tach wielosktadnikowych.
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MODELLING OF HEAT CONDUCTION IN MULTICOMPONENT SOLIDS
WITH FUNCTIONALLY GRADED THERMAL PROPERTIES

Abstract. The subject of the paper are composite conductors which consist of homogeneous
components. The distribution of the components in the conductor can be described with the
use of slowly varying functions. The work consists in forming a model of heat conduction
in which the Fourier equation with discontinuous highly oscillating coefficients was substi-
tuted with an equation with continuous and slowly varying coefficients. The influence of
the conductor on the temperature is described with additional functions which determined
knowing the averaging temperature from the closed form formulas. In the special case of
a periodic conductors the equation of heat conduction contains constant coefficients. The
paper presents simple examples of numerical solutions.

Key words: Fourier’s law, functionally graded materials, tolerance averaging
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