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ZAGADNIENIE EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ
W LINIOWO-SPREZYSTEJ PRZEGRODZIE BUDOWLANEJ
O POPRZECZNEJ GRADACJI WEASNOSCI

Monika Wagrowska, Joanna Witkowska-Dobrev
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej prze-
grodzie budowlanej charakteryzujacej sie poprzeczna gradacja witasnosci dla zagadnienia
stacjonarnego. Kazda warstwa rozpatrywanej przegrody zbudowana jest z dwoch izotro-
powych, jednorodnych, sprezystych materiatéw. Rozwiazanie bez uwzglednienia efektu
warstwy brzegowej ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia w ramach wariantu
asymptotycznego modelowania tolerancyjnego — homogenizacji lokalnej. Réwnania efektu
warstwy brzegowej przedstawiono w ramach modelu tolerancyjnego.

Slowa kluczowe: poprzeczna gradacja witasnosci, asymptotyczny wariant modelowania tole-
rancyjnego — homogenizacja lokalna, efekt warstwy brzegowej

WSTEP

Materiaty z funkcjonalna gradacja wiasnosci efektywnej (functionally graded ma-
terials — FGM) sa od dawna przedmiotem zainteresowania mechaniki materiatow. Ze
wzgledu na budowe materiatéw o strukturze FGM rdwnania réwnowagi sa rownaniami
o nieciagtych wspotczynnikach. Aby je rozwiaza¢, nalezy sie postuzy¢ metodami przy-
blizonymi. W pracy zostat wybrany wariant asymptotycznego modelowania tolerancyj-
nego —homogenizacji lokalnej, zaproponowany przez Wozniaka i innych [2008]. Metoda
ta pozwala na wyznaczenie przyblizonego rozktadu pola przemieszczen, naprezen i od-
ksztatcen.

Korzystajac z niej, nalezy jednak pamigta¢, iz kazdy taki rozktad nie spetnia zadanych
warunkdéw brzegowych na brzegach przecinajacych uwarstwienie. W zwiazku z tym ko-
nieczna jest modyfikacja rozwiazania na pole przemieszczenia otrzymanego w ramach
metody homogenizacji lokalnej. Polega ona na dodaniu do rozwiazania otrzymanego
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w ramach homogenizacji lokalnej sktadnika, ktéry spetnia réwnanie tzw. efektu warstwy
brzegowej. Otrzymane w ten sposéb przyblizone rozwiazanie spetnia warunki brzegowe.
W artykule rozpatrzono przegrode budowlana o strukturze wielowarstwowej, cha-

rakteryzujaca sie poprzeczna gradacja wiasnosci efektywnych (rys. 1), ktéra w konfigu-
racji odniesienia zajmuje obszar: Q@ =(0,L)x(0,H)xR, x=(x',x* X’} eQ, x'(0,L),

(x2 ,x3) € (0,H)xR. Kazda warstwa kompozytu ma stata grubos¢ 7 = L (gdzie: p - liczba

warstw, %<< 1) i skfada sie z dwdch izotropowych liniowo-sprezystych, idealnie przy-
legajacych materiatéw. Jeden z materiatdbw nazywany jest umownie 0snowa, 0znaczona
na rysunku 1 kolorem biatym, a drugi — wzmocnieniem, oznaczonym kolorem czarnym.

Rozpatrywany kompozyt charakteryzuje sie¢ poprzeczna gradacja wiasnosci. Oznacza
to, ze nasycenie w ramach wszystkich warstw zmienia sie bardzo wolno w kierunku

prostopadtym do uwarstwienia, tj. w kierunku osi Ox2. Funkcja v" (), vR(xz)e(O,l),
x*e(0,H), v?eC'([0,H]), jest funkcja opisujaca $rednia frakcje wzmocnienia
w warstwie, natomiast " () ktére opisuje srednig frakcje osnowy w warstwie, wynosi
M (Xz)zl—vR (Xz), x° e[O,H] .
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Rys. 1.  Schemat struktury o poprzecznej gradacji wtasnosci dla x® = 0: 5 — grubosé warstwy, '™,
I,° - brzegi kompozytu

Fig. 1. Scheme of FGM structure with transversal gradation of properties for x° = 0: 5 — thickness
of layer, 1M, I,° — boundaries of composite

Wiasnosci materiatowe sktadnikow opisane sa statymi sprezystosci Lamego i wynosza
odpowiednio iy , Ay W osnowie i iz, Az we wzmocnieniu. Cze$¢ obszaru kompozytu
zajeta przez materiat osnowy oznaczona jest jako €y, , a przez wzmocnienie — jako Q.
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Plaszczyzna srodkowa j-tej warstwy zdefiniowana jest jako: x° = x = x/ =%+(j -1)7n,
j=1,...,m.

W pracy rozwazania zawezono do zagadnienia jednowymiarowego w ramach modelu
homogenizacji lokalnej dla ptaskiego stanu odksztatcenia.

METODYKA

Zgodnie z procedura wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego — ho-
mogenizacji lokalnej [Wozniak i in. 2008, 2010, Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2010]
dla rozpatrywanego kompozytu znajdujacego si¢ w ptaskim stanie odksztatcenia dla za-
gadnienia stacjonarnego poszukiwane pole przemieszczenia w danej warstwie o ptasz-
czyznie srodkowej x? = x przyblizamy przez funkcje Wy ():

i = (W )
W (X)=uz(X)+ hx(xz)uZ(x) (1)
W (X) = Uz (X) + hy (xz) u(x)

gdzie: u;(-), U (~),1)1(~),1)2(-)6C1(§_2) — nieznane pola noszace nazwe usrednionego
pola przemieszczen i amplitudy fluktuacji przemieszczenia,

h(-)eC’(Q) - lokalna funkcja ksztattu, ktéra dla rozpatrywanego kompozytu
jest funkcja kawatkami liniowa [Wozniak i in. 2008] i przyjmuje na interfejsach

wartosci z przedziatu —%%)

W wyniku zastosowania procedury — homogenizacji lokalnej [Wozniak i in. 2010,
Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2010] dla rozpatrywanego zagadnienia otrzymujemy
U1=0, 1)120, a UziOiUziO.

Nieznane pole v, () mozna przedstawi¢ za pomoca U, (-):

_ v
. [(MﬂR + 20 )+ (A +/1MVR)JX

)
| (20 =20 Juzia (27 = 2" Juzc ) |
Natomiast réwnanie na nieznane pole u, () redukuje sie do postaci:
((2u+2)uz.2) 2=0 (3)
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Po rozwiazaniu réwnania (3) na nieznane u. (-) pole przemieszczenia w; (-) moze by¢
aproksymowane w postaci:

W, = Uy + hM 62U2 (4)
gdzie:
R M
M =— vy - [(ia—im)(z,uR—zﬂMﬂ ®)

(/1R+21uR)VM + j‘M +2,LLM)V

oraz h(-) jest globalna fluktuacyjna funkcja ksztattu.
Z postaci rozwiazania na w, () danego zwiazkiem (4) wynika, ze warunek brzegowy
na brzegu:

To=((0,L)x{0} xR)U((0,L)x{H}xR) =I5 LT}
nie jest spetniony (rys. 1).

Zgodnie z procedura zaproponowana przez Wozniaka [2010] pole przemieszczenia
w obszarze przylegtym do I, poszukiwane jest w postaci:

(2)

W, =W, +hg,=u, +hM d,u, +hq, (6)

gdzie: wz(-) — rozwiazanie dane wzorem (4) w ramach modelu homogenizacji lokalnej,
h() — dana globalna fluktuacyjna funkcja ksztattu.

Nieznane pole g, () wyznacza sie z réwnania tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzy-
manego w ramach procesu modelowania tolerancyjnego [Wozniak i in. 2008]. Réwnanie
na nieznane pole [Wozniak i in. 2010] przyjmuje posta¢:

<(2,u+/1)h2>q2,55—<(h,2)2,u>q2 =0 ()

gdzie Q. () na brzegu 775 i I's' spetnia warunki odpowiednio:

Q2|9 =-Mo,u, e i g o (8)

o= -M 82U2

Roéwnanie (7) mozna przedstawi¢ w postaci:
Aotz +Bol2 =0 ©)
gdzie:
2
- n
Ao =((2u+ )0 =T (20 + 2)

R M (10)
B = (u(n)") = £ 2f
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Wielkosci Ag i By, dane zwiazkami (10), zaleza od wsp6trzednej x2. Réwnanie (9) jest
wiec réwnaniem rézniczkowym, liniowym, o wspétczynnikach zaleznych tylko od x
(wpoblizu I5:&=x", I'f: E=H-x" ).

Po rozwiazaniu rownania (9) i spetnieniu warunkéw brzegowych (8) otrzymuje si¢
przyblizone rozwiazanie na pole przemieszczenia W, () w obszarze warstwy brzegowej
W postaci:

- w obszarze przylegajacym do brzegu I's

W, (X) = wh) = s +h(x*)M (x*) 2t (x) -
11a)
2 [38 (
_h(xz)M (O)GQUZ(Xl,O,X3)eXp(—; Tgfle
— w obszarze przylegajacym do brzegu I’
W, (X) = W =, + h(xz) M (xz)azuz (x)-

. (11b)
_h(xz)M(H)azuz(xl,H,xe')exp(—% 3::} (H —xl)J

Z postaci otrzymanych rozwiazan wynika, ze wraz z oddalaniem sie od brzegéw 17
i Io sktadnik otrzymany z rozwiazania efektu warstwy brzegowej zanika.

WYNIKI BADAN

W pracy rozwazana jest struktura wielowarstwowa (przegrody budowlanej) o po-
przecznej gradacji wiasnosci dla Am =0,128, um =0,055, Az =0,5035, 1k =0,2594,
Wysokos¢ przegrody wynosi H =200 cm, szerokos¢ L =54 ¢cm i posiada nieskonczona
diugosé w kierunku osi x°.

Kompozyt ma 27 warstw, o statej grubosci n =2 cm. Przyjeto nastepujace warunki
brzegowe: u, (xl,O, x3) =Uo, uz(xl, L, x3) =0,x [0, H], x* € R. Przyblizone rozwiaza-
nie na w; (+), otrzymane w wyniku wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyj-
nego — homogenizacji lokalnej, otrzymano w postaci: w, =~ u, + hM d,u,, wy = 0.

W pracy zostaty rozpatrzone dwa przypadki dla réznych postaci funkcji nasycenia:
1 — funkcja nasycenia liniowa, 2 — funkcja nasycenia kwadratowa.

Przyklad 1. Opisuje przypadek, gdy rozkiad sredniej frakcji nasycenia v*(-) dany
jest w postaci funkcji liniowej. Rozktad poszukiwanego pola przemieszczenia, opisany
rozwiazaniem danym wzorem (4), bez uwzglednienia efektu warstwy brzegowej, przed-
stawiono na rysunku 2. Rozwiazanie na poszukiwane pole przemieszczenia uwzglednia-
jace efekt warstwy brzegowej o postaci (6), oznaczone jako 2, ktore spetnia warunek
brzegowy na brzegu 17, dane jest zwiazkami (11a) i (11b).

Rysunek 3 przedstawia przyblizony rozktad pola przemieszczenia w§2> , ktory uwzgled-
nia efekt warstwy brzegowej. Wykresy te sa wykreslone dla réznych wartosci rzednej &
(0; 0,25; 2,5) fragmentu kompozytu od brzegu . Wykres ilustruje, ze wraz ze zblizaniem
si¢ do brzegu zanikaja oscylacje rozktadu pola przemieszczenia.
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£

Rys. 2. Wykres w, bez uwzglednienia efektu Rys.3.  Wykres w, z efektem warstwy brzego-
warstwy brzegowej wej dla réznych wielkosci & 1 - & = 0;
2-£=0253-¢£=25
Fig. 2. The graph w, without boundary layer Fig.3.  The graph w, boundary layer effect for
effect differentsizes & 1-£=0; 2-&=0.25;
3-£=25

Ksztatt i wielkos¢ oscylacji pola przemieszczenia dla & = 0,25 zostat przedstawiony
na rysunku 4 dla pierwszych trzech warstw kompozytu, a na rysunku 5 dla ostatnich
trzech warstw kompozytu.

L
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i
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Rys. 4. Wykres dla pierwszych trzech warstw, Rys. 5. Wykres dla ostatnich trzech warstw,

gdy £=25 gdy £=25
Fig. 4. The graph for the first layers, when §=  Fig. 5.  The graph for the last three layers,
= 2.5three when £ =25

Przyklad 2. Przedstawia przypadek, gdy rozktad sredniej frakcji nasycenia v*(-)

2 2
X
dany jest w postaci funkcji kwadratowej v* (xz) =1- % Rozktad poszukiwanego pola
przemieszczenia wz(-), opisany rozwiazaniem danym wzorem (4), bez uwzglednienia
efektu warstwy brzegowej, przedstawiono na rysunku 6. Rozwiazanie na poszukiwane
pole przemieszczenia uwzgledniajace efekt warstwy brzegowej o postaci (6), 0znaczone

Acta Sci. Pol.



Zagadnienie efektu warstwy brzegowej w liniowo-sprezystej przegrodzie budowlanej... 9

jako w§2>, ktore spetnia warunek brzegowy na brzegu 179, dane jest zwiazkami (11a)
i (11b). Rysunek 7 przedstawia przyblizony rozktad pola przemieszczenia Wgz), ktory
uwzglednia efekt warstwy brzegowej.

Rys. 6. Wykres w, bez uwzglednienia efektu  Rys. 7. Wykres w, z efektem warstwy brzego-

warstwy brzegowej wej dla réznych wielkosci & 1 - & =0;
2-£=025;3-£=25

Fig.6. The graph of w, without boundary Fig.7.  The graph of w; with the boundary layer

layer effect effect for different sizes &: 1 — £ = 0;
2-£=0.25;3-¢£=25

Wykresy te sa powstaty dla roznej wielkosci rzednej &(0; 0,25; 2,5) fragmentu kom-
pozytu od brzegu 775. Zmiany wspéirzednej x> wiaza sie $cisle ze zmiana zawartosci
materiatu wtracenia, ktére stabiej si¢ odksztatcaja od drugiego sktadnika, ktérym jest ma-
teriat osnowy. Wykres wykazuje, ze wraz ze zblizaniem si¢ do brzegu zanikaja oscylacje
rozktadu pola przemieszczenia.

Rys. 8.  Wykres oscylacji dla pierwszych Rys. 9. Wykres oscylacji dla ostatnich trzech

trzech warstw, gdy & = 2,5 warstw, gdy & =2,5
Fig. 8.  The graph of oscillations for the first Fig. 9.  The graph of oscilations for the last
three layers, when £ = 2.5 three layers, when £ =2.5
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Ksztatt i wielkos¢ oscylacji pola przemieszczenia dla & = 2,5 zostat przedstawiony na
rysunku 8 dla pierwszych trzech warstw kompozytu, a na rysunku 9 dla ostatnich trzech
warstw kompozytu.

PODSUMOWANIE

Rozwiazanie na w, () otrzymane w ramach asymptotycznego wariantu modelowa-
nia tolerancyjnego — homogenizacji lokalnej, nie spetnia warunkéw brzegowych na brze-
gach przecinajacych warstwy.

W wyniku zastosowania réwnan tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzymane rozwia-

zanie na pole przemieszczenia Wgz) spetnia warunki brzegowe na brzegach przecinaja-
cych uwarstwienie.
Z postaci rozwiazania (11a) i (11b) wynika, ze wptyw efektu warstwy brzegowej na
rozktad przyblizonego pola przemieszczenia zanika wraz z odlegtoscia od brzegu.
Mozna wykazac, ze zasieg efektu warstwy brzegowej w omawianych przypadkach
zanika po osiagnieciu 2,5 grubosci warstwy od kazdego z brzegow, bez wzgledu na po-
sta¢ funkcji nasycenia i liczbe warstw, na jaki podzielono kompozyt.
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EFFECT OF BOUNDARY LAYER INAWALL WITH TRANSVERSAL
GRADATION OF EFFECTIVE PROPERTIES

Summary. Effect of boundary layer for multilayered wall with transversal gradation of
effective properties was investigated. Every layer of considered wall had thickness » and
was made of two isotropic, homogeneous linear elastic materials. The consideration without
effect of boundary layer was reduced to the one dimensional stationary problem within the
frames of asymptotic variant of tolerance modelling — local homogenization. The equations
of boundary layer effect were presented within the frames of tolerance model.

Key words: transversal gradation of properties, asymptotic variant of tolerance modelling
— local homogenization, boundary layer effect
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