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ZAGADNIENIE EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ 
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O POPRZECZNEJ GRADACJI W ASNO CI
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Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej prze-
grodzie budowlanej charakteryzuj cej si  poprzeczn  gradacj  w asno ci dla zagadnienia 
stacjonarnego. Ka da warstwa rozpatrywanej przegrody zbudowana jest z dwóch izotro-
powych, jednorodnych, spr ystych materia ów. Rozwi zanie bez uwzgl dnienia efektu 
warstwy brzegowej ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia w ramach wariantu 
asymptotycznego modelowania tolerancyjnego – homogenizacji lokalnej. Równania efektu 
warstwy brzegowej przedstawiono w ramach modelu tolerancyjnego.

S owa kluczowe: poprzeczna gradacja w asno ci, asymptotyczny wariant modelowania tole-
rancyjnego – homogenizacja lokalna, efekt warstwy brzegowej

WST P

Materia y z funkcjonaln  gradacj  w asno ci efektywnej (functionally graded ma-
terials – FGM) s  od dawna przedmiotem zainteresowania mechaniki materia ów. Ze 
wzgl du na budow  materia ów o strukturze FGM równania równowagi s  równaniami 
o nieci g ych wspó czynnikach. Aby je rozwi za , nale y si  pos u y  metodami przy-
bli onymi. W pracy zosta  wybrany wariant asymptotycznego modelowania tolerancyj-
nego – homogenizacji lokalnej, zaproponowany przez Wo niaka i innych [2008]. Metoda 
ta pozwala na wyznaczenie przybli onego rozk adu pola przemieszcze , napr e  i od-
kszta ce . 

Korzystaj c z niej, nale y jednak pami ta , i  ka dy taki rozk ad nie spe nia zadanych 
warunków brzegowych na brzegach przecinaj cych uwarstwienie. W zwi zku z tym ko-
nieczna jest modyfikacja rozwi zania na pole przemieszczenia otrzymanego w ramach 
metody homogenizacji lokalnej. Polega ona na dodaniu do rozwi zania otrzymanego 
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w ramach homogenizacji lokalnej sk adnika, który spe nia równanie tzw. efektu warstwy 
brzegowej. Otrzymane w ten sposób przybli one  rozwi zanie spe nia warunki brzegowe. 

W artykule rozpatrzono przegrod  budowlan  o strukturze wielowarstwowej, cha-
rakteryzuj ca si  poprzeczn  gradacj  w asno ci efektywnych (rys. 1), która w konfigu-
racji odniesienia zajmuje obszar: 0, 0,L H R , 1 2 3x ,x ,xx , 1 0x ,L , 

2 3 0x ,x ,H R . Ka da warstwa kompozytu ma sta  grubo  L
p

 (gdzie: p – liczba 

warstw, 1 1
p ) i sk ada si  z dwóch izotropowych liniowo-spr ystych, idealnie przy-

legaj cych materia ów. Jeden z materia ów nazywany jest umownie osnow , oznaczon  
na rysunku 1 kolorem bia ym, a drugi – wzmocnieniem,  oznaczonym kolorem czarnym. 
Rozpatrywany kompozyt charakteryzuje si  poprzeczn   gradacj  w asno ci. Oznacza 
to, e nasycenie w ramach wszystkich warstw zmienia si  bardzo wolno w kierunku 
prostopad ym do uwarstwienia, tj. w kierunku osi Ox2. Funkcja 2, 0,1R R x , 

2 10, , 0,Rx H C H , jest funkcj  opisuj c  redni  frakcj  wzmocnienia 

w warstwie, natomiast M , które opisuje redni  frakcj  osnowy w warstwie, wynosi 
2 2 21 , 0M Rx x x ,H  .

Rys. 1. Schemat struktury o poprzecznej gradacji w asno ci dla x3 = 0:  – grubo  warstwy,  0
H, 

0
O –  brzegi kompozytu

Fig. 1.  Scheme of FGM structure with transversal gradation of properties for x3 = 0:  – thickness 
of layer, 0

H, 0
O – boundaries of composite

W asno ci materia owe sk adników opisane s  sta ymi spr ysto ci Lamego i wynosz  
odpowiednio M M,  w osnowie i R R,  we wzmocnieniu. Cz  obszaru kompozytu 
zaj ta przez materia  osnowy oznaczona jest jako M , a przez wzmocnienie – jako R . 



Zagadnienie efektu warstwy brzegowej w liniowo-spr ystej przegrodzie budowlanej...  5

Architectura 11 (2) 2012

P aszczyzna rodkowa j-tej warstwy zdefiniowana jest jako: 2 1
2jx x x j , 

j = 1, …, m.
W pracy rozwa ania zaw ono do zagadnienia jednowymiarowego w ramach modelu 

homogenizacji lokalnej dla p askiego stanu odkszta cenia.

METODYKA

Zgodnie z procedur  wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego – ho-
mogenizacji lokalnej [Wo niak i in. 2008, 2010, W growska i Witkowska-Dobrev 2010] 
dla rozpatrywanego kompozytu znajduj cego si  w p askim stanie odkszta cenia dla za-
gadnienia stacjonarnego poszukiwane pole przemieszczenia w danej warstwie o p asz-
czy nie rodkowej x2 = x przybli amy przez funkcj  xw :    

1 2,x xw wxw  

2
2

2 2xxw x u x h x x  (1)

1
2

1 1xxw x u x h x x

gdzie: 1
1 2 1 2u , u , , C  – nieznane pola nosz ce nazw  u rednionego 

pola przemieszcze  i amplitudy fluktuacji przemieszczenia, 

 0
xh C  – lokalna funkcja kszta tu, która dla rozpatrywanego kompozytu 

jest funkcj  kawa kami liniow  [Wo niak i in. 2008] i przyjmuje na interfejsach 

warto ci z przedzia u ,
2 2

. 

W wyniku zastosowania procedury – homogenizacji lokalnej [Wo niak i in. 2010, 
W growska i Witkowska-Dobrev 2010] dla rozpatrywanego zagadnienia otrzymujemy 

1 1 2 20, 0, a 0 i 0u u . 
Nieznane pole 2  mo na przedstawi  za pomoc  2 2,u :

2

2 2 2 2

2 2

2 2 , ,

R M

M R R M M R
R M

R M
R M u u

   (2)

Natomiast równanie na nieznane pole 2u  redukuje si  do postaci:

2 2 22 , , 0u  (3)
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Po rozwi zaniu równania (3) na nieznane 2u  pole przemieszczenia 2w  mo e by  
aproksymowane w postaci:

2 2 2 2w u hM u  (4)

gdzie:

2 2
2 2

R M

R M

M R
R R M M

R MM  (5)

oraz h jest globaln  fluktuacyjn  funkcj  kszta tu.
Z postaci rozwi zania na 2w  danego zwi zkiem (4) wynika, e warunek brzegowy 

na brzegu: 

0
0 0 00, 0 0, HL R L H R  

nie jest spe niony (rys. 1). 

Zgodnie z procedur  zaproponowan  przez Wo niaka [2010] pole przemieszczenia 
w obszarze przyleg ym do 0  poszukiwane jest w postaci:

2
2 2 2 2 2 22w w hq u h M u hq  (6)

gdzie: 2w   –  rozwi zanie dane wzorem (4) w ramach modelu homogenizacji lokalnej,
h  –  dana globalna fluktuacyjna funkcja kszta tu. 

Nieznane pole 2q  wyznacza si  z równania tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzy-
manego w ramach procesu modelowania tolerancyjnego [Wo niak i in. 2008]. Równanie  
na nieznane pole  [Wo niak i in. 2010] przyjmuje posta :

2 2
2 2 22 0h q , h, q  (7)

gdzie 2q  na brzegu 0
0 0i H  spe nia warunki odpowiednio:

0 0
0 0 0 02 2 2 2 2 2i H Hq M u q M u   (8)

Równanie (7) mo na przedstawi  w postaci:

0 2, 0 2 0A q B q  (9)

gdzie:
2

2
0 2 2

12
A h

2
0

R M
M R

R MB h
 (10)
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Wielko ci A0 i B0, dane zwi zkami (10), zale  od wspó rz dnej x2. Równanie (9) jest 
wi c równaniem ró niczkowym, liniowym, o wspó czynnikach zale nych tylko od x2 
(w pobli u 0 1 1

0 0: , :Hx H x ).
Po rozwi zaniu równania (9) i spe nieniu warunków brzegowych (8) otrzymuje si  

przybli one rozwi zanie na pole przemieszczenia 2w  w obszarze warstwy brzegowej 
w postaci:

w obszarze przylegaj cym do brzegu 0
0

2 2 2
2 2 2 22

0
2 1 3 10

2 2 0
0

320 0 exp

w x w u h x M x u x

Bh x M u x , , x x
A

 (11a)

w obszarze przylegaj cym do brzegu 0
H

2 2 2
2 2 2 22

2 1 3 10
2 2

0

2exp
H

H

w x w u h x M x u x

3Bh x M H u x , H, x H x
A

 (11b)

Z postaci otrzymanych rozwi za  wynika, e wraz z oddalaniem si  od brzegów 0
0  

i 0
H  sk adnik otrzymany z rozwi zania efektu warstwy brzegowej zanika. 

WYNIKI BADA

W pracy rozwa ana jest struktura wielowarstwowa (przegrody budowlanej) o po-
przecznej gradacji w asno ci dla 0,128, 0,055M M , 0,5035, 0,2594R R . 
Wysoko  przegrody wynosi  H = 200 cm,  szeroko   L = 54 cm i posiada niesko czon  
d ugo  w kierunku osi x3.

Kompozyt ma 27 warstw, o sta ej grubo ci 2 cm. Przyj to nast puj ce warunki 
brzegowe: 1 3 1 3 1

2 20 , 0, 0, ,ou x , , x u u x , L, x x H  x3  R. Przybli one rozwi za-
nie na 2 ,w  otrzymane w wyniku wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyj-
nego – homogenizacji lokalnej, otrzymano w postaci: 2 2 2 2 1, 0.w u hM u w  

W pracy zosta y rozpatrzone dwa przypadki dla ró nych postaci funkcji nasycenia: 
1 – funkcja nasycenia liniowa, 2 – funkcja nasycenia kwadratowa. 

Przyk ad 1. Opisuje przypadek, gdy rozk ad redniej frakcji nasycenia R  dany 
jest w postaci funkcji liniowej. Rozk ad poszukiwanego pola przemieszczenia, opisany 
rozwi zaniem danym wzorem (4), bez uwzgl dnienia efektu warstwy brzegowej, przed-
stawiono na rysunku 2. Rozwi zanie na poszukiwane pole przemieszczenia uwzgl dnia-
j ce efekt warstwy brzegowej o postaci (6), oznaczone jako 2

2w , które spe nia warunek 
brzegowy na brzegu 0

0 , dane jest zwi zkami (11a) i (11b).
Rysunek 3 przedstawia przybli ony rozk ad pola przemieszczenia 2

2w , który uwzgl d-
nia efekt warstwy brzegowej. Wykresy te s  wykre lone dla ró nych warto ci  rz dnej  
(0; 0,25; 2,5) fragmentu kompozytu od brzegu . Wykres ilustruje, e wraz ze zbli aniem 
si  do brzegu zanikaj  oscylacje rozk adu pola przemieszczenia.

–

–
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Rys. 2.  Wykres w2 bez uwzgl dnienia efektu 
warstwy brzegowej 

Rys. 3.  Wykres w2 z efektem warstwy brzego-
wej dla ró nych wielko ci : 1 –  = 0; 
2 –  = 0,25; 3 –  = 2,5

Fig. 2.  The graph w2 without boundary layer  
effect

Fig. 3.  The graph w2 boundary layer  effect for 
different sizes : 1 –  = 0; 2 –  = 0.25; 
3 –  = 2.5

Kszta t i wielko  oscylacji pola przemieszczenia dla  = 0,25 zosta  przedstawiony 
na rysunku 4 dla pierwszych trzech warstw kompozytu, a na rysunku 5 dla ostatnich 
trzech warstw kompozytu.

Rys. 4.  Wykres dla pierwszych trzech warstw, 
gdy  = 2,5

Rys. 5.  Wykres dla ostatnich trzech warstw, 
gdy  = 2,5

Fig. 4.  The graph for the first layers, when  = 
= 2.5 three  

Fig. 5.  The graph for the last three layers, 
when  = 2.5   

Przyk ad 2. Przedstawia przypadek, gdy rozk ad redniej frakcji nasycenia R  

dany jest w postaci funkcji kwadratowej 

22
2

21R
x

x
L

. Rozk ad poszukiwanego pola 

przemieszczenia 2 ,w  opisany rozwi zaniem danym wzorem (4), bez uwzgl dnienia 
efektu warstwy brzegowej, przedstawiono na rysunku 6. Rozwi zanie na poszukiwane 
pole przemieszczenia uwzgl dniaj ce efekt warstwy brzegowej o postaci (6), oznaczone 
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jako 2
2w , które spe nia warunek brzegowy na brzegu 0

0 , dane jest zwi zkami (11a) 
i (11b). Rysunek 7 przedstawia przybli ony rozk ad pola przemieszczenia 2

2w , który 
uwzgl dnia efekt warstwy brzegowej.

Rys. 6.  Wykres w2 bez uwzgl dnienia efektu 
warstwy brzegowej

Rys. 7.  Wykres w2 z efektem warstwy brzego-
wej dla ró nych wielko ci : 1 –  = 0; 
2 –  = 0,25; 3 –  = 2,5

Fig. 6.  The graph of w2 without boundary 
layer effect

Fig. 7.  The graph of w2 with the boundary layer 
effect for different sizes : 1 –  = 0; 
2 –  = 0.25; 3 –  = 2.5

Wykresy te s  powsta y dla ró nej wielko ci rz dnej (0; 0,25; 2,5) fragmentu kom-
pozytu od brzegu 0

0 . Zmiany wspó rz dnej x2 wi  si  ci le ze zmian  zawarto ci 
materia u wtr cenia, które s abiej si  odkszta caj  od drugiego sk adnika, którym jest ma-
teria  osnowy. Wykres wykazuje, e wraz ze zbli aniem si  do brzegu zanikaj  oscylacje 
rozk adu pola przemieszczenia.

     
Rys. 8.  Wykres oscylacji dla pierwszych 

trzech warstw, gdy  = 2,5   
Rys. 9.  Wykres oscylacji dla ostatnich trzech 

warstw, gdy  = 2,5

Fig. 8.  The graph of oscillations for the first          
three layers, when  = 2.5

Fig. 9. The graph of oscilations for the last 
three layers, when  = 2.5   
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Kszta t i wielko  oscylacji pola przemieszczenia dla  = 2,5 zosta  przedstawiony na 
rysunku 8 dla pierwszych trzech warstw kompozytu, a na rysunku 9 dla ostatnich trzech 
warstw kompozytu.

PODSUMOWANIE

Rozwi zanie na 2 ,w  otrzymane w ramach asymptotycznego wariantu modelowa-
nia tolerancyjnego – homogenizacji lokalnej, nie spe nia warunków brzegowych na brze-
gach przecinaj cych warstwy. 

W wyniku zastosowania równa  tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzymane rozwi -
zanie na pole przemieszczenia 2

2w  spe nia warunki brzegowe na brzegach przecinaj -
cych uwarstwienie. 

Z postaci rozwi zania (11a) i (11b) wynika, e wp yw efektu warstwy brzegowej na 
rozk ad przybli onego pola przemieszczenia zanika wraz z odleg o ci  od brzegu.

Mo na wykaza , e zasi g efektu warstwy brzegowej w omawianych przypadkach 
zanika po osi gni ciu 2,5 grubo ci warstwy od ka dego z brzegów, bez wzgl du na po-
sta  funkcji nasycenia i liczb  warstw, na jaki podzielono kompozyt. 
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EFFECT OF BOUNDARY LAYER IN A WALL WITH TRANSVERSAL 
GRADATION OF EFFECTIVE PROPERTIES

Summary. Effect of boundary layer for multilayered wall with transversal gradation of 
effective properties was investigated. Every layer of considered wall had thickness  and 
was made of two isotropic, homogeneous linear elastic materials. The consideration without 
effect of boundary layer was reduced  to the one dimensional stationary problem within the 
frames of asymptotic variant of tolerance modelling – local homogenization. The equations 
of boundary layer effect were presented within the frames of tolerance model. 

Key words: transversal gradation of properties, asymptotic variant of tolerance modelling 
– local homogenization,  boundary layer  effect
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