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ZAGADNIENIE EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ
W PRZEGRODZIE O PODLUZNEJ GRADACJI
WEASNOSCI

Monika Wagrowska, Joanna Witkowska-Dobrev
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej
przegrodzie budowlanej charakteryzujacej sie podtuzna gradacja wiasnosci dla zagadnienia
stacjonarnego. Przegroda zbudowana jest z dwoch izotropowych, jednorodnych, sprezy-
stych materiatdw. Rozwiazanie ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia.

Slowa kluczowe: materiat z funkcyjna gradacja wiasnosci efektywnych, podtuzna gradacja
wiasnosci, modelowanie asymptotyczne, efekt warstwy brzegowej

WSTEP

Jednym z najwazniejszych problemdw teorii sprezystosci w rozwazaniach nad niejed-
norodnymi, wielowarstwowymi laminatami jest okreslenie rozktadu pola przemieszczen,
naprezen i odksztatcen.

W przypadku struktur warstwowych bezposrednie zastosowanie réwnan réwnowagi
do wyznaczania rozktadu naprezen oraz odksztatcen jest niemozliwe, poniewaz réwnania
te posiadaja nieciagte, silnie oscylujace wspoétczynniki. Konieczne jest wigc zastoso-
wanie metod przyblizonych. Jedna z nich jest metoda modelowania asymptotycznego
[Wozniak et al. 2010]. Metoda ta pozwala wyznaczy¢ w przyblizeniu poszukiwane pola
przemieszczenia, odksztatcenia i naprezenia. Niestety omawiana metoda posiada pewna
wade. Jest nia to, ze wyznaczone pole przemieszczenia nie spetnia zadanych warunkéw
brzegowych na brzegach przecinajacych uwarstwienie. Dlatego dokonujemy modyfikacji
rozwiazania otrzymanego w ramach modelowania asymptotycznego poprzez dodanie do
tego rozwiazania dodatkowego sktadnika otrzymanego w ramach tego modelu [Wozniak
2010]. Sktadnik ten spetnia réwnanie tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzymane na dro-
dze modelowania tolerancyjnego, a warunki brzegowe natozone na niego sa takie, ze pole
przemieszczen spetnia zadane na poczatku warunki brzegowe. W pracy ograniczono roz-
wazania do ptaskiego stanu odksztatcenia, a potem do jednowymiarowego zagadnienia.
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Rozpatrywana wielowarstwowa przegroda budowlana (rys. 1) w konfiguracji odnie-
sienia zajmuje obszar:

Q=(0,L)x(0,H)xR, Xz(xl,xz, x3)e Q, x'e(0,L), (xz,x3)e (0, H) xR,

X =(xl,x2)e (0, L)x(0, H)
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Rys. 1. Schemat kompozytu o podtuznej gradacji wiasnosci
Fig. 1. Scheme of FGM with longitudinally gradation

Kazda warstwa kompozytu ma stata grubos¢:

n==
p

gdzie: p — liczba warstw, R <<1,
p

i sktada sie z dwdch izotropowych liniowo-sprezystych, idealnie przylegajacych materia-
16w. Jeden z materiatéw nazywamy umownie osnowa, a drugi wzmocnieniem. Rozpatry-
wany kompozyt charakteryzuje sie podtuzna gradacja witasnosci, co oznacza, ze nasyce-
nie w ramach wszystkich warstw zmienia sie bardzo wolno w kierunku osi Ox2. Funkcja

Vi), vi(x?)e(0,1), x*e[0,H], v eC'([0,H]) jest funkcja opisujaca srednia
frakcje wzmocnienia w warstwie, natomiast v* (-), ktére opisuje srednig frakcje osno-
wy w warstwie, wynosi v" (x2 ) =1-" (x2 ) x* € [0, H]. Wtasnosci materiatowe sktad-
nikéw komponentdw opisane sa statymi sprezystosci Lamego i wynosza odpowiednio:
Uy Ay T U Ar W matrycy i wzmocnieniu. Cze$¢ kompozytu zajeta przez materiat
osnowy oznaczona jest przez €,,, a wzmocnienia przez Q.
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METODYKA

Zgodnie z procedura modelowania asymptotycznego [Wozniak et al. 2008, Wozniak
2010, Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2010], dla rozpatrywanego kompozytu znajduja-
cego si¢ w ptaskim stanie odksztatcenia dla zagadnienia stacjonarnego poszukiwane pole
przemieszczenia przyblizamy przez funkcje w(-), W= (W, )

W (x)=u, (X)+h(x1,x2)1)l (x)
1)

W, (X) =u, (x)+h(x1,x2)z)2 (x)

gdzie:funkcje u, (-), u,(-), v, (-), v, (-)e C'(L)sanieznanymipolami,noszacyminazwe
usrednionego pola przemieszczen i amplitudy fluktuacji przemieszczenia, h(-)e C° (Q)
jest fluktuacyjna funkcja ksztattu, ktora dla rozpatrywanego kompozytu jest funkcja ka-
watkami liniowa, periodyczna w kierunku osi i wolno zmienia swoje wartosci wzdtuz
osi Ox? [Wozniak et al. 2008, Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2010] i przyjmuje warto-

nn
$ci z przedziatu ( 55). W wyniku zastosowania procedury modelowania asympto-

tycznego [Wozniak et al. 2008, Wagrowska i Witkowska-Daobrev 2010] nieznane pola

v (+), v, (-) mozna przedstawi¢ jako funkcje zalezne od 9,u, (-), 9,u, (-):

viyM
“ __((/IR+2,LLR)VM +( Ay +2 g, V" }(

x[ (285 +2) = (28t + 2 ) )ty +(2 = 2 ) uz.z}
2

b, = [%][((ﬂx = g )ty (g =ty )ty )]

R M
Vi TV

natomiast réwnania na nieznane pola v, (-), v, (-) przyjmuja posta¢ [Wagrowska i Wit-
kowska-Dobrev 2010]:

(2/”"1)0 Upy +((/‘o +’i)”z'l ) +(:“0”1'2 )'2 =0
2 @)

((ﬂo + j“)”l’l ) oty Uy + ((2,“ +i)”2‘2 ) »=0

Wystepujace w nich ciagte wspdtczynniki nosza nazwe modutow efektywnych [Wa-
growska i Witkowska-Dobrev 2010] i wynosza odpowiednio:
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(20 + ) (2ttys + 2oy
(2ug + A )V + (2t + 2 )"

(2u+2), =

5 (2uyy Ay ) A"+ (2 + 2 )V Ay,
(2t + 2 )V + (230 + 2 )"

<2,u+/1> = (2u4 +/1R)vR +(2uy + 4y )vM
(4)
VA (2 =2y )’
M

%
(ZuR +/1R)v +(2,uM + 2y )vR

2,u+/1=<2,u+/1>—

(2:“R + g )(2:“M +)LM)
(2ug + A )V + (21t + 2y )V*

(2u+2), =

_ Hrtly
’ v+ V"

ROZWIAZANIA SZCZEGOLNE

Jako szczegOlny przypadek w rozpatrywanym modelu rozpatrzmy zagadnienie jedno-
wymiarowe o niezerowej sktadowej wektora przemieszczenia i, () zaleznej od zmien-
nej x, x* e (0,H ). Rownania rownowagi (3) redukuja si¢ wtedy do jednego réwnania
w postaci [Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2010]:

((2:“""1)”2'2),2:0 ®)

a poszukiwane pola przemieszczenia w, i w, sa przyblizone przez [Wozniak et al. 2008]:

w, = hMd,u, (6)

el ™
gdzie:

M=— VR vM [(},R—AM ):| (8)

(A 20 )V + (2 42 p )V°

Z postaci rozwiazania (6) i (8) na pole w, wida¢, ze nie jestesmy w stanie spetni¢
warunkow brzegowych na brzegach przecinajacych uwarstwienie.
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W dalszej czesci pracy przedstawione zostanie rozwiazanie dla kompozytu o podiuz-
nej gradacji wiasnosci, w przypadku gdy L =200 cm, H = 200 cm i  cm, dla warunkéw
brzegowych u, (x',0,%*)=u,, u,(x'. H,x’)=0, x'€[0,L], x’e R. Dodatkowo za-

ktadamy, ze frakcja v, (-) jest funkcja liniowa dana wzorem v* (x* ) = (—0—5x2 + 0,9)

0

1. Rozwiazanie dla /i, + /,,

Niech O{E%, przyjmujac jednoczesnie, ze < (0,1), co nie ogranicza rozwazan.
M +

Dla dowolnej wartosci a przemieszczenie w, (-) jest rowne zeru, natomiast pole prze-
mieszczenia w,~ u, dla réznych wartosci a zostato przedstawione na rysunku 2.

20 =
—=—0.1

1,5 —e—0.05
1,0
0,5 4
0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-0,5

Rys. 2. Rozktad pola przemieszczen w, otrzymany w wyniku procedury modelowania asymp-
totycznego
Fig. 2.  Distribution of displacement field w, obtained by the asymptotic modeliing procedure

2. Rozwiazanie dla 7, # 4,

Zatozmy, ze 1, = 0,128, u,,= 0,055, A = 0,5035, u, = 0,2594. Rozwiazanie na w, (-)
otrzymane w wyniku procedury modelowania asymptotycznego moze by¢ przedstawione
W postaci w,~ u,, gdzie u, wynosi:

u, (x*) = —0,02215-[—160, 461n (|-112,1x" +37 366 ) - o
—272,56ln(|112,1x2 +96 829|)]—104, 72

Rozklad przemieszczenia w, (-) w ramach pojedynczej warstwy zostat przedstawiony
na rysunku 3.
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x2

Rys. 3. Rozkiad pola przemieszczenia w, otrzymanego w ramach modelowania asymptotyczne-
go dla pojedynczej warstwy kompozytu

Fig. 3.  Distribution of displacement field w, obtained under the asymptotic modeliing for a sin-
gle layer of composite

Natomiast skladowa pola przemieszczenia W (-) otrzymana w ramach modelowania
asymptotycznego jest przyblizona przez hMo,u,, gdzie M jest przedstawione w postaci
zaleznosci (8), a:

Al

9,5914x +1057,6

7 (10)
(x*) +530,45x* —2,8792:10°

azuz =

Na rysunku 4 przedstawiono rozktad sktadowej pola przemieszczenia w; (-) w obre-
bie jednej warstwy dla wartosci x?, wynoszacej odpowiednio: 10, 100, 190. Natomiast na
rysunkach 5 i 6 przedstawiono rozktad pola przemieszczenia w;, (-) W obrebie catej jednej
warstwy.

-5, 3Ix107em -1.32x10 em ' 8.60%10em) .
5,31x107 1eml 1,32x107em) 8,60x10"" tem)

x* 1o 100 190 X7 [em]
n=21 »—%

x!

[cm]

Rys. 4. Rozktad pola przemieszczenia w; (-) w pojedynczej warstwie kompozytu dla x? = 10,
100, 190
Fig. 4.  Distribution of the displacement field w; (-) in a single layer for x> = 10, 100, 190

Nalezy pamieta¢, ze rozktad przemieszczenia w przekroju rozpatrywanej przegrody
dla x® = 0 jest taki sam w kazdej z rozpatrywanych warstw.
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Rys. 5. Rozklad pola przemieszczenia w, (-) dla pojedynczej warstwy kompozytu
Fig. 5. Distribution of the displacement field w, (-) for a single layer of composite
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Rys. 6. Rozktad przemieszczenia w, (-) dla pojedynczej warstwy kompozytu
Fig. 6.  Distribution of the displacement field w, (-) for a single layer of the composite

EFEKT WARSTWY BRZEGOWEJ

Z postaci otrzymanych rozwiazan wynika, ze w przypadku gdy 4, = 4,,, rozwiazanie
na w, (-) otrzymane w ramach modelowania asymptotycznego spetnia warunek brzegowy
na brzegach I

I'=(0,L)x{0} xRU(0, L)x{H}xR=T,0T, (11)
Natomiast w przypadku gdy 4, # 4,,, rozwiazanie na w, (*) otrzymane w ramach mo-

delowania asymptotycznego nie spetnia warunkéw brzegowych na brzegach 7" opisanych
zaleznoscia (11).

Architectura 10 (3) 2011
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Aby rozwiazanie na w, (-) spetniato warunki brzegowe na I; poszukujemy go w po-
staci w”) (-) [Wozniak 2010]:

w =w +hq, =hMu, +hg, (12)

gdzie: u, (-) - rozwiazanie otrzymane w ramach procesu modelowania asymptotycznego,
h(-) — dana (z metody asymptotycznej) fluktuacyjna funkcja ksztattu.
Nieznane pole ¢, (-) wyznaczamy z réwnania tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzy-
manego w ramach procesu modelowania tolerancyjnego [Wozniak 2010].
Wprowadzmy wspotrzedna &, ktora jest prostopadta do brzegow 77 i I}, oraz jest skie-
rowana do wnetrza kompozytu (rys. 7).

< ¢
x3 THX
Ui
it
L NIz
L
XV ¢ ?‘

Rys. 7. Przekrdj kompozytu dla x* = 0 z nowymi wsp6trzednymi &
Fig. 7. Across section of composite for x® = 0 with the new coordinate &

Réwnanie efektu warstwy brzegowej na nieznane pole ¢, (-) [Wozniak 2010] przyj-
muje postac:

<(2ﬂ+i)h2>qu¢;—<(hq)z ﬂ>q1 =0 (13)

gdzie ¢,(-) spelnia warunki brzegowe odpowiednio dla warstwy przylegajacej
dorl,irl;

Q1|r,, :_M82”2|r0 i 41|rH =-M,u, Iy (14)

Acta Sci. Pol.
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Oznaczmy:
772
- 2\ _ T
4, =<(2ﬂ+/1)h >_ = (2u+A)
(15)
_ 2\ iVt
Bo _</l(h,1) >_ VRVM
wtedy réwnanie (13) mozna przedstawi¢ jako:
Ao%,;f +Byq, = 0 (16)

Wystepujace w rownaniu (13) wielkosci A i B zaleza od x?, a wigc od zmiennej &
(wpoblizu 7y: x* =&, (E=x7), I;:x" ==¢, (6=H-x")). Rownanie (13) jest wicc
réwnaniem rézniczkowym liniowym o funkcyjnych wspétczynnikach. Nalezy pamietac,
ze wspobtczynniki te sa wielkosciami, ktdre bardzo wolno zmieniaja swoje wartosci wzgle-
dem zmiennej x2. Dotychczasowe wyniki badan dotyczace efektu warstwy brzegowej wy-
kazaty, ze jego zasieg jest bardzo maty w poréwnaniu z wymiarem charakterystycznym
ciata. W zwiazku z tym mozemy wartosci wspotczynnikow A i B, w dostatecznie matym
otoczeniu 77 i I, przyblizy¢ przez wartosci state. Przyjmujemy je odpowiednio przez
wartosci dla x* = 0 w otoczeniu 7', i x> = H w otoczeniu 7', i 0znaczamy odpowiednio:

A= 4,(0). 4= 4,(H)

By =B,(0), By =B,(H)

17)

Zastepujac zmienne wielkosci A i B, w rdwnaniu (16) odpowiednio przez A0 B
w warstwie przylegajacej do brzegu I', oraz 4, i B, w warstwie przylegajacej do brze-
gu I, otrzymujemy réwnania rdzniczkowe na g, (&) o statych wspotczynnikach. Po roz-
wiazaniu tego réwnania otrzymujemy, ze pole przemieszczenia wfz) (-) moze by¢ aprok-
symowane w obszarze warstwy brzegowej w postaci:
— W obszarze przylegajacym do /7 (¢ = x?)

w (x)=w = h(x', )M (x7)o,u, (x7)-

—h(xl,O)M(O)Bzuz(xl,O)exp(—% fﬂ?sz
n\ 4

— W obszarze przylegajacym do 7', ({ = H - x?)

(18a)

w (x)=w = h(xl, x° )M(x2)82u2 (xz) -
m (18b)
—h(x', 0) M (H),u, (x',H)exp(_% /32,3 (H—xz)J
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Z postaci otrzymanych rozwiazan wynika, ze wraz z oddalaniem sig od brzegu i I',,
sktadnik otrzymany w wyniku rozwiazania efektu warstwy brzegowej zanika. Rysunki
8 i 9 przedstawiaja rozwiazania na wl(z) (-) w obrebie jednej warstwy. Nalezy pamigtac,
ze przy zatozonych warunkach brzegowych rozktad przemieszczen w obrebie wszystkich
warstw jest taki sam.

Rys. 8. Rozklad pola przemieszczenia w, (-) z uwzglednieniem efektu warstwy brzegowej w po-

jedynczej warstwie
Fig. 8. Distribution of the displacement field w, (-) taking into account the effect of boundary

layers in a single layer
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Rys. 9. Fragment rozkladu w, (-) z uwzglednieniem efektu warstwy brzegowej w pojedynczej

warstwie
Fig. 9.  Fragment of distribution of w, (-) including the effect boundary of layer
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WNIOSKI

1. Rozwiazanie na pole przemieszczenia w,(-) dla 4, = 4, otrzymane w ramach
modelowania asymptotycznego spetnia warunek brzegowy na brzegach przecinajacych
uwarstwienie.

2. Rozwiazanie na w, () dla e # Ay, Otrzymane w ramach modelowania asymptotycz-
nego nie spetnia warunkdw brzegowych na brzegach przecinajacych warstwy.

3. W wyniku zastosowania rownan tzw. efektu warstwy brzegowej dla 4, # 4,, otrzy-
mane rozwiazania na pole przemieszczenia w, (-) spetniaja warunki brzegowe na brze-
gach przecinajacych uwarstwienie. Efekt warstwy brzegowej zanika wraz z oddalaniem
sie od brzegu.

4. Na zasieg efektu warstwy brzegowej wptywa rodzaj materiatéw, z jakich zbudowa-
na jest przegroda — im bardziej r6znia sie one witasnosciami materiatowymi, tym zasieg
ten jest wiekszy.
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EFFECT OF BOUNDARY LAYER INAWALL WITH LONGITUDINAL
GRADATION OF EFFECTIVE PROPERTIES

Abstract. The boundary layer effect for multilayered wall with longitudinal gradation of
effective properties was investigated. The consideration was reduce to the one dimensional
stationary problem. This wall was made of two isotropic, homogeneous and linear elastic
components.

Key words: functional gradation of the material properties, asymptotic modelling, boun-
dary layer effect
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