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WPLYW STRUKTURY GRADIENTOWEJ NA WLASNOSCI
SPREZYSTE KOMPOZYTOW WARSTWOWYCH

Monika Wagrowska, Joanna Witkowska-Dobrev

Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwazan jest wielowarstwowa przegroda zbudowana z kom-
pozytu o funkcyjnej gradacji wlasnosci, charakteryzujaca si¢ podtuzng gradacja materialu
(FGM - Functionally Graded Materiale). Kazda z warstw kompozytu sktada si¢ z dwoch
izotropowych jednorodnych sktadnikdw, bedacych w ptaskim stanie odksztatcenia.

Stowa kluczowe: materiat typu FGM, podtuzna gradacja wlasnosci, modelowanie asympto-
tyczne

WSTEP

Materialy z funkcyjna gradacja wiasnosci (Functionally Graded Materiale — FGM)
juz od dawna byty znane w Japonii. Robiono z nich stynne samurajskie miecze z r6znych
rodzajow stali. Obecnie materiaty typu FGM maja bardzo duze zastosowanie w wielu
gateziach przemystu, m.in. w budownictwie, medycynie, lotnictwie oraz w technolo-
giach kosmicznych. W rdwnaniach opisujacych zachowanie si¢ tych materialéw pojawia-
ja si¢ skokowo zmieniajace si¢ wspotczynniki, co powoduje niemoznos¢ wyznaczenia
w wigkszosci przypadkow rozwiazan analitycznych, dotyczacych probleméw inzynier-
skich. Stworzono wigc wiele sposobdw przyblizonego rozwiazywania danego problemu.
Wsrod nich nalezy wyrdzni¢ metode tolerancyjnego usredniania oraz metod¢ modelowa-
nia asymptotycznego dla wielowarstwowych dwusktadnikowych materiatow typu FGM
[Wozniak i in. 2008, Wozniak i in. 2010].

Celem pracy jest odpowiedz na pytanie: czy jest mozliwe zaproponowanie takiej bu-
dowy kompozytu typu FGM, o podluznej gradacji whasnosci, znajdujacego si¢ w praskim
stanie odksztatcenia, aby w ramach modelu asymptotycznego wystgpowaty w nim zada-
ne a priori jednowymiarowe pola przemieszczen?
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METODYKA

Rozpatrywany kompozyt (rys. 1) w konfiguracji odniesienia zajmuje obszar: Q =
=(0,L) x (0, H), x; € [0, L], x, € [0, H]. Kazda z warstw kompozytu ma stalg grubos¢
n = L/n,n <<L, isktada si¢ z dwoch izotropowych, jednorodnych sktadnikéw, noszacych
nazwe¢ matrycy oraz wzmocnienia. Ich wiasnos$ci opisane sg stalymi sprezystosci Lamego
1 wynosza odpowiednio: w matrycy py, Ay 1 We wzmocnieniu g, Ag.
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Rys. 1. Schemat kompozytu typu FGM o gradacji podtuznej
Fig. 1.  Scheme of FGM with longitudinally gradation

Czeé¢ kompozytu zajeta przez materiat matrycy oznaczona jest przez €2,
a wzmocnienia — przez £27. Funkcja VE(xy), x, € (0, H) dla kompozytéw o po-
dluznej gradacji jest funkcja opisujaca Srednia frakcj¢ wzmocnienia w warstwie:
vk (-)e C! [0, H], v& (x,)e (0,1), v () =]-vk (+) - rysunek 2.
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Rys. 2. Przyktadowy rozktad funkcji charakteryzujacej frakcje wzmocnienia VR(') W warstwie
Fig. 2. Example of function characterizing reinforcement fraction VR(') in a layer
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Roéwnania rozpatrywanego kompozytu w ramach liniowej teorii sprezystosci dla za-
gadnien stacjonarnych przyjmuja postac:

[(2Mn+7m)w1,1]~1 +(7“nW2,2)~1+[Mn (Wiptwyy )]a: 0 (1)
[Mn (Wt WM)}W [(2Mn+kn)wz’z]sz+(}¥nwla1)=2= 0

Z powodu skokowo zmieniajacych si¢ wartosci wspotczynnikow w rownaniach (1)
w wielu przypadkach inzynierskich nie posiadaja one analitycznych rozwigzan. W celu
znalezienia rozwiazania pola przemieszczenia nalezy wykorzystaé zaproponowang przez
Wozniaka i innych [2010] metod¢ modelowania asymptotycznego.

W procesie modelowania asymptotycznego zaktada si¢, ze wektor przemieszczenia
przyjmuje postac:

w=u+hv

gdzie i, jest dang z gory funkcja ksztattu [Wagrowska 2010], a poszukiwane sa pola
u(-),v()ec'(Q)

W wyniku zastosowania procedury modelowania asymptotycznego otrzymuje si¢
réwnania na sktadowe #, (-),u, (-) nowego pola przemieszezen u(-) = (u; (-).u, (*)):

(2u+h), uy ’11+|:(M0 Jri‘)”za J 2F (Mot 2) 2= 0

()

[(Ho+ X)”m}z* Ko ”2’11+[(2M+}‘)“2’2]=2: 0

aréwnania na v, (-),v, (-), gdzie v =(v,(-),v,(-)) przyjmuja postac:
viyM
v,= - — - [x
(Apt2ug )V H( Ay 21y, )V

X[ ((2Re+hg)=(20ahag )i )+ (hg = Ao s ]

3)

VRVM
o [ )

W réwnaniach (2) i (3) wystepuja nowe wspotczynniki, zwane modutami efektywny-
mi, ktére wynosza odpowiednio:

i :(ZMM )2V + (2 A )V,
(2ug + AR )VY + (214, + 2y )VE

“4)
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(ZMR +A, )(2MM +Ay)

2u+A), =
(2u+2)y (2}.LR+}»R)VM+(2]J.M+}\.M)VR

“)
_ UrHas
o =—— M
v v

ANALIZA

Rozwazania zawe¢zono do zagadnienia jednowymiarowego o niezerowej sktadowej
wektora przemieszczenia u,(-), ktdra zalezy od zmiennej x,. W zwiazku z tym réwnania
rownowagi redukuja si¢ do jednego réwnania na jedna sktadowa pola przemieszczenia

uy(*):
((2u+}\)u2,2),2=0 (5)

Zaktada si¢ dodatkowo, ze Az = A;,= A, wtedy modut efektywny 2u + A redukuje sie
do postaci :

2+ h = (20 RV + (2ug +A)VE = (21 +A) = (21 +A)VE (20 +2)VE =
=(2ug +}»)(0c+(1—0c)ij

2U,, +A

dzie: o =
g 2ug +A
Zaktadajac dodatkowo, ze o € (0,1), co nie ogranicza tych rozwazan, otrzymuje si¢:

B
0c+(1—0c)vR (x,)

(6)

Upo (xz) =

gdzie B powinno by¢ wyznaczone z warunkow brzegowych.
Z réwnania (6) wynika, ze funkcja charakteryzujaca srednia frakcj¢ wzmocnienia
VR(x,) wynosi:

B—ouu,y , (x;)

vin)= (1=a)uy, (x,)

™)

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie: czy istnieje taki rozktad funkcji v7(+), dla ktérego
w ramach modelu asymptotycznego otrzyma si¢ jednowymiarowy zadany a priori roz-
kiad przemieszczenia, spetniajacy warunki brzegowe: u, (x;, 0) = ud, (x,H)=0,
X € [0, L]‘?
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Przypadek 1. Nalezy sprawdzi¢, czy istnieje taki rozktad malejacej funkcji vR(-), spet-
niajacej warunki v&(0) = 1, vR(H) = 0, dla ktérej jednowymiarowa malejaca funkcja prze-
mieszczenia spetnia zadane warunki brzegowe (rys. 3).

X7 L
( 0): 0 -
1200/ o uy (v, 1)=0
e
x <[o.z] _>_. x e lo.z]
-
e
> X2
H

Rys. 3. Model asymptotyczny kompozytu o gradacji podiuznej z zadanymi warunkami brzegowymi
Fig. 3.  Asymptotic model of FGM with longitudinal gradation with given boundary conditions

Odpowiedz jest pozytywna, gdy gradient zadanego wektora przemieszczenia spetnia
dodatkowe warunki:

Ocuz,z(Hf)zuz,z(OJr), 0%uy (x,)<0,  x,€(0,H)

Wtedy vE(-) przyjmuje postag:

—~

R _”2,2(0+)_0‘”2a2 xz)_“”z’z(H+)—0‘”2’2(x2)
()= (1-a)uyy (%) B (1=ot)uyp (x) ®

Przypadek 2. Nalezy sprawdzi¢, czy istnieje taki rozktad malejacej funkcji vR(-), spet-
niajacej warunki v?(0) = 1, vR(H) = 0, dla ktérej jednowymiarowa malejaca funkcja prze-
mieszczenia spetnia zadane warunki brzegowe (rys. 4).

X1
A
L
u2(x1,0)=u(2) = ”2<x1’H)=0
xl € [O,L] -I xl € [O,L]
-
-
-
» X

H
Rys. 4. Model asymptotyczny kompozytu o gradacji podtuznej z zadanymi warunkami brzegowymi
Fig. 4. Asymptotic model of FGM with longitudinal gradation with given boundary conditions
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Odpowiedz jest pozytywna, gdy gradient zadanego wektora przemieszczenia spetnia
dodatkowe warunki:

(xuz,z(H_)=u2,2(0+), 0%uy (x,)<0,  x,€(0,H)
Wtedy vE(-) przyjmuje postag:

R u2,2(0+)—ocu2,2(x2)_Ocuz,z(H+)—(xu2,2(x2)

vin)= (I-a)uyp(xy) (1-0)ups(xy) v

Ilustracja graficzna, przedstawiajaca zaleznos¢ migdzy rozkltadem przemieszczen i od-
powiadajacych im nasycen przy zadanych warunkach brzegowych.
W przypadku 1, gdy:

uy (x,) = axy +bx, +c, uy(+) jest wypukta funkcja kwadratowa,

3 uo(l—oc) __ 200w, _

TH(ra) | H(l+a) ©

wtedy odpowiadajaca im funkcja v&(-) jest rosnaca i opisana wzorem:

Z/lo,

ax
e El0A]

Wykresy funkcji przemieszczenia u,(+) i odpowiadajacej jej funkeji vR(-) dla réznych
wartosci o przedstawia rysunek 5.
W przypadku 2, gdy:

Uy (x,) = ax3 +bx, +¢, uy(*) jest wklesta funkcja kwadratowa,

_UO(I—O() __ 20“/10 c=u
H*(1+a) H(l+a)’ o

wtedy odpowiadajaca im funkcja v&(-) jest malejaca i opisana wzorem:

vk = o(H —x)
(1-o)x+Ho
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Rys. 5. Wykresy funkcji przemieszczenia i odpowiadajacej jej funkcji nasycenia dlaa=0,2, 0,1,

0,05, H=10

Fig. 5.  Graphs of functions of displacement and reinforcement fraction for o = 0,2, 0,1, 0,05

H=10

Wykresy funkcji przemieszczenia u,(+) i odpowiadajacej funkcji v&(-) dla réznych
wartosci o przedstawia rysunek 6.
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Rys. 6. Wykresy funkcji przemieszczenia i odpowiadajacej jej funkcji nasycenia dla o =0,2, 0,1,

0,05, H=10

Fig. 6.  Graphs of functions of displacement and reinforcement fraction for a = 0,2, 0,1, 0,05,
H=10

WNIOSEK

W ramach modelowania asymptotycznego dla zagadnienia jednowymiarowego
w przypadku kompozytow typu FGM, charakteryzujacych si¢ podluzng gradacja wta-
snosci, mozna zaproponowac taka postaé¢ funkcji vR(+), dla ktérej zostanie zrealizowane
zadane a priori pole przemieszczen:
— gdy uy(°) jest funkcja wypukta malejaca, to vR(-) jest funkcja rosnaca,
— gdy uy(*) jest funkcja wklesta malejaca, to vi(-) jest funkcja malejaca.
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INFLUENCE OF GRADIENT STRUCTURE ON ELASTIC PROPERTIES FOR
MULTILAYERED COMPOSITES

Abstract. The aim of this paper is a multilayered thick plate with longitudinal gradation
of materials. Every layer contains of two isotropic, homogeneous components which are in
a plane strain.

Key words: FGM materials, longitudinal gradation of properties, asymptotic modelling
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