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EFEKT WARSTWY BRZEGOWEJ W WARSTWOWEJ
PRZEGRODZIE O POPRZECZNEJ GRADACIJI
WLASNOSCI

Olga Szlachetka, Monika Wagrowska

Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono stacjonarne, jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa
ciepta z uwzglednieniem wptywu efektu warstwy brzegowej na rozktad pdl temperatury
w warstwowej przegrodzie o poprzecznej gradacji wlasnosci. Przegroda zbudowana jest
z dwoch jednorodnych, izotropowych przewodnikdéw ciepta.

Stowa kluczowe: materiat o funkcyjnej gradacji wlasnosci, przewodnictwo ciepta, mode-
lowanie asymptotyczne, efekt warstwy brzegowej

WSTEP

Rozwoj inzynierii materiatowej, trwajacy od konca ubieglego stulecia, przyczynit
si¢ do znacznego wykorzystania elementéw kompozytowych w budownictwie. Materiat
kompozytowy rozumiany jest jako material ztozony z co najmniej dwoch sktadnikow
(faz), idealnie potaczonych, charakteryzujacych si¢ roznymi w stosunku do siebie wia-
$ciwosciami.

Szczegolnym przypadkiem materiatu kompozytowego jest materiat o funkcyjnej gra-
dacji wtasnosci (Functionally Graded Material — FGM). Struktura materiatéw typu FGM
jest niejednorodna i zazwyczaj ta niejednorodno$é wystepuje w okre§lonym kierunku.
Przyktad takiego materialu w skali mikroskopowej, czyli zzarysowanymi granicami
migdzy sktadnikami poszczegdlnych warstw materiatu, zostat zaprezentowany na rysun-
ku 1.

Zmiana wlasnosci w przedstawionym kompozycie wystgpuje w kierunku prostopa-
dlym do uwarstwienia. Inne przyktady materialow gradientowych, ich opis, histori¢ oraz
metody modelownia matematycznego mozna znalez¢ w publikacjach Suresh i Mortensen
[1998] oraz Wozniak i Nagorki [2007].
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Rys. 1. Schemat materiatu o poprzecznej gradacji wlasnosci
Fig. 1. Scheme of FGM with transversal gradation

Najwigkszym wyzwaniem nauki, dotyczacym struktur gradientowych, jest opraco-
wanie metod ich mikro- i makroprojektowania, jak rowniez proba okreslenia za pomoca
modelowania matematycznego wlasciwosci tych materiatow, takich jak rozktad napre-
zen, odksztatcen czy temperatury.

Przedmiotem analizy jest przegroda wykonana z materialu typu FGM, o poprzeczne;j
gradacji wlasnosci, poddana dziataniu stacjonarnego przewodnictwa ciepta. Przegroda

sktada si¢ z m warstw o stalej grubosci ) = 1,/ m(i << 1} gdzie m = 3", przy n € N,.
m

Kazda warstwa sktada si¢ z dwdch roznych pod wzglgdem wlasnosci cieplnych izotropo-
wych, jednorodnych komponentow.

Rozpatrywana przegroda w konfiguracji odniesienia zajmuje obszar: Q = (0, L) x E,
E=(0,H)x R,x € (0,L), x=(x,, x;)€ E. Dla kompozytu o grubosci warstw A oznaczo-
no przez Qﬁ , 93‘4 podzbiory obszaru Q zajgte przez poszczegodlne sktadniki, gdzie Qﬁ to
wzmocnienie, a Qﬁl — osnowa. Wspolczynniki przewodzenia ciepta w tych podzbiorach
wynoszgodpowiednio: k; (x) =k, (x, x) = kg, gdy (x, x)e Qy ik (x)=k, (x, x) =ky,
gdy (x, ;) € Qﬁ,, . Plaszczyzna s$rodkowa j-tej warstwy zdefiniowana jako

x= xj-" = E+ ( J —1)7u ,J =1, ..., mw przestrzeni Ox, x,, X3 jest jej materiatowa ptaszczy-

zna symetrii. Funkcja v () ec! (ﬁ) jest funkcja opisujaca frakcje¢ materialu wzmocnienia
wystepujacego w kazdej warstwie, ktdra ze wzgledu na budowe kompozytu zalezy tylko
od x. Przyjmuje ona wartosci z przedziatu (0, 1) dla kazdego x € (0, L). Udziat materiatu
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osnowy w danej warstwie wynosi | — v(*). Przyktadowy rozktad funkcji v(-) przedstawia
rysunek 2.

0 L x
Rys. 2. Funkcja charakteryzujaca frakcje materiatlu wzmacniajacego kompozyt
Fig. 2. Function characterizing fraction of reinforcing material

Przewodnictwo cieplne w rozpatrywanej przegrodzie opisane jest rownaniem Fouriera:

Vg (x,x5,%3)+ f(x,x5,x3) =0

@, (X, %3,%3) =—=k; (x) VO, (x,x,,x3) )
. d d 0 C .
gdzie V =| —;——;— |, f'sa wewnetrznymi zrodtami ciepla,
0x Ox, ox,

oraz zadanymi warunkami brzegowymi.

METODYKA

Rozpatrywana przegroda nie jest makroskopowo jednorodna, poniewaz wystepujace
w réwnaniu (1) wspotczynniki k) sa silnie oscylujacymi niecigglymi funkcjami. Mimo to
zachowanie przeplywajacego strumienia ciepta mozna analizowa¢, wykorzystujac meto-
dy stosowane do opisu zjawisk zachodzacych w materiatach jednorodnych.

Opis metod okreslajacych wlasnosci kompozytow typu FGM znajduje si¢ w pracy
Wozniak i innych [2008].

W dalszej czgscei pracy ograniczono rozwazania do jednowymiarowego zagadnienia
przewodnictwa ciepta, w kierunku osi Ox, w plaszczyznie Oxx,. Rozwazany kompo-
zyt w konfiguracji odniesienia zajmuje zatem obszar: Q = (0, L)x(0, H), natomiast pole
temperatury zalezy tylko od x. Rownanie Fouriera dla zagadnienia jednowymiarowego
redukuje si¢ do postaci:

L g5 () + £ (x) =0

d
2)
. (¥) =, (x)5-0, (x)

gdzie 0,(0) = 0, 0,(L) = 9.
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Rozktad temperatury w rozpatrywanym kompozycie o poprzecznej gradacji wiasno-
$ci wyznaczono, stosujac usrednione rownania modelu asymptotycznego [Wozniak i in.
2010]. Zgodnie z procedura metody modelowania asymptotycznego dokonuje si¢ rozkta-
du nieznanego pola temperatury:

0, (x) = 0(x)+ M (x)w(x) (3)
gdzie: 9(-),y(-)e C' (ﬁ) — niewiadome pola,
hy(-) — dana z géry funkcja ksztattu, spetniajaca warunki: /, (0)="4, (L) =0,
I (¥ £v(x))h02) =002, =1, m.
Ciaglo$¢ wektora strumienia ciepta w kierunku osi prostopadiej do uwarstwienia
w ramach rozpatrywanego modelu asymptotycznego daje mozliwo$¢ wyznaczenia nie-
znanego pola y(+). Pole to przyjmuje postaé:
v I-v kp—k
W(x):_ ()C)( ()C))( R M)aﬁ(x)
v(x)ky +(1-v(x)) kg

Roéwnanie na nieznane pole temperatury 9(-) w ramach modelu asymptotycznego
z warunkami brzegowymi 3(0) = 0, 3(L) = 3 przyjmie postac:

d d

o000 @
gdzie:

kO = kRkM

v(x) g +(1=v(x))

z warunkami brzegowymi 3(0) = 0, 3(L) = .

Dla zadanej funkcji, opisujacej rozktad wzmocnienia w rozpatrywanym kompozycie
o poprzeczne]j gradacji wlasnosci, przy zadanych warunkach brzegowych, mozna wy-
znaczy¢ rozktad temperatury 3(-) w ramach modelu asymptotycznego, wykorzystujac
réwnanie (4).

Rozwiazanie na temperature dla rozpatrywanego kompozytu o poprzecznej gradacji
wlasnosci, przyjete zgodnie z formutg aproksymacyjng, mozna zapisaé jako:

0 (x) = (x) + Iy (x) M (x)9,5(x) 5)

v(x) (1= (x) (ke ~ )

kg (1=v(x))+kyv(x)

Nie speinia ono zadanych warunkow brzegowych, wynikajacych z modelowania
asymptotycznego na brzegu T'y = (0,L)x{0} U (0, L)x{H}=Tg uT{'.
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W celu spetnienia warunkdw brzegowych na brzegu Iy zastosowano metod¢ mo-
delowania tzw. efektu warstwy brzegowej zaproponowana przez Wozniak [2010b].
W tym podejsciu nieznane pole temperatury w warstwie przyleglej do brzegéw I'y mozna
przedstawiawic jako:

0 (x,8) =0 (x)+ 1 (x)v(x.E) (©)

gdzie & jest wspbirzedna prostopadta odpowiednio do brzegu ') oraz FSJ i skierowana do
$rodka kompozytu.

W powyzszej reprezentacji 6&1) () jest temperatura wyznaczong dla danego kompo-
zytu o poprzecznej gradacji wlasnosci, zgodnie z formutg (5), natomiast funkcja D() jest
funkcja wolnozmienng ze wzgledu na argument & i wyznaczong w ramach modelu to-
lerancyjnego. Spetia ona ogdlne rownanie (7) przewodnictwa ciepla bez zrodet ciepta
w obszarze zajetym przez kompozyt [Wozniak 2010b]:

840, (k0 (I v)) =0 (7

ktére redukuje si¢ do postaci:
2 d :
((m) kk>(x)a;v(x,g)-<(ahkj hk>(x)v(x,§)=0 ®)

gdzie ag = ai&, z warunkiem brzegowym D(x,?';)‘ro = —M(x)%ﬁ(x)ho.
Rozwiazanie na poszukiwane pole temperatury dla rozpatrywanego kompozytu

o poprzecznej gradacji wlasnosci z uwzglednieniem efektu warstwy brzegowej przyjmu-

je postac:

— nabrzegu I

[ [
ex(z)(x,é)=ﬂ(x)+h}h(x)M(x)aﬂ(x)+hx(x)(—M(X)aﬁ(x)J Lol <(h () & (x)>
— nabrzeguf‘é{

< < () ' (x)>
01)(58) = 0(5) 1 ()M (9 0(5) 1 () M () 00| e - [<?h~ <x>))k W)

(€))
gdzie  jest wspotrzedna prostopadia do brzegu Fg oraz I’ g’ , skierowang do $rodka kom-
pozytu.
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Zjawisko efektu warstwy brzegowej wystepuje tylko w obszarach przybrzegowych
prostopadtych do uwarstwienia. Na brzegu rownolegtym do warstw zjawisko to nie wy-
stgpuje z racji postawionych warunkow na funkcje ksztattu.

PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Rozpatrzmy przegrodg o poprzecznej gradacji wlasnosci o grubosci L =27 cm i wy-
sokosci H = 200 cm, sktadajacg si¢ z 27 warstw o statej grubosci A = 1 cm. W ramach
modelu asymptotycznego przyjeto nastepujace warunki brzegowe na temperature: 3(0) =
= 0°C, 8(27) = 20°C. Rozktad funkcji v() zadano w postaci v(x)=x/L [Szlachetka
i Wagrowska 2010b] (rys. 3).

v[-]
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Rys. 3. Rozktad funkcji v()
Fig. 3.  Distribution of function v(-)

Z wykresu odczytano wartosci funkcji v(-) na przecigciu z plaszczyznami symetrii
wszystkich warstw (tab. 1), ktore okreslaja poszczegdlne nasycenia. Na podstawie da-
nych z tabeli 1 przedstawiono odpowiadajacy im kompozyt dla kg = 0,045 W-m™-K!
iky=1,7W-m K (rys. 4).

Tabela 1. Wartosci funkcji charakteryzujacej frakcje materialu wzmacniajacego w kazdej war-
stwie
Table 1. Values of the function characterizing fraction of the reinforcing material in each layer

Warstwa
Layer
Y 0,02 0,06 0,09 0,13 0,17 020 0,24 0,28 031 035 039 043 046 0,50
Warstwa
Layer
v 0,54 0,57 0,61 0,65 0,69 0,72 0,76 0,80 0,83 0,87 091 094 0,98

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
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Rys. 4. Schemat kompozytu o gradacji poprzecznej dla zadanej funkcji v()
Fig. 4. Scheme of FGM composite with transversal gradation for a given function v(*)

Dla tak zadanego rozktadu funkcji v(-) rozktad temperatury w rozpatrywanym obsza-
rze opisany bedzie funkcjg kwadratowa wklgsta o rownaniu:
B,

B(x)= —?xz +2%x.

Rozktad temperatury bez uwzglednienia i z uwzglednieniem efektu warstwy brze-
gowej na brzegu Fg dla fragmentu kompozytu zaprezentowano na rysunku 5. Uzyskane
rozktady temperatury wykazuja, ze rozwigzanie na temperatur¢ w postaci rownania (6),
oznaczone jako 0; 7, spelnia zadane warunki brzegowe na brzegu Fg (dla & = 0) w prze-
ciwienstwie do rozwiazania (5), oznaczonego jako 9}3 .

Rozwigzanie 6&2) () opisuje rozktady temperatury w obszarze przybrzegowym
(uwzglednia efekt warstwy brzegowej) w odroznieniu od rozwigzania e&l) () Na ry-
sunku 6 wykreslono rozktad temperatury z uwzglednieniem efektu warstwy brzegowej
w roznych odlegtosciach & od brzegu Fg dla fragmentu kompozytu. Wykres wykazuje, ze
wraz ze zblizaniem si¢ do brzegu zanikajg oscylacje rozktadu temperatury.

Architectura 9 (4) 2010
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Rys. 5.

Fig. 5.

Rys. 6.

Fig. 6.
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Rozktad temperatury z uwzglednieniem (9&2) ) i bez uwzglednienia efektu warstwy brze-
gowej 9&1)) na brzegu Fg dla fragmentu kompozytu

Distribution of temperature with and without consideration of the boundary layer effect

on the edge Fg for a fragment of the composite

6% =cy

Rozktad temperatury z uwzglgdnieniem efektu warstwy brzegowe;j (9&2) ) w réznych od-

legtosciach & od brzegu Fg dla fragmentu kompozytu
Distribution of temperature with consideration of the boundary layer effect at different

distances & from the edge Fg for a fragment of the composite
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PODSUMOWANIE

Z postaci rozwiazania (9) wynika, ze wpltyw efektu warstwy brzegowej na rozktad
temperatury zanika wraz z odlegtoscia od brzegu. Mozna tatwo wykazaé, ze na zanikanie
efektu warstwy brzegowej wptywa budowa kompozytu oraz wlasnosci termiczne sktad-
nikoéw, z jakich jest on zbudowany. W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymano,
ze dla rozpatrywanego kompozytu w przypadku H =200 cm wptyw ten utrzymuje si¢ do
glebokosci § =2 cm.
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BOUNDARY LAYER EFFECT IN THICK TRANSWERSAL FGM PLATE

Abstract. The stationary, one-dimensional heat conduction problem for transversal FGM
was investigated. The influence of the boundary layer effect on the distribution of tem-
perature fields in transversal FGM thick plate was considered. The plate was built of two
homogeneous, isotropic heat conductors.

Key words: transversal FGM, heat conduction, asymptotic modelling, boundary layer
effect
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