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EFEKT WARSTWY BRZEGOWEJ W WARSTWOWEJ 
PRZEGRODZIE O POPRZECZNEJ GRADACJI 
W�ASNO�CI

Olga Szlachetka, Monika W�growska
Szko�a G�ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono stacjonarne, jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa 
ciep�a z uwzgl�dnieniem wp�ywu efektu warstwy brzegowej na rozk�ad pól temperatury 
w warstwowej przegrodzie o poprzecznej gradacji w�asno�ci. Przegroda zbudowana jest 
z dwóch jednorodnych, izotropowych przewodników ciep�a. 

S�owa kluczowe: materia� o funkcyjnej gradacji w�asno�ci, przewodnictwo ciep�a, mode-
lowanie asymptotyczne, efekt warstwy brzegowej

WST�P1

Rozwój in�ynierii materia�owej, trwaj�cy od ko�ca ubieg�ego stulecia, przyczyni� 
si� do znacznego wykorzystania elementów kompozytowych w budownictwie. Materia� 
kompozytowy rozumiany jest jako materia� z�o�ony z co najmniej dwóch sk�adników 
(faz), idealnie po��czonych, charakteryzuj�cych si� ró�nymi w stosunku do siebie w�a-
�ciwo�ciami.

Szczególnym przypadkiem materia�u kompozytowego jest materia� o funkcyjnej gra-
dacji w�asno�ci (Functionally Graded Material – FGM). Struktura materia�ów typu FGM 
jest niejednorodna i zazwyczaj ta niejednorodno�� wyst�puje w okre�lonym kierunku. 
Przyk�ad takiego materia�u w skali mikroskopowej, czyli z zarysowanymi granicami 
mi�dzy sk�adnikami poszczególnych warstw materia�u, zosta� zaprezentowany na rysun-
ku 1.

Zmiana w�asno�ci w przedstawionym kompozycie wyst�puje w kierunku prostopa-
d�ym do uwarstwienia. Inne przyk�ady materia�ów gradientowych, ich opis, histori� oraz 
metody modelownia matematycznego mo�na znale	� w publikacjach Suresh i Mortensen 
[1998] oraz Wo	niak i Nagórki [2007].
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Najwi�kszym wyzwaniem nauki, dotycz�cym struktur gradientowych, jest opraco-
wanie metod ich mikro- i makroprojektowania, jak równie� próba okre�lenia za pomoc� 
modelowania matematycznego w�a�ciwo�ci tych materia�ów, takich jak rozk�ad napr�-
�e�, odkszta�ce� czy temperatury.

Przedmiotem analizy jest przegroda wykonana z materia�u typu FGM, o poprzecznej 
gradacji w�asno�ci, poddana dzia�aniu stacjonarnego przewodnictwa ciep�a. Przegroda 

sk�ada si� z m warstw o sta�ej grubo�ci 1/ 1 ,L m
m

� �� � ��� �
	 


 gdzie m = 3
n, przy n ��N�. 

Ka�da warstwa sk�ada si� z dwóch ró�nych pod wzgl�dem w�asno�ci cieplnych izotropo-
wych, jednorodnych komponentów.

Rozpatrywana przegroda w kon� guracji odniesienia zajmuje obszar: ����(0, L) × �, 
����(0, H) × R, x � (0, L), � �2 3,x x x� 
�� . Dla kompozytu o grubo�ci warstw � oznaczo-
no przez ,R M

� �� �  podzbiory obszaru � zaj�te przez poszczególne sk�adniki, gdzie �R
�  to 

wzmocnienie, a M
��  – osnowa. Wspó�czynniki przewodzenia ciep�a w tych podzbiorach 

wynosz� odpowiednio: � � � � � � � � � �, x ,  gdy , x  i , x ,R R Mk x k x k x k x k x k�
� � � �� � 
� � �  

gdy � �, x Mx �
� . P�aszczyzna �rodkowa j-tej warstwy zde� niowana jako 

� �1
2j
�x x j�� � � � � , j = 1, ..., m w przestrzeni Ox, x2, x3 jest jej materia�ow� p�aszczy-

zn� symetrii. Funkcja � � � �1C� � 
 �  jest funkcj� opisuj�c� frakcj� materia�u wzmocnienia 
wyst�puj�cego w ka�dej warstwie, która ze wzgl�du na budow� kompozytu zale�y tylko 
od x. Przyjmuje ona warto�ci z przedzia�u (0, 1) dla ka�dego x ��(0, L). Udzia� materia�u 

Rys. 1. Schemat materia�u o poprzecznej gradacji w�asno�ci
Fig. 1. Scheme of FGM with transversal gradation
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osnowy w danej warstwie wynosi 1 – 	
·). Przyk�adowy rozk�ad funkcji 	
·) przedstawia 
rysunek 2.

Przewodnictwo cieplne w rozpatrywanej przegrodzie opisane jest równaniem Fouriera:

� � � �2 3 2 3, , , , 0q x x x f x x x�� � � �

� � � � � �2 3 2 3, , , ,q x x x k x x x x� � �� � ��  (1)

gdzie 
2 3

; ;
x x x

� �� � �
� � � �� � �� �

, f s� wewn�trznymi 	ród�ami ciep�a,

oraz zadanymi warunkami brzegowymi.

METODYKA

Rozpatrywana przegroda nie jest makroskopowo jednorodna, poniewa� wyst�puj�ce 
w równaniu (1) wspó�czynniki k� s� silnie oscyluj�cymi nieci�g�ymi funkcjami. Mimo to 
zachowanie przep�ywaj�cego strumienia ciep�a mo�na analizowa�, wykorzystuj�c meto-
dy stosowane do opisu zjawisk zachodz�cych w materia�ach jednorodnych. 

Opis metod okre�laj�cych w�asno�ci kompozytów typu FGM znajduje si� w pracy 
Wo	niak i innych [2008].

W dalszej cz��ci pracy ograniczono rozwa�ania do jednowymiarowego zagadnienia 
przewodnictwa ciep�a, w kierunku osi Ox, w p�aszczy	nie Oxx2. Rozwa�any kompo-
zyt w kon� guracji odniesienia zajmuje zatem obszar: ����(0, L)×(0, H), natomiast pole 
temperatury zale�y tylko od x. Równanie Fouriera dla zagadnienia jednowymiarowego 
redukuje si� do postaci:

� � � � 0d q x f x
dx � � �

� � � � � �dq x k x x
dx� � �� � �

 (2)

gdzie ��(0) = 0, ��(L) = �0.

Rys. 2. Funkcja charakteryzuj�ca  frakcj� materia�u wzmacniaj�cego kompozyt
Fig. 2. Function characterizing fraction of reinforcing material
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Rozk�ad temperatury w rozpatrywanym kompozycie o poprzecznej gradacji w�asno-
�ci wyznaczono, stosuj�c u�rednione równania modelu asymptotycznego [Wo	niak i in. 
2010]. Zgodnie z procedur� metody modelowania asymptotycznego dokonuje si� rozk�a-
du nieznanego pola temperatury:

� � � � � � � �x x h x x��� � � � �  (3)

gdzie: � � � � � �1, C� � � � 
 �  – niewiadome pola,
h�(·)  – dana z góry funkcja kszta�tu, spe�niaj�ca warunki: � � � �0 0,h h L� �� �  

� �� �/ 2 / 2,  1, ..., .j jh x v x j m� �
�  � �  � �

Ci�g�o�� wektora strumienia ciep�a w kierunku osi prostopad�ej do uwarstwienia
w ramach rozpatrywanego modelu asymptotycznego daje mo�liwo�� wyznaczenia nie-
znanego pola 

·). Pole to przyjmuje posta�:

� �
� � � �� �� �
� � � �� � � �

1
1

R M

M R

x x k k
x x

x k x k
� �� �

� � � ��
� � � �

Równanie na nieznane pole temperatury �(·) w ramach modelu asymptotycznego 
z warunkami brzegowymi �(0) = 0, �(L) = �0 przyjmie posta�:

� � � �0 0d dk x x
dx dx

� �� �� �
	 


 (4)

gdzie:

� � � �� �0 1
R M

M R

k kk
x k x k

�
� � � �

z warunkami brzegowymi �(0) = 0, �(L) = �0.
Dla zadanej funkcji, opisuj�cej rozk�ad wzmocnienia w rozpatrywanym kompozycie 

o poprzecznej gradacji w�asno�ci, przy zadanych warunkach brzegowych, mo�na wy-
znaczy� rozk�ad temperatury �(·) w ramach modelu asymptotycznego, wykorzystuj�c 
równanie (4).

Rozwi�zanie na temperatur� dla rozpatrywanego kompozytu o poprzecznej gradacji 
w�asno�ci, przyj�te zgodnie z formu�� aproksymacyjn�, mo�na zapisa� jako:

� � � � � � � � � � � �1
1x x h x M x x��� � � � � �  (5)

gdzie:

� �
� � � �� �� �

� �� � � �
1

1
R M

R M

x x k k
M x

k x k x
� �� �

� �
�� � �

Nie spe�nia ono zadanych warunków brzegowych, wynikaj�cych z modelowania 
asymptotycznego na brzegu � � ! " � � ! " 0

0 0 00, 0 0, HL L H# � $ % $ � # %# .
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W celu spe�nienia warunków brzegowych na brzegu �0 zastosowano metod� mo-
delowania tzw. efektu warstwy brzegowej zaproponowan� przez Wo	niak [2010b]. 
W tym podej�ciu nieznane pole temperatury w warstwie przyleg�ej do brzegów �0 mo�na 
przedstawiawi� jako:

� � � � � � � � � � � �2 1, ,x x h x x�� �� & � � � ' &  (6)

gdzie � jest wspó�rz�dn� prostopad�� odpowiednio do brzegu 0
0#  oraz 0

H#  i skierowan� do 
�rodka kompozytu. 

W powy�szej reprezentacji � � � �1
�� �  jest temperatur� wyznaczon� dla danego kompo-

zytu o poprzecznej gradacji w�asno�ci, zgodnie z formu�� (5), natomiast funkcja � �' �  jest 
funkcj� wolnozmienn� ze wzgl�du na argument � i wyznaczon� w ramach modelu to-
lerancyjnego. Spe�nia ona ogólne równanie (7) przewodnictwa ciep�a bez 	róde� ciep�a 
w obszarze zaj�tym przez kompozyt [Wo	niak 2010b]:

� �� � 0kl
k lk h� �( � � ' �  (7)

które redukuje si� do postaci: 

� � � � � � � � � �
2

2 2 , , 0dh k x v x h h x v x
dx� � & � �

� �� & � & �� �
	 


 (8)

gdzie ,&
�

� �
�&  

z warunkiem brzegowym � � � � � �0 0
, dx M x x

dx# #
' & � � � .

Rozwi�zanie na poszukiwane pole temperatury dla rozpatrywanego kompozytu 
o poprzecznej gradacji w�asno�ci z uwzgl�dnieniem efektu warstwy brzegowej przyjmu-
je posta�:

na brzegu 0
0#

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� �� � � �0
0

2

2
2

, exp

d h x k x
dxd dx x h x M x x h x M x x

dx dx h x k x

� �

� � �
# � �

� �
� �� �� �� �	 
� � � �� & � � � � � � � � �&� � � �	 


� �
� �
	 


na brzegu 0
H#

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� �� � � �0

2

2
1 2

, exp
H

d h x k x
dxdx x h x M x x h x M x x

dx h x k x

� �

� � �
# � �

� �
� �� �� �� �	 
� � � �� & � � � � � � � � � �&� � � �	 


� �
� �
	 


 

 (9)
gdzie � jest wspó�rz�dn� prostopad�� do brzegu 0

0#  oraz 0
H# , skierowan� do �rodka kom-

pozytu. 

–

–
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Zjawisko efektu warstwy brzegowej wyst�puje tylko w obszarach przybrzegowych 
prostopad�ych do uwarstwienia. Na brzegu równoleg�ym do warstw zjawisko to nie wy-
st�puje z racji postawionych warunków na funkcj� kszta�tu.

PRZYK�AD OBLICZENIOWY

Rozpatrzmy przegrod� o poprzecznej gradacji w�asno�ci o grubo�ci L = 27 cm i wy-
soko�ci H = 200 cm, sk�adaj�c� si� z 27 warstw o sta�ej grubo�ci � = 1 cm. W ramach 
modelu asymptotycznego przyj�to nast�puj�ce warunki brzegowe na temperatur�: �(0) =
= 0°C, �(27) = 20°C. Rozk�ad funkcji 	
·) zadano w postaci 

 
� � /x x L� �

 
[Szlachetka 

i W�growska 2010b] (rys. 3). 

Z wykresu odczytano warto�ci funkcji 	
·) na przeci�ciu z p�aszczyznami symetrii 
wszystkich warstw (tab. 1), które okre�laj� poszczególne nasycenia. Na podstawie da-
nych z tabeli 1 przedstawiono odpowiadaj�cy im kompozyt dla kR = 0,045 W·m–1·K–1 
i kM = 1,7 W·m–1·K–1 (rys. 4).

Rys. 3. Rozk�ad funkcji 	
·)
Fig. 3. Distribution of function 	
·)

Tabela 1. Warto�ci funkcji charakteryzuj�cej frakcj� materia�u wzmacniaj�cego w ka�dej war-
stwie

Table 1. Values of the function characterizing fraction of the reinforcing material in each layer

Warstwa
Layer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

	 0,02 0,06 0,09 0,13 0,17 0,20 0,24 0,28 0,31 0,35 0,39 0,43 0,46 0,50
Warstwa
Layer 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

	 0,54 0,57 0,61 0,65 0,69 0,72 0,76 0,80 0,83 0,87 0,91 0,94 0,98
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Dla tak zadanego rozk�adu funkcji 	
·) rozk�ad temperatury w rozpatrywanym obsza-
rze opisany b�dzie funkcj� kwadratow� wkl�s�� o równaniu:

� � 20 0
2 2 .x x x

LL
� �

� � � �

Rozk�ad temperatury bez uwzgl�dnienia i z uwzgl�dnieniem efektu warstwy brze-
gowej na brzegu 0

0#  dla fragmentu kompozytu zaprezentowano na rysunku 5. Uzyskane 
rozk�ady temperatury wykazuj�, �e rozwi�zanie na temperatur� w postaci równania (6), 
oznaczone jako � �2 ,��  spe�nia zadane warunki brzegowe na brzegu 0

0#  (dla �����) w prze-
ciwie�stwie do rozwi�zania (5), oznaczonego jako � �1

�� . 
Rozwi�zanie � � � �2

�� �  opisuje rozk�ady temperatury w obszarze przybrzegowym 
(uwzgl�dnia efekt warstwy brzegowej) w odró�nieniu od rozwi�zania � � � �1

�� � . Na ry-
sunku 6 wykre�lono rozk�ad temperatury z uwzgl�dnieniem efektu warstwy brzegowej 
w ró�nych odleg�o�ciach � od brzegu 0

0#  dla fragmentu kompozytu. Wykres wykazuje, �e 
wraz ze zbli�aniem si� do brzegu zanikaj� oscylacje rozk�adu temperatury.

Rys. 4. Schemat kompozytu o gradacji poprzecznej dla zadanej funkcji 	
·)
Fig. 4. Scheme of FGM composite with transversal gradation  for a given function 	
·)
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Rys. 5. Rozk�ad temperatury z uwzgl�dnieniem � �� �2
��  i bez uwzgl�dnienia efektu warstwy brze-

gowej � �� �1
��  na brzegu 0

0#  dla fragmentu kompozytu
Fig. 5. Distribution of temperature with and without consideration of the boundary layer effect 

on the edge 0
0#  for a fragment of the composite

Rys. 6. Rozk�ad temperatury z uwzgl�dnieniem efektu warstwy brzegowej � �� �2
��  w ró�nych od-

leg�o�ciach � od brzegu 0
0#  dla fragmentu kompozytu

Fig. 6. Distribution of temperature with consideration of the boundary layer effect at different 
distances � from the edge 0

0#  for a fragment of the composite
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PODSUMOWANIE

Z postaci rozwi�zania (9) wynika, �e wp�yw efektu warstwy brzegowej na rozk�ad 
temperatury zanika wraz z odleg�o�ci� od brzegu. Mo�na �atwo wykaza�, �e na zanikanie 
efektu warstwy brzegowej wp�ywa budowa kompozytu oraz w�asno�ci termiczne sk�ad-
ników, z jakich jest on zbudowany. W wyniku przeprowadzonych oblicze� otrzymano, 
�e dla rozpatrywanego kompozytu w przypadku H = 200 cm wp�yw ten utrzymuje si� do 
g��boko�ci � 
 2 cm. 
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BOUNDARY LAYER EFFECT IN THICK TRANSWERSAL FGM PLATE  

Abstract. The stationary, one-dimensional heat conduction problem for transversal FGM 
was investigated. The in� uence of the boundary layer effect on the distribution of tem-
perature � elds in transversal FGM thick plate was considered. The plate was built of two 
homogeneous, isotropic heat conductors.

Key words: transversal FGM, heat conduction, asymptotic modelling, boundary layer 
effect
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