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OBLICZANIE PIERWSZEJ CZESTOSCI DRGAN
WLEASNYCH SEUPOW STALOWYCH O ZMIENNYM
PRZEKROJU POPRZECZNYM

CZESC 1. WYPROWADZENIE WZOROW

Jacek Jaworski, Marta Boniecka, Marcin Nycz
Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy rozwinigto przyblizony sposdb wyznaczania okresu drgan wlasnych
konstrukcji wiezowych (wedtug normy PN-77/B-02011), zastgpujac podziat stupa na skon-
czong liczb¢ mas skupionych i sumowanie iloczyndw mas i kwadratow ugig¢ przez cat-
kowanie. Wyprowadzono wzory do obliczen pierwszej czestosci (okresu) drgan wiasnych
dla stupéw w ksztalcie $cigtego stozka i Scigtego ostrostupa prawidlowego. Rozwigzano
takze szczegdlny przypadek stupéw w ksztalcie rur stozkowych (o $ciankach zbieznych),
kiedy tworzace stozka (lub ostrostupa) zewnetrznego i wewnetrznego przecinaja o$ stozka
(lub ostrostupa) w tym samym punkcie. Przyktady obliczen i pordwnanie wynikdw zostang
zamieszczone w drugiej czgsci pracy.

Stowa kluczowe: stup stalowy, okres drgan wlasnych, pierwsza czgsto$é drgan wiasnych

WSTEP

Stupy, a takze wieze i kominy naleza do konstrukcji podatnych na dynamiczne od-
dziatywanie wiatru. W celu oszacowania wielkos$ci obciazenia wiatrem nalezy okresli¢
wspolczynnik dziatania porywow wiatru, do czego z kolei potrzebne jest wyznaczenie
czestosei (lub okresu) drgan wlasnych konstrukcji. Najwigksza amplituda, a takze naj-
wigksze obcigzenia dynamiczne wystepuja podczas drgan gigtnych z pierwsza (najniz-
sza) czgstoscig drgan wlasnych.
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Wiejskiego, Wydzial Inzynierii i Ksztattowania Srodowiska, Katedra Budownictwa i Geodezji,
ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: jacek jaworski@sggw.pl



4 J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz

PRZYBLIZONE WZORY DO OBLICZEN DRGAN WEASNYCH
KONSTRUKCJI WIEZOWYCH WEDLUG PN-77/B-02011

W zataczniku 2 do normy PN-77/B-02011 zaproponowano trzy schematy konstrukcji
wiezowych i podano dla nich wzory na obliczenie okresu drgan wtasnych konstrukcji.
W niniejszej pracy interesuje nas schemat pierwszy i trzeci; pokazano je na rysunku 1.
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Rys. 1. Schematy do obliczen okresu drgan stupéw wedlug PN-77/B-02011: a — schemat pierw-
szy, b — schemat trzeci (shup o masie roztozonej na » mas skupionych); H — wysokos¢,
dy, dy — $rednica przy podstawie i przy wierzchotku, P — sita poprzeczna, m; — i-ta masa
skupiona (i=1, ..., n), f; — ugigcie na wysokosci i-tej masy pod dziataniem sity poprzecz-
nej P =1 przylozonej do swobodnego konca stupa, f; — ugigcie przy wierzchotku stupa

Fig. 1. Schemes for calculations of natural period of columns after PN-77/B-02011 standard:
a — the first scheme, b — the third scheme (mass of column divided in # concentrated mas-
ses); H —height, dy, d, — diameter at the footing and head of column, P — transverse force,
m; — concentrated mass (i = 1, ..., n), f; — deflection at the height of mass mi when the
transverse force P =1 is applied to the column head, f; — deflection at the column head

Pierwszy schemat (rys. la) przedstawia konstrukcj¢ wspornikowa w ksztalcie rury
stozkowej (wydrazonego stozka). Odpowiada to budowie niektorych konstrukcji wiezo-
wych i komindw, a takze shupéw. Do obliczenia okresu drgan wiasnych podano w normie
wWZzOr:

G

T=KH? |— (1
gEJ

gdzie: H — wysokos¢ wiezy,
G — cigzar wiezy na jednostke dtugosci na poziomie podstawy,
g — przyspieszenie ziemskie,
E — modut sprezystosci podtuznej,
J — moment bezwladnosci przekroju podstawy,
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Obliczanie pierwszej czesci drgan wlasnych stupow stalowych... 5

K —wspotczynnik zalezny od proporcji wymiaréw geometrycznych (stosunku
srednic i stosunku grubosci scianek przy wierzchotku i przy podstawie).

Wartos¢ wspdtczynnika K mozna odczyta¢ z wykresow lub obliczy¢ ze wzoréow po-
danych w tablicy Z2-2 na str. 35 normy PN-77/B-02011 — dla stupa o stalym przekroju
rurowym norma zaleca przyja¢ K = 1,79.

Trzeci schemat (rys. 1b) przedstawia konstrukcje wspornikowa, ktérej mase zasta-
piono pewna liczba mas skupionych. Zastgpujac mas¢ shupa przez n mas skupionych
i obliczajac przemieszczenia od statycznie obciazajacej wierzchotek stupa poziome;j sity
jednostkowej P = 1, obliczy¢ mozna okres drgan wlasnych z podanego w normie wzoru:

2

gdzie: Q; — cigzar i-tej masy skupionej,
f; — przemieszczenie shupa na wysokosci i-tej masy pod dzialaniem sity P =1,
f1 — przemieszczenie wierzchotka stupa pod dziataniem sity P = 1.

Podobna postaé¢ do wzoru (1) ma jeden ze wzordéw do obliczania podstawowego okre-
su drgan wiasnych komindéw stalowych podany w zataczniku 3 normy PN-93/B-03201
—wzor (Z3-7).

METODYKA
Istota zaprezentowanego ujecia jest zastosowanie do schematu stupa, jak na rysunku

la, obliczen wedtug wzoru (2), w ktorym obliczanie wielko$ci dla mas skupionych zasta-
pione zostanie, ze wzglgdu na ciagly rozktad masy, calkowaniem:

M H

2 2
[ £ydm [ Fomeydx
0 =2 0

S S

T=2n 3)

Dla przejrzystosci zapisow 1 obliczen cigzary zastgpiono masami — dm jest masg ele-
mentarna, a M — catkowita masa slupa. Masa elementarna moze by¢ wyrazona jako ilo-
czyn statej gestosci materiatu (p), pola powierzchni przekroju poprzecznego (F), bedace-
go funkcja wspdtrzednej x i elementarnej grubosci warstwy (dx):

dm = pF (x)dlx @)

Po okresleniu masy elementarnej w funkcji dx catkujemy jak we wzorze (3) po wspot-
rzednej x, w granicach od 0 do H. Przyjeto zalozenia, ze materiat jest jednorodny i sprezy-
sty (E = const), zaleznosci opisujace elementarng mas¢, momenty bezwtadnosci i ugigcia
od wysokosci stupa sa funkcjami ciaglymi, a przemieszczenia sg mate.

Architectura 8 (1-2) 2009
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Zaleta tego ujecia jest wyrugowanie niedoktadnosci zwiazanej z odwzorowaniem
konstrukceji przez niewielka liczb¢ mas skupionych. Pozostaja natomiast wlasciwe dla
tej metody niedoktadnosci zwiagzane z arbitralnym przyjeciem ksztattu drgan w postaci
linii ugiecia, uproszczenia zwigzane z obliczeniem ugig¢ metoda Clebscha lub Maxwella-
-Mohra, pominigcie sit bezwladnosci w ruchu obrotowym. Obszerniejsze omowienie
tych uproszczen znalez¢é mozna na przyktad w pracach Awrejcewicza i Kryski [2000]
i Bijaka-Zochowskiego i innych [2006].

Opierajac si¢ na przyktadach rozwiazan dla pretow o statym przekroju, wielu auto-
réw wskazuje, ze metody uproszczone, w ktorych przyjmuje si¢, ze posta¢ drgan preta
odpowiada ksztattowi ugigcia przy obciazeniu statycznym, prowadza do matych niedo-
ktadnosci, ponizej 1-1,5% [Sutocki 1957, Solecki i Szymkiewicz 1964, Dylag i in. 2000].
Takze w tej pracy okres pierwszej postaci drgan wiasnych belki wspornikowej o stalym
przekroju obliczony wedtug wzoru (3) rdzni si¢ o niecate 1,5% od okresu wynikajacego
z rozwiazania czastkowego réwnania rdézniczkowego czwartego rzedu dla swobodnych
drgan poprzecznych belki, ktore okresla tzw. falg stojaca. Rozwigzanie to, uwazane za
doktadne, pozwala na obliczenie kolejnych czgstosci drgan swobodnych preta wsporni-
kowego o statym przekroju [Chmielewski i Zembaty 1998, Dylag i in. 2000]. Zapisujac
W tym rozwiazaniu okres pierwszej postaci drgan jak we wzorze (1), otrzymujemy, ze
K=1,7870188.

SLUP W KSZTALCIE SCIETEGO STOZKA

Dla pokazanego na rysunku 2 shupa w ksztalcie Scigtego stozka mozna zapisa¢ naste-
pujace zaleznos$ci geometryczne:
D, D,-D
Dy D 5y p—_ P 6y a="L="F""0 (7), n=Pr ()
L H+L D, -D, L H D,

gdzie: H — wysokos¢ stupa,
L — odlegtos¢ wierzchotka stupa od punktu przecigcia tworzacej z osia stupa,

D,, — srednica przy wierzchotku stupa,

Dy, — $rednica przy podstawie stupa,
a — wielko$¢ stata dla danego stupa.

Miegdzy wspdtrzednymi x i § zachodzi zwiazek x = & — L, a wigc:
D,-D,
D; = at; D, =D, za&.:a(x+L):T(x+L) ©)]
Elementarna masa (dm) moze by¢ wyrazona jako:

andx_ n(Dy—=D,)
4 S

2
dm=p (x+L)*dx (10)

Acta Sci. Pol.
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Rys. 2. Schemat do obliczen okresu drgan wiasnych dla $cigtego stozka: x, & — osie wspotrzed-
nych, H — wysokos¢, L — odleglos¢ wierzchotka stupa od punktu przecigcia tworzacej
stozka z osia stupa, D, Dy, Dy — $rednice przy wierzchotku dla wspdtrzednej x i przy
podstawie, P — sita poprzeczna, 1 — sita jednostkowa, k£ — odlegtos¢ od wierzchotka do
punktu przytozenia sity jednostkowe;j, f, fi — ugigcia stupa, dx — elementarna dhugos¢,
dm — elementarna masa

Fig. 2.  Scheme for calculations of natural period for frustum of cone: x, & — coordinate axes,
H — height, L — distance between the head of column and the point of intersection of the
generating line with a cone axis, Dy, Dy, Dy — diameters at head, for coordinate x and at
footing, P — transverse force, 1 —unit force, k£ — distance between the head of column and
the point of application of the unit force, f;, f; — deflections, dx — infinitesimal length,
dm — infinitesimal mass

a moment bezwladnosci przekroju jako:

nD? n (D —D )*
J, = R H4P (x+L)* (11)

Ugiecia na jednostke sity w odlegtosci k£ od wierzchotka stupa (0 < k < H) mozna
okresli¢ metoda Maxwella-Mohra, przyktadajac sitg¢ P = 1 do wierzchotka stupa, a sil¢
jednostkowa w punkcie odlegtym o k& od wierzchotka:

P
H(—xj[—l(x—k)] H
MpaMy | P dy = jx(x_k) dx (12)
EJ EJ EJ

X k X k X

H
fi=|
k
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a po scalkowaniu:

64H* I? L 1 I L
Je= 4| 3T 2 + 3 2t
En(D,-D,) | 3(H+L) (H+L) H+L 3(k+L) (k+L)

(13)

1 k kL k kL
- - +

+ + 2 3 2 3
k+L 2(H+L)y 3(H+L) 2(k+L) 3(k+L)

Przy wprowadzeniu wzoru (13) do dalszego calkowania k zostanie zastgpione przez
x, a f; przez f,. Ugigcie swobodnego konca stupa (sita 1 przylozona do wierzchotka)
Wynosi:

H 2 4 H 2
X 64H X
Si=|—dx= Z _[ - dx (14)
P B, En(D,-D,)" 5 (x+L)
a po scatkowaniu:
4 2
7 64H 1 L L 1 (15)

= |- + == +—
En(Dk-Dp)*| H+L (H+L)Y 3(H+L)* 3L

Wszystkie catkowania w tej pracy wykonano, korzystajac z rozwiazan calek poda-
nych w tablicach matematycznych [Spiegel i Abellanas 1991].

Podstawiajac wyrazenia ze wzorow (10), (11), (13) i (15) do wzoru (3), otrzymamy
wyrazenie na okres drgan stupa w postaci:

H
64pH” [A(x)’ (x+L)" dx
T=2n 0 > (16)
4E(D,-D,) B

gdzie przez A(x) i B oznaczono wyrazenia:

I? L 1 ? L
A(x)=— T+ == + T >+
3(H+L) (H+L) H+L 3(x+L)y (x+L) (17)
1 X xL X xL
+x+L+2 2 3 2t 3
(H+L) 3(H+L) 2(x+L)" 3(x+L)
2
_ 1 L 1 (18)

_H+L+(H+L)2 3(H+L) 3L

Acta Sci. Pol.
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Wyrazenie pod znakiem catkowania w liczniku wzoru (16) moze by¢ przeksztatcone
do postaci:

2
x(3H +L)-2(3H? +3HL + I* 2 2
( )-2( )+3x SN |

6(H+L) 6(x+LY

2
x(3H +L)-2(3H" +3HL+ L)
= - (x+L)* +
6(H+L) (19)

X(3H+L)=2(3H +3HL+ 7 ) 3,2 | 507 4 212

+2 (x+L)* +

6(H+L) 6(x+L)

2
2 2
+ M (x+L)Y>=D+E+F
6(x+L)

Nalezy teraz policzy¢ nastgpujaca catke:

H H H H
[(D+E+F)dxc= [Ddx+ [Edc+ [Fdx (20)
0 0 0 0

Przeksztalcajac wyrazy D, E i F do wygodniejszej postaci, catkujac i porzadkujac
wyniki catkowania, otrzymamy:

D:%{(3H+L)2(x4+2x3L+x2L2)—4(3H+L)><
6 (H+L)
, (21)
><(3H2+3HL+L2)(x3+2x2L+xL4)+4(3H2+3HL+L2) <x2+2xL+L2)}
H
dex:—H 6(£H6+ﬁH5L+ﬂH4L2+
0 6" (H+L) \'S 10 5 (22)
+%H3L3 +71H?L* + 26 HL® + 4L6)
po BH+L 32 +5x°L+2x[? 3H?+3HL+ L 3x” +5xL+ 2xL’ 23)
18(H +L)’ x+L 9(H+L) x+L
A H 17
jde = ——3(3145 +—H*L+7HL* + 2L5J (24)
0 9(H+L) 2

Architectura 8 (1-2) 2009
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1| 9x*  30LX° 37%°x* 200« art
- - o+ T+ o+ 7 (25)
36 (x+L) (x+L) (x+L) (x+L) (x+L)
H 4 2 3 4
dex:i Tx 3+2H+22L—6LlnH+L—43L L 28 - L .
0 36| (x+1) L H+L (H+L) (H+L)
(26)

Powyzsze wyrazenia stanowia juz rozwiazanie catkowania wedlug wzoru (3), postaé
rozwiazania mozna natomiast jeszcze uprosci¢. Po innym uporzadkowaniu wyrazow wy-
nik wzoru (20) mozna przedstawi¢ jako:

H
I(D+E+F)dx = %D,sm +14,7H L+52,2H*I* +
36(H+L)
+85,5H° +7AH*L* +33HL +61° - (27)

—[6HSL +36H*I? +90H I} +120H* L} +90HI> +361° +%L7]ln H ZL }

a wyrazenie w nawiasie kwadratowym wzoru (15) jako:

2 6
SR S — 3+L:;6[3H—+9H5+9H4L+3H3L2J
H+L (H+L) 3(H+L) 3L 9(H+L)

(28)
Uwzgledniajac w przeksztalceniach stosunek srednicy dolnej do goérnej (n) — wzor
(8), 1 uwzgledniajac, ze:
H

L=——
n—1

(29)

H+L

In =Inn 30)
otrzymuje si¢ po dalszych przeksztalceniach i uproszczeniach ponizsza, wygodna do
pewnych zastosowan posta¢é wzoru na okres drgan stupa w ksztalcie Scigtego stozka,
okreslony przez gesto$¢ materiatu (p), modut Younga (E), wysokos¢ (H), $rednice przy
wierzchotku (D)) i stosunek srednic dolnej do gornej (n):

T=2n

16pH> H2(1,8n7+2,1n6+1,8n5—18n4+23n3—15,3n2+5,4n—o,8—6n61nn)
) 12(n-1)" n*

ED,?(n-1

31)

Acta Sci. Pol.



Obliczanie pierwszej czesci drgan wlasnych stupow stalowych... 11

Do bezposrednich obliczen okresu drgan stupa w ksztalcie stozka wygodniejsza jest
natomiast nastgpujaca posta¢ wzoru:

anp? [P(1L877 +2,10° +1,8n° ~184* +230° ~15,30> +5,4n—0,8— 61" Inn)

T:
D, (n-1)’ 3E(n-1)n’

(32)

We wzorach (31) i (32) musi by¢ spelniony warunek, ze n # 1. Oznacza to, ze z wzoréw
tych nie wynika rozwiazanie dla walca, jako szczegdlnego przypadku stozka, gdy n = 1.

SLUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ O ZMIENNEJ GRUBOSCI
SCIANKI

Schemat obliczeniowy dla takiego przypadku przedstawiono na rysunku 3a. Stup ma
ksztalt Scigtego stozka z wspodtosiowym wydrazeniem tez w ksztalcie Scigtego stozka.
Scianka okreslonej w ten sposob bryty obrotowej ma w ogélnym przypadku zmienna
grubosé.

Wymiary opisujace budowg geometryczna stozka pokazano na rysunku 3a. Mozna
okresli¢ podane ponizej zwiazki dla stozka zewngtrznego:

Dy

n=—% 33
D, (33)
gl DDy D7D (34)
L H H
D
L=—2 g (35)
Dy -D, n—1
n
L+H = H
— (36)
i dla stozka wewngtrznego:
d
m=—k (37)
dy
d, d.—d, d,(m-1
p=—t "k P _ p(m=1 (38)
/ H H
jo_ e g H (39)
dy—d, m—1

Architectura 8 (1-2) 2009
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Rys. 3.

Fig. 3.
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L=l

Schemat do obliczen okresu drgan wlasnych dla rury w ksztalcie stozka: a — przypadek
ogolny, b — przypadek szczegodlny, gdy tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego
przecinaja o$ stozka w jednym punkcie; x, &, y — osie wspotrzednych, H — wysokosé,
L, [ — odlegtosci wierzchotka stupa od punktéw przecigcia tworzacych stozka zewngtrz-
nego i wewngtrznego z osig stupa, D, D, Dy, d), d, di,— zewngtrzne i wewngtrzne sred-
nice przy wierzchotku, dla wspotrzednej x 1 przy podstawie, P — sita poprzeczna, 1 — sita
jednostkowa, k — odlegtos¢ od wierzchotka do punktu przylozenia sily jednostkowe;j,
1, /i — ugiecia stupa, dx — elementarna dtugos¢, dm — elementarna masa

Scheme for calculations of natural period for tube shaped like a cone: a — general case,
b — special case when generating lines of external and internal cone are crossing the cone
axis in the same point; x, &, y — coordinate axes, H — height, L, / — distances between the
head of column and points of intersection of generating lines of external and internal
cones with a cone axis, Dy, Dy, Dy, d,,, dx, dj — external and internal diameters at head,
for coordinate x and at footing, P — transverse force, 1 — unit force, & — distance betwe-
en the head of column and the point of application of the unit force, f}, f; — deflections,
dx — infinitesimal length, dm — infinitesimal mass

I+H = H-" (40)

m—1

oraz zwiazki migdzy wymiarami stozka wewnetrznego i zewngtrznego:

u @); p=de @2

D, Dy

Acta Sci. Pol.
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Pomigdzy wspotrzednymi zachodza nastgpujace zwiazki:

E=x+L (43); x=x+l (44)

Ksztatt geometryczny shupa okreslony jest przez nastgpujace wielkosci: wysokosé
(H), srednicg przy wierzchotku (D)) i stosunki $rednic 7 i @ , przy czym zamiast 7 i o
mozemy uzywac m i f.

Z proporcji wymiarow

D Dy sy, e _9 4
x+L L x+1
wynikaja zwigzki:
D,(x+L d (x+1
D, :¥ @7; d, zﬁ (48)

Pozwala to na wyrazenie elementarnej masy i momentu bezwladnosci w funkcji x
jako:

n Dy | (x+L)}  , (x+1)
dm:pZ(Df—df)dxzp 4”[ — —o? | (49)
4 4 4
Ta a0, (x+L) ,(x+])
J =—(D"=d%)= - 50
X 64( X x) 64|: L4 a 14 ( )

Postgpujac podobnie jak w poprzednim punkcie, mozemy analogicznie do réwnan
(12) i (14) zapisa¢ wzory na f} i f;. Podstawiajac za§ powyzsze zwiazki do wzoru (3),
otrzymamy wyrazenie na okres drgan w postaci:

H
[
k(x+L) _a4(x+l)

Toon |20 L L (51)
4EDp x>
I 2 2 dx
0 (x+L) 4 (x+l)
Lt

W wyrazeniu tym po scatkowaniu wyrazenia w liczniku parametr &, podobnie jak
w zagadnieniu rozwigzywanym w poprzednim punkcie, stanie si¢ zmienng x. Ze wzgledu
na stopien skomplikowania catkowan we wzorze (51) rozwiazanie tak sformulowanego
problemu ogdlnego nie zostalo dotychczas przez autorow znalezione.

Architectura 8 (1-2) 2009



14 J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz

SEUP W KSZTALCIE RURY STOZKOWEJ — PRZYPADEK SZCZEGOLNY,
GDY L=1

Uwzgledniony tu zostanie szczegdlny przypadek, gdy tworzace stozka zewnetrznego
1 wewnetrznego (otworu) przecinaja si¢ w jednym punkcie, lezacym na osi stozkow (rys.
3b). Mozemy tu wykorzystac zaleznosci uzyskane w poprzednim punkcie z uwzglednie-
niem upraszczajacego warunku, ze L = /.

Otrzymamy wigc:

D, (1-a”)(n-1)°

2
dm=p VT (x+L) dx (52)
WD; 4 4 4
o= (1-o*)(n=1)"(x+1) (53)
_ 64H* ’]x(x—k) " (54)
* Bt (1-a)(n-1)" :
Dy (1-at)(n-1)" i (x+1)
H
EnD4(1 (x) -1t 5 (x+1)*
Uwzgledniajac, Ze:
M pnD? (1—0(2)(1’1—1)2 H
2, 14 2 2
Oj fEdm = e 6[ fE(x+L)dx (56)

i wykonujac dalsze obliczenia analogicznie jak w poprzednich punktach, podstawiajac
powyzsze zaleznosci do rownania (3), otrzymujemy wzor na okres drgan w postaci:

16pH” (1-0*
T=2mn X
EDP2 (1 —(x4>(n—1)2

(57

H?2 (1,8n7 + 2,108 +1,87° 180 +23n° —15,3n +5,4n— 0,8 — 61° 1nn)

X

12(n-1)"n*

W najbardziej ztozonych fragmentach tych obliczen mozemy wykorzysta¢ wyniki
catkowan przeprowadzonych dla przypadku stupa w ksztalcie stozka, co w decydujacy
Sposéb upraszcza otrzymanie rozwigzan.

Acta Sci. Pol.
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Wprowadzajac do wzoru (57) zalezno$¢:

1-o® 1 (58)
1-a* 1-a?
mozna przedstawi¢ ostateczny wynik w postaci:
16pH*
T=2n > P > 5
ED,? (1+0)(n-1) (59)

;g (1,8n7 42,108 +1,87° 180 +23n° —15,3n% +5,4n— 0,8 — 61° 1nn)

12(n-1y @

lub tez w najprostszej formie jako:

Ant? p(1,8n7 +2,11n° +1,8%° — 181 + 231 —15,3n% +5,4n— 0,8 — 61° 1nn)
T=

D, (n-1) 3E(1+a) (n-1)n’

(60)

Poréwnujac wyrazenia (31) 1 (59), widaé, ze migdzy okresem drgan dla Scigtego stoz-
ka i dla rury stozkowej ($cig¢tego stozka wydrazonego w szczegdlnym przypadku, gdy
tworzace stozka zewngtrznego i wewngtrznego przecinaja si¢ w tym samym punkcie na
osi stozka, czyli L = /) zachodzi prosta zaleznos¢:

1
— (61)

Tiso, =T
(59 =43y I+

gdzie zgodnie ze wzorem (41) o jest stosunkiem srednicy wewngtrznej do zewngtrznej

d
przy wierzchotku stupa: o = —£- . Takze w powyzszych wzorach obowiazuje warunek,

P
zen+1.

SLUP W KSZTALCIE OSTROSLUPA SCIETEGO PRAWIDLOWEGO

Wyprowadzone uprzednio wzory dla stozkow scigtych moga by¢ — po prostym ich
dostosowaniu — wykorzystane dla ostrostupow scigtych prawidlowych. Wymagane jest
jedynie okreslenie pola powierzchni i momentu bezwtadnosci przekroju poprzecznego.
Ponizej pokazano to na przykladzie stupa w ksztatcie ostrostupa scigtego prawidtowego
kwadratowego, dla ktorego wszystkie przekroje poprzeczne sa kwadratami (rys. 4).

Architectura 8 (1-2) 2009
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Rys. 4.

Fig. 4.

J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz
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Schemat do obliczen okresu drgan wiasnych dla $cigtego ostrostupa prawidtowego czwo-

rokatnego: x, & — osie wspotrzednych, H — wysoko$é, L — odlegtos¢ wierzchotka stupa
od punktu przecigeia tworzacej stozka z osig stupa, Dy, Dy, Dy — dtugosci bokow przy
wierzchotku dla wspoétrzednej x i przy podstawie, P — sita poprzeczna, 1 — sita jednostko-
wa, k — odlegto$¢ od wierzchotka do punktu przylozenia sity jednostkowej, i, f; — ugigcia
stupa, dx — elementarna dlugosé¢, dm — elementarna masa

Scheme for calculations of natural period for frustum of square pyramid; x, & — coordinate
axes, H — height, L — distance between the head of column and the point of intersection of
the generating line with a pyramid axis, Dy, Dy, Dy — lenghts of sides of square cross
sections, P — transverse force, 1 — unit force, k£ — distance between the head of column and
the point of application of the unit force, f1, f; — deflections, dx — infinitesimal length, dm
— infinitesimal mass

Acta Sci. Pol.
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Wprowadzajac jak poprzednio oznaczenie:

Dy _, G

otrzymamy zaleznos¢

(Dkk —ka)(x+L) _Dy (n=1)(x+L)

D:
ke H H

(63)

gdzie: Dy, Dy i Dy, sa dlugosciami bokow kwadratow dla odpowiednich przekrojow
shupa.

Okreslenie ponizszych zwiazkow (jak poprzednio z zastrzezeniem, ze n # 1):

Dy, (n-1)°

dm = pD,?xdx =p 7 (x+ L)2 dx (64)

D _ Dy (n-1y*

12 12H* (X+L)4 (63)
4 H o
7. 12H J-x(x k) dx (66)

EDY (n-1)* { (x+ 1)’

2

T (67)

12H*
h= 4
(x+L)

~ED} (n-1)?

S e

i przeprowadzenie analogicznych jak dla stozka obliczen, z wykorzystaniem wyniku cal-
kowania jak w przypadku stozka $cigtego, prowadzi do wzoru na okres drgan w postaci:

e \/H2 (1.8 +2,1° +1,87° ~18n* +230° ~15,3n% +5,4n 0,8~ 6n Inn
T=2n
)2

EDy,* (n-1 12(n-1)" n’

(68)
lub tez w najprostszej formie jako:

Py p(1,8n7 +2,11° +1,81° —18n* + 231> —15,3n% +5,4n— 0,8 — 61° 1nn)
T =
Dy, (n-1)’ 3E(1+a) (n-1)n°

(69)

Architectura 8 (1-2) 2009
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Poréwnujac wyrazenia (31) 1 (68), widaé, ze migdzy okresem drgan dla Scigtego stoz-
ka i dla Scigtego ostrostupa kwadratowego zachodzi prosta zalezno$¢:
12 NG

= T30 > (70)

Ten =T,
67) 7760 16

PODSUMOWANIE WYNIKOW

Otrzymane wyniki dla stozka Scigtego umozliwiaja proste obliczenia pierwszej czg-
stosci drgan wilasnych (gi¢tnych) stupdw o takim ksztalcie. Dla stupéw w ksztalcie rury
stozkowej otrzymano rozwigzanie dla szczegolnego przypadku, gdy tworzace stozka ze-
wnetrznego i wewngtrznego przecinaja si¢ na osi stozka w jednym punkcie (L =/). Inaczej
mowiac, jest to przypadek, w ktorym dla dwoch dowolnych przekrojow poprzecznych
stozka 1 i 2 stosunki grubosci Scianek (g,/g), srednic wewnetrznych (d>/d;) 1 zewngtrz-
nych (D,/D) sa state i rowne sobie. Otrzymane rozwiazania dla stozka (petnego i wydra-
zonego w szczegdlnym przypadku, gdy L = /) mozna w prosty sposob wykorzystaé dla
ostrostupow Scigtych prawidtowych (petnych i wydrazonych w szczegolnym przypadku,
gdy L =1). Wymagane jest jedynie okreslenie pola powierzchni i momentu bezwtadnos$ci
odpowiednich wielokatéw foremnych. Odpowiednie zwiazki dla ostrostupow: trdjkatne-
go, czworokatnego i szeSciokatnego, sa tatwe do wyprowadzenia [Boniecka 2009].

Otrzymane wzory sa podobne do wzordéw dla stupa w ksztalcie walca (o statym prze-
kroju poprzecznym):

4nH? [11p
d D \35E 71

Niemniej udowodnienie, ze wzdr dla walca jest szczegdlnym przypadkiem wzoru dla
Scigtego stozka nie jest proste. Wyprowadzone wzory dla $cigtego stozka (i rury stozko-
wej) majg sens matematyczny tylko dla przypadku, gdy » # 1 (a to odpowiada zastrzeze-
niu, ze D, # Dy).

Poniewaz istota zaprezentowanego ujgcia jest zastapienie sumowania odpowiednich
wyrazen dla modelu konstrukcji wiezowej, sktadajacego si¢ z pewnej liczby mas skupio-
nych, przez catkowanie tych wyrazen dla modelu o masie roztozonej w sposéb ciagty,
dlatego interesujace jest pytanie, jak doktadno$¢ uzyskanych wynikow zalezy od przyje-
tej liczby mas skupionych. Tabela 1 obrazuje wplyw liczby mas skupionych na doktad-
no$¢ rozwigzania (dla stupdw stalowych w ksztalcie walca i Scigtego stozka o wysokosci
H = 6 m, $rednicy walca D = 20 cm, $rednicy stozka przy podstawie D; = 20 cm i przy
wierzchotku D), = 10 cm). Za punkt odniesienia przyjeto wyniki dla mas roztozonych
W sposob ciagly (e« liczba mas).

Mozna zauwazy¢, ze o ile dla walca juz przy zastapieniu stupa 4 masami skupionymi
otrzymujemy wyniki zblizone, a przy 8 masach doktadne w stosunku do rozwiazania dla
mas roztozonych w sposob ciagly, o tyle w przypadku stozka do uzyskania zblizonych
wynikdw potrzebne jest przyjecie 16 mas skupionych. Zastosowanie wzoréw podanych
w pracy skraca i upraszcza obliczenia, ktdre sg znacznie tatwiejsze od obliczen potrzeb-
nych w przypadku zastgpienia masy shupa przez 8 lub 16 mas skupionych.
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Tabela 1. Wptyw liczby zastgpczych mas skupionych na doktadnos¢ rozwiazania
Table 1. Effect of the number of concentrated masses on the solution accuracy

Btad wzgledny okresu drgan wiasnych
Relative error of natural period

Liczba mas I-1. [%]
Number of masses T,
Walec Stozek scigty
Cylinder Frustum of cone
2 12,59 35,29
4 3,27 13,47
8 0,83 5,95
16 0,21 2,79
o) 0 0

Opisany sposdb wyznaczania czgstosci drgan wlasnych nie jest natomiast konkurencja
dla powszechnie dzi$ stosowanych programéw komputerowych, pracujacych najczesciej
z wykorzystaniem MES, ktére umozliwiaja wykonanie analizy modalnej konstrukcji.

Przyktady uzyskanych wynikéw iich porownanie z rezultatami obliczen wykonanych
wedhug normy PN-77/B-02011 i z uzyciem programu komputerowego przedstawione zo-
stang w drugiej czgsci tej pracy.
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CALCULATION OF FIRST NATURAL FREQUENCY OF STEEL COLUMNS
WITH VARIABLE CROSS-SECTIONS PART I DERIVATION OF FORMULAS

Abstract. An approximated method for calculations of the natural period for towers and co-
lumns (after PN-77/B-02011 standard) is evolved in the paper using the integration instead
of the summation of products of concentrated masses and squares of deflections. Formulas
for calculations of first natural frequency (period) for columns shaped like frustum of cone
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or pyramid are derived. The special case of tube columns shaped like a cone (or pyramid)
when generating lines of external and internal cone are crossing the cone (or pyramid) axis
in the same point is also solved. Examples of calculations and a comparison of results will
be published in the second part.

Key words: steel column, post, natural period, first natural frequency
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