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OBLICZANIE PIERWSZEJ CZ�STO�CI DRGA� 
W�ASNYCH S�UPÓW STALOWYCH O ZMIENNYM 
PRZEKROJU POPRZECZNYM
CZ��� I. WYPROWADZENIE WZORÓW  

Jacek Jaworski, Marta Boniecka, Marcin Nycz
Szko�a G�ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy rozwini�to przybli�ony sposób wyznaczania okresu drga� w�asnych 
konstrukcji wie�owych (wed�ug normy PN-77/B-02011), zast�puj�c podzia� s�upa na sko�-
czon� liczb� mas skupionych i sumowanie iloczynów mas i kwadratów ugi�� przez ca�-
kowanie. Wyprowadzono wzory do oblicze� pierwszej cz�sto�ci (okresu) drga� w�asnych 
dla s�upów w kszta�cie �ci�tego sto�ka i �ci�tego ostros�upa prawid�owego. Rozwi�zano 
tak�e szczególny przypadek s�upów w kszta�cie rur sto�kowych (o �ciankach zbie�nych), 
kiedy tworz�ce sto�ka (lub ostros�upa) zewn�trznego i wewn�trznego przecinaj� o� sto�ka 
(lub ostros�upa) w tym samym punkcie. Przyk�ady oblicze� i porównanie wyników zostan� 
zamieszczone w drugiej cz��ci pracy.

S�owa kluczowe: s�up stalowy, okres drga� w�asnych, pierwsza cz�sto�� drga� w�asnych

WST�P

S�upy, a tak�e wie�e i kominy nale�� do konstrukcji podatnych na dynamiczne od-
dzia�ywanie wiatru. W celu oszacowania wielko�ci obci��enia wiatrem nale�y okre�li� 
wspó�czynnik dzia�ania porywów wiatru, do czego z kolei potrzebne jest wyznaczenie 
cz�sto�ci (lub okresu) drga� w�asnych konstrukcji. Najwi�ksza amplituda, a tak�e naj-
wi�ksze obci��enia dynamiczne wyst�puj� podczas drga� gi�tnych z pierwsz� (najni�-
sz�) cz�sto�ci� drga� w�asnych. 
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ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: jacek_jaworski@sggw.pl
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PRZYBLI�ONE WZORY DO OBLICZE� DRGA� W�ASNYCH 
KONSTRUKCJI WIE�OWYCH WED�UG PN-77/B-02011

W za��czniku 2 do normy PN-77/B-02011 zaproponowano trzy schematy konstrukcji 
wie�owych i podano dla nich wzory na obliczenie okresu drga� w�asnych konstrukcji. 
W niniejszej pracy interesuje nas schemat pierwszy i trzeci; pokazano je na rysunku 1.

Pierwszy schemat (rys. 1a) przedstawia konstrukcj� wspornikow� w kszta�cie rury 
sto�kowej (wydr��onego sto�ka). Odpowiada to budowie niektórych konstrukcji wie�o-
wych i kominów, a tak�e s�upów. Do obliczenia okresu drga� w�asnych podano w normie 
wzór:

2

g
GT KH
EJ

�  (1)

gdzie: H – wysoko�� wie�y,
G – ci��ar wie�y na jednostk� d�ugo�ci na poziomie podstawy,
g – przyspieszenie ziemskie,
E – modu� spr��ysto�ci pod�u�nej,
J – moment bezw�adno�ci przekroju podstawy,

a b

Rys. 1. Schematy do oblicze� okresu drga� s�upów wed�ug PN-77/B-02011: a – schemat pierw-
szy, b – schemat trzeci (s�up o masie roz�o�onej na n mas skupionych); H – wysoko��, 
d1, d2 – �rednica przy podstawie i przy wierzcho�ku, P – si�a poprzeczna, mi – i-ta masa 
skupiona (i = 1, …, n), fi – ugi�cie na wysoko�ci i-tej masy pod dzia�aniem si�y poprzecz-
nej P = 1 przy�o�onej do swobodnego ko�ca s�upa, f1 – ugi�cie przy wierzcho�ku s�upa

Fig. 1. Schemes for calculations of natural period of columns after PN-77/B-02011 standard: 
a – the 
 rst scheme, b – the third scheme (mass of column divided in n concentrated mas-
ses); H – height, d1, d2 – diameter at the footing and head of column, P – transverse force, 
mi – concentrated mass (i = 1, …, n), fi – de� ection at the height of mass mi when  the 
transverse force P = 1 is applied to the column head, f1 – de� ection at the column head
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K – wspó�czynnik zale�ny od proporcji wymiarów geometrycznych (stosunku 
�rednic i stosunku grubo�ci �cianek przy wierzcho�ku i przy podstawie).

Warto�� wspó�czynnika K mo�na odczyta� z wykresów lub obliczy� ze wzorów po-
danych w tablicy Z2-2 na str. 35 normy PN-77/B-02011 – dla s�upa o sta�ym przekroju 
rurowym norma zaleca przyj�� K = 1,79.

Trzeci schemat (rys. 1b) przedstawia konstrukcj� wspornikow�, której mas� zast�-
piono pewn� liczb� mas skupionych. Zast�puj�c mas� s�upa przez n mas skupionych 
i obliczaj�c przemieszczenia od statycznie obci��aj�cej wierzcho�ek s�upa poziomej si�y 
jednostkowej P = 1, obliczy� mo�na okres drga� w�asnych z podanego w normie wzoru:
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gdzie: Qi – ci��ar i-tej masy skupionej,
fi – przemieszczenie s�upa na wysoko�ci i-tej masy pod dzia�aniem si�y P = 1,
f1 – przemieszczenie wierzcho�ka s�upa pod dzia�aniem si�y P = 1.

Podobn� posta� do wzoru (1) ma jeden ze wzorów do obliczania podstawowego okre-
su drga� w�asnych kominów stalowych podany w za��czniku 3 normy PN-93/B-03201  
– wzór (Z3-7).

METODYKA

Istot� zaprezentowanego uj�cia jest zastosowanie do schematu s�upa, jak na rysunku 
1a, oblicze� wed�ug wzoru (2), w którym obliczanie wielko�ci dla mas skupionych zast�-
pione zostanie, ze wzgl�du na ci�g�y rozk�ad masy, ca�kowaniem:

2 2
( ) ( ) ( )

0 0
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M H

x x xf dm f m dx
T

f f
� � � �

� �
 (3)

Dla przejrzysto�ci zapisów i oblicze� ci��ary zast�piono masami – dm jest mas� ele-
mentarn�, a M – ca�kowit� mas� s�upa. Masa elementarna mo�e by� wyra�ona jako ilo-
czyn sta�ej g�sto�ci materia�u (��, pola powierzchni przekroju poprzecznego (F), b�d�ce-
go funkcj� wspó�rz�dnej x i elementarnej grubo�ci warstwy (dx):

( )dm F x dx� �  (4)

Po okre�leniu masy elementarnej w funkcji dx ca�kujemy jak we wzorze (3) po wspó�-
rz�dnej x, w granicach od 0 do H. Przyj�to za�o�enia, �e materia� jest jednorodny i spr��y-
sty (E = const), zale�no�ci opisuj�ce elementarn� mas�, momenty bezw�adno�ci i ugi�cia 
od wysoko�ci s�upa s� funkcjami ci�g�ymi, a przemieszczenia s� ma�e. 



6                                                                                                                                            J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz

Acta Sci. Pol.

Zalet� tego uj�cia jest wyrugowanie niedok�adno�ci zwi�zanej z odwzorowaniem 
konstrukcji przez niewielk� liczb� mas skupionych. Pozostaj� natomiast w�a�ciwe dla 
tej metody niedok�adno�ci zwi�zane z arbitralnym przyj�ciem kszta�tu drga� w postaci 
linii ugi�cia, uproszczenia zwi�zane z obliczeniem ugi�� metod� Clebscha lub Maxwella-
-Mohra, pomini�cie si� bezw�adno�ci w ruchu obrotowym. Obszerniejsze omówienie 
tych uproszcze� znale�� mo�na na przyk�ad w pracach Awrejcewicza i Kryski [2000]
i Bijaka-ochowskiego i innych [2006].

Opieraj�c si� na przyk�adach rozwi�za� dla pr�tów o sta�ym przekroju, wielu auto-
rów wskazuje, �e metody uproszczone, w których przyjmuje si�, �e posta� drga� pr�ta 
odpowiada kszta�towi ugi�cia przy obci��eniu statycznym, prowadz� do ma�ych niedo-
k�adno�ci, poni�ej 1–1,5% [Su�ocki 1957, Solecki i Szymkiewicz 1964, Dyl�g i in. 2000]. 
Tak�e w tej pracy okres pierwszej postaci drga� w�asnych belki wspornikowej o sta�ym 
przekroju obliczony wed�ug wzoru (3) ró�ni si� o nieca�e 1,5% od okresu wynikaj�cego 
z rozwi�zania cz�stkowego równania ró�niczkowego czwartego rz�du dla swobodnych 
drga� poprzecznych belki, które okre�la tzw. fal� stoj�c�. Rozwi�zanie to, uwa�ane za 
dok�adne, pozwala na obliczenie kolejnych cz�sto�ci drga� swobodnych pr�ta wsporni-
kowego o sta�ym przekroju [Chmielewski i Zembaty 1998, Dyl�g i in. 2000]. Zapisuj�c 
w tym rozwi�zaniu okres pierwszej postaci drga� jak we wzorze (1), otrzymujemy, �e 
K = 1,7870188.

S�UP W KSZTA�CIE �CI�TEGO STO�KA

Dla pokazanego na rysunku 2 s�upa w kszta�cie �ci�tego sto�ka mo�na zapisa� nast�-
puj�ce zale�no�ci geometryczne:
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gdzie: H – wysoko�� s�upa,
L – odleg�o�� wierzcho�ka s�upa od punktu przeci�cia tworz�cej z osi� s�upa,
Dp – �rednica przy wierzcho�ku s�upa,
Dk – �rednica przy podstawie s�upa,
a – wielko�� sta�a dla danego s�upa.

Mi�dzy wspó�rz�dnymi x i 
 zachodzi zwi�zek x = 
 – L, a wi�c: 

;           ( ) ( ) k p
x

D D
D a D D a a x L x L
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Elementarna masa (dm) mo�e by� wyra�ona jako:
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� � � � �  (10)
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a moment bezw�adno�ci przekroju jako:

44
4
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J x L
H

	� �
� � �  (11)

Ugi�cia na jednostk� si�y w odleg�o�ci k od wierzcho�ka s�upa (0 � k � H) mo�na 
okre�li� metod� Maxwella-Mohra, przyk�adaj�c si�� P = 1 do wierzcho�ka s�upa, a si�� 
jednostkow� w punkcie odleg�ym o k od wierzcho�ka:

1 1
[ 1( )]

( )   

x
H H H

P
k

x x xk k k

P x k
M M x x kPf dx dx dx

EJ EJ EJ
�

� �	 	 	 � 	� �� � �� � �

 

(12)

Rys. 2. Schemat do oblicze� okresu drga� w�asnych dla �ci�tego sto�ka: x, � – osie wspó�rz�d-
nych, H – wysoko��, L – odleg�o�� wierzcho�ka s�upa od punktu przeci�cia tworz�cej 
sto�ka z osi� s�upa, Dp, Dx, Dk – �rednice przy wierzcho�ku dla wspó�rz�dnej x i przy 
podstawie, P – si�a poprzeczna, 1 – si�a jednostkowa, k – odleg�o�� od wierzcho�ka do 
punktu przy�o�enia si�y jednostkowej, f1, fk – ugi�cia s�upa, dx – elementarna d�ugo��, 
dm – elementarna masa

Fig. 2. Scheme for calculations of natural period for frustum of cone: x, � – coordinate axes, 
H – height, L – distance between the head of column and the point of intersection of the 
generating line with a cone axis, Dp, Dx, Dk – diameters at head, for coordinate x and at 
footing, P – transverse force, 1 – unit force, k – distance between the head of column and 
the point of application of the unit force, f1, fk – de� ections, dx – in
 nitesimal length, 
dm – in
 nitesimal mass 
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a po sca�kowaniu:
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(13)

Przy wprowadzeniu wzoru (13) do dalszego ca�kowania k zostanie zast�pione przez 
x, a fk przez fx. Ugi�cie swobodnego ko�ca s�upa (si�a 1 przy�o�ona do wierzcho�ka) 
wynosi:

2 4 2

1 4 4
0

64
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Ej E D D x L

� �
� 	 �� �  (14)

a po sca�kowaniu:
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(15)

Wszystkie ca�kowania w tej pracy wykonano, korzystaj�c z rozwi�za� ca�ek poda-
nych w tablicach matematycznych [Spiegel i Abellanas 1991].

Podstawiaj�c wyra�enia ze wzorów (10), (11), (13) i (15) do wzoru (3), otrzymamy 
wyra�enie na okres drga� s�upa w postaci:
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gdzie przez A(x) i B oznaczono wyra�enia:
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Wyra�enie pod znakiem ca�kowania w liczniku wzoru (16) mo�e by� przekszta�cone 
do postaci:

� � � �
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� �� �� �

� �� 	 � �
� �� � �
� ��� �

� 	 � � � �
� � �

� �

� �� �� �� � � � �
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(19)

Nale�y teraz policzy� nast�puj�c� ca�k�:

� �
0 0 0 0

H H H H

D E F dx Ddx Edx Fdx� � � � �� � � �  (20)

Przekszta�caj�c wyrazy D, E i F do wygodniejszej postaci, ca�kuj�c i porz�dkuj�c 
wyniki ca�kowania, otrzymamy:
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� � � � � � � � � �
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Powy�sze wyra�enia stanowi� ju� rozwi�zanie ca�kowania wed�ug wzoru (3), posta� 
rozwi�zania mo�na natomiast jeszcze upro�ci�. Po innym uporz�dkowaniu wyrazów wy-
nik wzoru (20) mo�na przedstawi� jako:

� �
� �

6 5 4 2
6

0

3 3 2 4 5 6

5 4 2 3 3 2 4 5 6 7

1,8 14,7 52, 2
36

85,5 74 33 6
66 36 90 120 90 36 ln

H HD E F dx H H L H L
H L

H L H L HL L
H LH L H L H L H L HL L L

H L

�� � � � � ���

� � � � 	

�� � �	 � � � � � � � �� � �
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(27)

a wyra�enie w nawiasie kwadratowym wzoru (15) jako:

� � � � � �
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	 � 	 � � � � � � �� � � � � �

 

 (28)

Uwzgl�dniaj�c w przekszta�ceniach stosunek �rednicy dolnej do górnej (n) – wzór 
(8), i uwzgl�dniaj�c, �e:

  
1

HL
n

�
	

 (29)

ln lnH L n
L
�

�  (30)

otrzymuje si� po dalszych przekszta�ceniach i uproszczeniach poni�sz�, wygodn� do 
pewnych zastosowa� posta� wzoru na okres drga� s�upa w kszta�cie �ci�tego sto�ka, 
okre�lony przez g�sto�� materia�u (�), modu� Younga (E), wysoko�� (H), �rednic� przy 
wierzcho�ku (Dp) i stosunek �rednic dolnej do górnej (n):
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Do bezpo�rednich oblicze� okresu drga� s�upa w kszta�cie sto�ka wygodniejsza jest 
natomiast nast�puj�ca posta� wzoru:

� �
� �

� �

7 6 5 4 3 2 62

3 3

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5, 4 0,8 6 ln4
3 11p

n n n n n n n n nHT
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� � � 	 � 	 � 	 	�
�

		

 

 (32)

We wzorach (31) i (32) musi by� spe�niony warunek, �e n � 1. Oznacza to, �e z wzorów 
tych nie wynika rozwi�zanie dla walca, jako szczególnego przypadku sto�ka, gdy n = 1.

S�UP W KSZTA�CIE RURY STO�KOWEJ O ZMIENNEJ GRUBO�CI 
�CIANKI

Schemat obliczeniowy dla takiego przypadku przedstawiono na rysunku 3a. S�up ma 
kszta�t �ci�tego sto�ka z wspó�osiowym wydr��eniem te� w kszta�cie �ci�tego sto�ka. 
	cianka okre�lonej w ten sposób bry�y obrotowej ma w ogólnym przypadku zmienn� 
grubo��.

Wymiary opisuj�ce budow� geometryczn� sto�ka pokazano na rysunku 3a. Mo�na 
okre�li� podane poni�ej zwi�zki dla sto�ka zewn�trznego:
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k p

D HL H
D D n

� �
	 	

 (35)

    
1

nL H H
n

� �
	

 (36)

i dla sto�ka wewn�trznego:

 k

p

d
m

d
�  (37)

( 1)p k p pd d d d m
b

l H H
	 	

� � �  (38)

1
k

k p

d Hl H
d d m

� �
	 	

 
(39)
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1

ml H H
m

� �
	

 (40)

oraz zwi�zki mi�dzy wymiarami sto�ka wewn�trznego i zewn�trznego:

 p

p

d
D

� �    (41);    k

k

d
D

� �    (42)

a                                                                                         b

Rys. 3. Schemat do oblicze� okresu drga� w�asnych dla rury w kszta�cie sto�ka: a – przypadek 
ogólny, b – przypadek szczególny, gdy tworz�ce sto�ka zewn�trznego i wewn�trznego 
przecinaj� o� sto�ka w jednym punkcie; x, �, � – osie wspó�rz�dnych, H – wysoko��, 
L, l – odleg�o�ci wierzcho�ka s�upa od punktów przeci�cia tworz�cych sto�ka zewn�trz-
nego i wewn�trznego z osi� s�upa, Dp, Dx, Dk, dp, dx, dk – zewn�trzne i wewn�trzne �red-
nice przy wierzcho�ku, dla wspó�rz�dnej x i przy podstawie, P – si�a poprzeczna, 1 – si�a 
jednostkowa, k – odleg�o�� od wierzcho�ka do punktu przy�o�enia si�y jednostkowej, 
f1, fk – ugi�cia s�upa, dx – elementarna d�ugo��, dm – elementarna masa

Fig. 3. Scheme for calculations of natural period for tube shaped like a cone: a – general case, 
b – special case when generating lines of external and internal cone are crossing the cone 
axis in the same point; x, �, � – coordinate axes, H – height, L, l – distances between the 
head of column and points of intersection of generating lines of external and internal 
cones with a cone axis, Dp, Dx, Dk, dp, dx, dk – external and internal diameters at head, 
for coordinate x and at footing, P – transverse force, 1 – unit force, k – distance betwe-
en the head of column and the point of application of the unit force, f1, fk – de� ections, 
dx – in
 nitesimal length, dm – in
 nitesimal mass 
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Pomi�dzy wspó�rz�dnymi zachodz� nast�puj�ce zwi�zki:

 x L
 � �    (43);    x l� � �    (44)

Kszta�t geometryczny s�upa okre�lony jest przez nast�puj�ce wielko�ci: wysoko�� 
(H), �rednic� przy wierzcho�ku (Dp) i stosunki �rednic n i � , przy czym zamiast n i � 
mo�emy u�ywa� m i �.

Z proporcji wymiarów

 px DD
x L L

�
�

   (45);    px dd
x l l

�
�

   (46)

wynikaj� zwi�zki:

� �p
x

D x L
D

L
�

�    (47);   
( )p

x
d x l

d
l
�

�    (48)

Pozwala to na wyra�enie elementarnej masy i momentu bezw�adno�ci w funkcji x 
jako:

� � � � � �2 22
2 2 2

2 24 4
p

x x
D x L x l

dm D d dx dx
L l

� �� � �� � �� � 	 � � 	�
� �� �

 (49)

� � � � � �4 44
4 4 4

4 464 64
p

x x x
D x L x l

J D d
L l

� �� � �� � �� 	 � 	�
� �� �

 (50)

Post�puj�c podobnie jak w poprzednim punkcie, mo�emy analogicznie do równa� 
(12) i (14) zapisa� wzory na fk i f1. Podstawiaj�c za� powy�sze zwi�zki do wzoru (3), 
otrzymamy wyra�enie na okres drga� w postaci:

� � � �

� � � �

4 4
4

4 4

2 2

4 4
0 4

4 4

( )

642
4

H

k

H
p

x x k dx
x L x l

L lT
ED x dx

x L x l
L l

	

� �
	�

�
� �

� �
	�

�

�
 (51)

W wyra�eniu tym po sca�kowaniu wyra�enia w liczniku parametr k, podobnie jak 
w zagadnieniu rozwi�zywanym w poprzednim punkcie, stanie si� zmienn� x. Ze wzgl�du 
na stopie� skomplikowania ca�kowa� we wzorze (51) rozwi�zanie tak sformu�owanego 
problemu ogólnego nie zosta�o dotychczas przez autorów znalezione.
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S�UP W KSZTA�CIE RURY STO�KOWEJ – PRZYPADEK SZCZEGÓLNY, 
GDY L = l

Uwzgl�dniony tu zostanie szczególny przypadek, gdy tworz�ce sto�ka zewn�trznego 
i wewn�trznego (otworu) przecinaj� si� w jednym punkcie, le��cym na osi sto�ków (rys. 
3b). Mo�emy tu wykorzysta� zale�no�ci uzyskane w poprzednim punkcie z uwzgl�dnie-
niem upraszczaj�cego warunku, �e L = l. 

Otrzymamy wi�c:

� � � �
� �

22 2
2

2

1 1

4
pD n

dm x L dx
H

� 	� 	
� � �  (52)

� �� � � �
4

4 44
4 1 1

64
p

x
D

J n x L
H

�
� 	� 	 �  (53)

� �� � � �

4

4 44 4

64 ( )
1 1

H

k
kp

H x x kf dx
E D n x L

	
�

� 	� 	 �
�  (54)

� �� � � �

4 2

1 4 44 4
0

64
1 1

H

p

H xf dx
E D n x L

�
� 	� 	 �

�  (55)

Uwzgl�dniaj�c, �e:

� �� �
� �

22 2
22 2

2
0 0

1 1

4

M Hp
x x

D n
f dm f x L dx

H

�� 	� 	
� �� �  (56)

i wykonuj�c dalsze obliczenia analogicznie jak w poprzednich punktach, podstawiaj�c 
powy�sze zale�no�ci do równania (3), otrzymujemy wzór na okres drga� w postaci:

� �
� � � �

� �
� �

2 2

22 4

2 7 6 5 4 3 2 6

5 3

16 1
2

1 1

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5, 4 0,8 6 ln

12 1

p

H
T

ED n

H n n n n n n n n n

n n

� 	�
� � �

	� 	

� � 	 � 	 � 	 	
�

	

 (57)

W najbardziej z�o�onych fragmentach tych oblicze� mo�emy wykorzysta� wyniki 
ca�kowa� przeprowadzonych dla przypadku s�upa w kszta�cie sto�ka, co w decyduj�cy 
sposób upraszcza otrzymanie rozwi�za�. 
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Wprowadzaj�c do wzoru (57) zale�no��:

2

4 2
1 1
1 1
	�

�
	� 	�

 (58)

mo�na przedstawi� ostateczny wynik w postaci:

� �� �

� �
� �

2

22 2

2 7 6 5 4 3 2 6

5 3

162
1 1

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5,4 0,8 6 ln

12 1

p

HT
ED n

H n n n n n n n n n

n n

�
� �

�� 	

� � 	 � 	 � 	 	

	

 (59)

lub te� w najprostszej formie jako:

� �
� �

� � � �

7 6 5 4 3 2 62

3 2 3

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5, 4 0,8 6 ln4
1 3 1 1p

n n n n n n n n nHT
D n E n n

� � � 	 � 	 � 	 	�
�

	 �� 	

 

 (60)

Porównuj�c wyra�enia (31) i (59), wida�, �e mi�dzy okresem drga� dla �ci�tego sto�-
ka i dla rury sto�kowej (�ci�tego sto�ka wydr��onego w szczególnym przypadku, gdy 
tworz�ce sto�ka zewn�trznego i wewn�trznego przecinaj� si� w tym samym punkcie na 
osi sto�ka, czyli L = l) zachodzi prosta zale�no��:

(59) (31) 2
1  

1
T T�

��
 (61)

gdzie zgodnie ze wzorem (41) � jest stosunkiem �rednicy wewn�trznej do zewn�trznej 

przy wierzcho�ku s�upa: p

p

d
D

� � . Tak�e w powy�szych wzorach obowi�zuje warunek, 

�e n � 1.

S�UP W KSZTA�CIE OSTROS�UPA �CI�TEGO PRAWID�OWEGO

Wyprowadzone uprzednio wzory dla sto�ków �ci�tych mog� by� – po prostym ich 
dostosowaniu – wykorzystane dla ostros�upów �ci�tych prawid�owych. Wymagane jest 
jedynie okre�lenie pola powierzchni i momentu bezw�adno�ci przekroju poprzecznego. 
Poni�ej pokazano to na przyk�adzie s�upa w kszta�cie ostros�upa �ci�tego prawid�owego 
kwadratowego, dla którego wszystkie przekroje poprzeczne s� kwadratami (rys. 4). 



16                                                                                                                                            J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz

Acta Sci. Pol.

Rys. 4. Schemat do oblicze� okresu drga� w�asnych dla �ci�tego ostros�upa prawid�owego czwo-
rok�tnego: x, � – osie wspó�rz�dnych, H – wysoko��, L – odleg�o�� wierzcho�ka s�upa 
od punktu przeci�cia tworz�cej sto�ka z osi� s�upa, Dkp, Dkx, Dkk – d�ugo�ci boków przy 
wierzcho�ku dla wspó�rz�dnej x i przy podstawie, P – si�a poprzeczna, 1 – si�a jednostko-
wa, k – odleg�o�� od wierzcho�ka do punktu przy�o�enia si�y jednostkowej, f1, fk – ugi�cia 
s�upa, dx – elementarna d�ugo��, dm – elementarna masa

Fig. 4. Scheme for calculations of natural period for frustum of square pyramid; x, � – coordinate 
axes, H – height, L – distance between the head of column and the point of intersection of 
the generating line with a pyramid axis, Dkp, Dkx, Dkk – lenghts of sides of  square cross 
sections, P – transverse force, 1 – unit force, k – distance between the head of column and 
the point of application of the unit force, f1, fk – de� ections, dx – in
 nitesimal length, dm 
– in
 nitesimal mass
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Wprowadzaj�c jak poprzednio oznaczenie:

kk

kp

D
n

D
�   (62)

otrzymamy zale�no��

� �� � � �� �1
  kk kp kp

kx

D D x L D n x L
D

H H

	 � 	 �
� �  (63)

gdzie: Dkp, Dkk i Dkx s� d�ugo�ciami boków kwadratów dla odpowiednich przekrojów 
s�upa.

Okre�lenie poni�szych zwi�zków (jak poprzednio z zastrze�eniem, �e n � 1):

� �
� �

22
22

2

1kp
kx

D n
dm D dx x L dx

H

	
� � � � �  (64)

� �
� �

444
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1
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kpkx
x

D nD
J x L
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� � �  (65)
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4 44
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k
kkp

H x x kf dx
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�  (66)

� � � �

4 2

1 4 44
0

12
1

H

kp

H xf dx
ED n x L

�
	 �

�  (67)

i przeprowadzenie analogicznych jak dla sto�ka oblicze�, z wykorzystaniem wyniku ca�-
kowania jak w przypadku sto�ka �ci�tego, prowadzi do wzoru na okres drga� w postaci:

� �
� �

� �

2 7 6 5 4 3 2 62

2 52 3

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5,4 0,8 6 ln122
1 12 1kp

H n n n n n n n n nHT
ED n n n

� � 	 � 	 � 	 	�
� �

	 	

 

 (68)
lub te� w najprostszej formie jako:

� �
� �
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7 6 5 4 3 2 62

3 2 3

1,8 2,1 1,8 18 23 15,3 5, 4 0,8 6 ln2
1 3 1 1kp

n n n n n n n n nHT
D n E n n

� � � 	 � 	 � 	 	�
�
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 (69)



18                                                                                                                                            J. Jaworski, M. Boniecka, M. Nycz

Acta Sci. Pol.

Porównuj�c wyra�enia (31) i (68), wida�, �e mi�dzy okresem drga� dla �ci�tego sto�-
ka i dla �ci�tego ostros�upa kwadratowego zachodzi prosta zale�no��:

(67) (30) (30)
12 3     
16 2

T T T� �  (70)

PODSUMOWANIE WYNIKÓW 

Otrzymane wyniki dla sto�ka �ci�tego umo�liwiaj� proste obliczenia pierwszej cz�-
sto�ci drga� w�asnych (gi�tnych) s�upów o takim kszta�cie. Dla s�upów w kszta�cie rury 
sto�kowej otrzymano rozwi�zanie dla szczególnego przypadku, gdy tworz�ce sto�ka ze-
wn�trznego i wewn�trznego przecinaj� si� na osi sto�ka w jednym punkcie (L = l). Inaczej 
mówi�c, jest to przypadek, w którym dla dwóch dowolnych przekrojów poprzecznych 
sto�ka 1 i 2 stosunki grubo�ci �cianek (g2/g1), �rednic wewn�trznych (d2/d1) i zewn�trz-
nych (D2/D1) s� sta�e i równe sobie. Otrzymane rozwi�zania dla sto�ka (pe�nego i wydr�-
�onego w szczególnym przypadku, gdy L = l) mo�na w prosty sposób wykorzysta� dla 
ostros�upów �ci�tych prawid�owych (pe�nych i wydr��onych w szczególnym przypadku, 
gdy L = l). Wymagane jest jedynie okre�lenie pola powierzchni i momentu bezw�adno�ci 
odpowiednich wielok�tów foremnych. Odpowiednie zwi�zki dla ostros�upów: trójk�tne-
go, czworok�tnego i sze�ciok�tnego, s� �atwe do wyprowadzenia [Boniecka 2009].  

Otrzymane wzory s� podobne do wzorów dla s�upa w kszta�cie walca (o sta�ym prze-
kroju poprzecznym):

24 11
35

HT
D E
� �

�  (71)

Niemniej udowodnienie, �e wzór dla walca jest szczególnym przypadkiem wzoru dla 
�ci�tego sto�ka nie jest proste. Wyprowadzone wzory dla �ci�tego sto�ka (i rury sto�ko-
wej) maj� sens matematyczny tylko dla przypadku, gdy n � 1 (a to odpowiada zastrze�e-
niu, �e Dp �  Dk).  

Poniewa� istot� zaprezentowanego uj�cia jest zast�pienie sumowania odpowiednich 
wyra�e� dla modelu konstrukcji wie�owej, sk�adaj�cego si� z pewnej liczby mas skupio-
nych, przez ca�kowanie tych wyra�e� dla modelu o masie roz�o�onej w sposób ci�g�y, 
dlatego interesuj�ce jest pytanie, jak dok�adno�� uzyskanych wyników zale�y od przyj�-
tej liczby mas skupionych. Tabela 1 obrazuje wp�yw liczby mas skupionych na dok�ad-
no�� rozwi�zania (dla s�upów stalowych w kszta�cie walca i �ci�tego sto�ka o wysoko�ci 
H = 6 m, �rednicy walca D = 20 cm, �rednicy sto�ka przy podstawie Dk = 20 cm i przy 
wierzcho�ku Dp = 10 cm). Za punkt odniesienia przyj�to wyniki dla mas roz�o�onych 
w sposób ci�g�y (� liczba mas).

Mo�na zauwa�y�, �e o ile dla walca ju� przy zast�pieniu s�upa 4 masami skupionymi 
otrzymujemy wyniki zbli�one, a przy 8 masach dok�adne w stosunku do rozwi�zania dla 
mas roz�o�onych w sposób ci�g�y, o tyle w przypadku sto�ka do uzyskania zbli�onych 
wyników potrzebne jest przyj�cie 16 mas skupionych. Zastosowanie wzorów podanych 
w pracy skraca i upraszcza obliczenia, które s� znacznie �atwiejsze od oblicze� potrzeb-
nych w przypadku zast�pienia masy s�upa przez 8 lub 16 mas skupionych.
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Opisany sposób wyznaczania cz�sto�ci drga� w�asnych nie jest natomiast konkurencj� 
dla powszechnie dzi� stosowanych programów komputerowych, pracuj�cych najcz��ciej 
z wykorzystaniem MES, które umo�liwiaj� wykonanie analizy modalnej konstrukcji. 

Przyk�ady uzyskanych wyników i ich porównanie z rezultatami oblicze� wykonanych 
wed�ug normy PN-77/B-02011 i z u�yciem programu komputerowego przedstawione zo-
stan� w drugiej cz��ci tej pracy.
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CALCULATION OF FIRST NATURAL FREQUENCY OF STEEL COLUMNS 
WITH VARIABLE CROSS-SECTIONS PART I DERIVATION OF FORMULAS 

Abstract. An approximated method for calculations of the natural period for towers and co-
lumns (after PN-77/B-02011 standard) is evolved in the paper using the integration instead 
of the summation of products of concentrated masses and squares of de� ections. Formulas 
for calculations of 
 rst natural frequency (period) for columns shaped like frustum of cone 

Tabela 1.  Wp�yw liczby zast�pczych mas skupionych na dok�adno�� rozwi�zania
Table 1.  Effect of the number of concentrated masses on the solution accuracy

Liczba mas
Number of masses

B��d wzgl�dny okresu drga� w�asnych
Relative error of natural period

T T

T
�

�

	  
[%]

Walec
Cylinder

Sto�ek �ci�ty
Frustum of cone

2 12,59 35,29
4 3,27 13,47
8 0,83 5,95

16 0,21 2,79
� 0 0
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or pyramid are derived. The special case of tube columns shaped like a cone (or pyramid) 
when generating lines of external and internal cone are crossing the cone (or pyramid) axis 
in the same point is also solved. Examples of calculations and a comparison of results will 
be published in the second part.

Key words: steel column, post, natural period, 
 rst natural frequency
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