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OBLICZANIE PIERWSZEJ CZ STO!CI DRGA" 
W#ASNYCH WIE$ KRATOWYCH O ZBIE$NYCH 
LINIOWO KRAW $NIKACH

Jacek Jaworski, Marcin Zadro ny

Szko!a G!ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wyprowadzono i zestawiono wzory na zast"pczy moment bezw!ad-

no#ci dla wie  o liniowej i kwadratowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci trzonu wie y od 

wysoko#ci. Uwzgl"dniono tak e wie e z kraw" nikami o sta!ym przekroju, nachylonymi 

do osi wie y pod sta!ym k$tem, przy za!o eniu,  e ca!y moment bezw!adno#ci pochodzi 

od kraw" ników. Na przyk!adzie trzyodcinkowej (dwukrotnie za!amanej), czterokraw" -

nikowej wie y antenowej wysoko#ci H = 99,5 m i masie w!asnej stalowej konstrukcji 

m % 146 t przedstawiono porównanie obliczonych warto#ci pierwszej cz"sto#ci (okresu) 

drga& w!asnych oraz ugi"cia wie y pod dzia!aniem si!y poprzecznej przy!o onej do jej 

wierzcho!ka z wynikami otrzymanymi dla modelu wie y wygenerowanego w programie 

Robot Millennium.

S%owa kluczowe: wie a stalowa, cz"sto#' drga& w!asnych, zast"pczy moment bezw!ad-

no#ci

WST P

Podstawowym obci$ eniem wie  antenowych jest obci$ enie wiatrem. Normowe ob-

liczenia wie  wiatrem, których zasady zebrane zosta!y i przedyskutowane mi"dzy inny-

mi w pracy Rykaluka [2005], wymagaj$ okre#lenia wspó!czynnika dzia!ania porywów 

wiatru, do czego potrzebna jest znajomo#' cz"sto#ci (lub okresu) drga& w!asnych wie y. 

Chodzi tu o pierwsz$ posta' drga& w!asnych gi"tnych.

Mimo mo liwo#ci wyznaczenia cz"sto#ci kolejnych postaci drga& w!asnych wie  

przy wykorzystaniu programów komputerowych, dla u!atwienia weryÞ kacji oblicze& 

i dla celów dydaktycznych korzystnie jest dysponowa' równaniami, pozwalaj$cymi na 

obliczenie cz"sto#ci drga& w!asnych wie , zw!aszcza tych, których moment bezw!ad-
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no#ci trzonu jest kwadratow$ funkcj$ wysoko#ci, co jest dobrym przybli eniem wie  

o zbie nych liniowo kraw" nikach. 

METODYKA

Jako model odniesienia przyj"to uk!ad drgaj$cy o jednym stopniu swobody, w postaci 

ustawionego pionowo i utwierdzonego dolnym ko&cem niewa kiego, spr" ystego, zgi-

nanego pr"ta o sta!ym przekroju (belki wspornikowej) i masie skupionej, zamocowanej 

na jego swobodnym ko&cu, jak pokazano na rysunku 1a. Podstawowe zale no#ci dla 

ruchu drgaj$cego takiego uk!adu (w dowolnym zgodnym uk!adzie jednostek) opisane s$ 

równaniami:

T
m

k
= 2π ;

    

f
T

=
1

;

    

ω =
k

m

 

(1, 2, 3)

gdzie: T – okres drga&, 

f – cz"sto#', 

) – cz"sto#' ko!owa drga&, 

m – masa, 

k – sta!a spr" yny.

Wyra aj$c spr" yste ugi"cie swobodnego ko&ca belki obci$ onej poprzeczn$ si!$ P 

jako f = PH3 (3EJ)–1 (rys. 1b) i wyznaczaj$c sztywno#' spr" yny jako k = Pf–1 = 3EJ·H–3,  

mo emy okre#li' okres drga& w!asnych (T) wzorem:

T
mH

EJ
= 2

3

3

π
 

(4)

Rys. 1.  Model wie y: a – model odniesienia, b – ugi"cie pod dzia!aniem si!y P, c – moment 

bezw!adno#ci i masa trzonu wie y s$ funkcjami wysoko#ci; H – wysoko#', m – masa, 

J – moment bezw!adno#ci, P – si!a poprzeczna, f – ugi"cie swobodnego ko&ca wie y

Fig. 1.  Model of a tower: a – reference model, b – deß ection caused by the force P, c – moment 

of inertia and mass of the tower shaft are functions of the height; H – height, m – mass, 

J – moment of inertia, P – transverse force, f – deß ection of the tower head

a b c
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gdzie: H – d!ugo#' belki (wysoko#' wie y), 

m – masa skupiona, 

J – sta!y moment bezw!adno#ci przekroju poprzecznego, 

E – modu! Younga.

Istot$ zastosowanego uj"cia problemu jest zachowanie podstawowego modelu od-

niesienia tak e dla wie  o ró nych zale no#ciach momentu bezw!adno#ci i masy trzo-

nu od wysoko#ci wie y (rys. 1c), przy czym we wzorze (4) wyst$pi odpowiednio masa 

zast"pcza (me) i zast"pczy moment bezw!adno#ci (Je), które uwzgl"dniaj$ rzeczywist$ 

konstrukcj" wie y:  

T
m H

EJ

e

e

= 2
3

3

π

 

(5)

Stosuj$c metod" Maxwella-Mohra i metod" ca!kowania równania ró niczkowego osi 

odkszta!conej pr"ta, wyprowadzono wzory na zast"pczy moment bezw!adno#ci dla wie  

o liniowej i kwadratowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci trzonu wie y od ich wyso-

ko#ci oraz dla wie  o zbie nych liniowo kraw" nikach. Zaadaptowano te wzory do ob-

licze& dla przyk!adowej wie y trójodcinkowej. Dla wyznaczenia masy zast"pczej wie y 

przyj"to sposób podany w za!$czniku 2 normy PN-77/B-02011, wymagaj$cy zast$pienia 

masy wie y pewn$ liczb$ mas skupionych i wyliczenia ugi"' ich #rodków ci" ko#ci pod 

dzia!aniem si!y poprzecznej, przy!o onej do jej wierzcho!ka. 

Celem sprawdzenia praktycznej przydatno#ci wyprowadzonych wzorów i zastoso-

wanej metody porównano wyniki oblicze& pierwszej cz"sto#ci drga& w!asnych i ugi"cia 

wie y z wynikami otrzymanymi dla komputerowego modelu dyskretnego na przyk!adzie 

kratowej wie y stalowej, trzyodcinkowej, czterokraw" nikowej, wysoko#ci 95,5 m. 

LINIOWA ZALE$NO!& MOMENTU BEZW#ADNO!CI TRZONU WIE$Y 
OD WYSOKO!CI

Rozpatrzmy wie " wysoko#ci H, momentach bezw!adno#ci górnego i dolnego ko&ca 

Jp i Jk oraz liniowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci od wspó!rz"dnej * (rys. 2a). Mo -

na zapisa',  e J = a *, gdzie a = const. Dla * = L; Jp = a L, a dla * = H + LJk = a (H + L).  

St$d a = Jp L–1 i Jk = JpL–1 (H + L), czyli 

a = (Jk – Jp) H–1   (6)

a odleg!o#' (L), dla której J = 0 (w tym punkcie jest pocz$tek osi *) wynosi:   

L
J H

J J

p

k p

=
−

 

(7)

W uk!adzie opisanym wspó!rz"dn$ x moment bezw!adno#ci wyrazi' mo na jako:

J a a x Lx = = +( )ξ
 

(8)
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Metod$ Maxwella-Mohra wyznaczamy ugi"cia ko&ca pr"ta f (dla si! P = 1 i P+ = 1, 

przy czym P ma wymiar si!y w przyj"tym uk!adzie jednostek, a P+ jest bezwymiaro-

we), uwzgl"dniaj$c wp!yw momentów gn$cych Mg i Mg+, a pomijaj$c cz!ony równania 

uwzgl"dniaj$ce si!y tn$ce i normalne, które maj$ tu drugorz"dne znaczenie:

f
M M

EJ
dx

x x

Ea x L
dx

aE

x

x L
dx

g g

x

H H H

= =
−( ) −( )

+( )
=

+( )∫ ∫ ∫
'

0 0

2

0

1
 

(9)

Porównuj$c to ugi"cie z ugi"ciem od si!y P = 1 belki z modelu podstawowego (z tego 

samego materia!u, o tej samej wysoko#ci i o sta!ym zast"pczym momencie bezw!adno#ci 

Je), mamy:

f
H

EJ aE

x

x L
dx

e

H

= =
+( )∫

3 2

0
3

1
 

(10)

Po sca!kowaniu (przy obliczaniu wszystkich ca!ek korzystano w tej pracy z tablic 

Spiegel i Abellanas [1991]) wyra enie na zast"pczy moment bezw!adno#ci ma posta': 

a b c

Rys. 2.  Schematy do oblicze& ugi"cia wie y: a – Jx = ax, b – Jx = ax2, c – wie a o zbie nych linio-

wo kraw" nikach; H – wysoko#', x, y – osie wspó!rz"dnych, * – wspó!rz"dna o pocz$tku 

w punkcie 0, dla którego J = 0 (ale J = Jo dla rys. c), L – odleg!o#' od górnego ko&ca 

wie y do punktu 0, , – k$t nachylenia kraw" nika do osi wie y, P – si!a poprzeczna, 

P+ – si!a jednostkowa, J – moment bezw!adno#ci, Jp , Jk – momenty bezw!adno#ci górne-

go i dolnego ko&ca wie y, Jo – moment bezw!adno#ci przekroju kraw" nika wzgl"dem 

jego osi g!ównej #rodkowej, cp , ck – odleg!o#' od osi wie y do #rodka ci" ko#ci kraw" -

nika, dla górnego i dolnego ko&ca wie y 

Fig. 2.  Schemes for calculations of tower deß ection: a – Jx = ax, b – Jx = ax2, c – a tower with constant 

sloping legs; H – height, x, y – coordinate axes, * – coordinate axis originated at point 0, for 

which J = 0 (but J = Jo for Fig. c), L – distance between the tower head and the point 0, , – an-

gle of inclination between the leg and the centre line of a tower, P – transverse force, P+ – force 

equal to 1, J – moment of inertia, Jp, Jk – moments of inertia for the tower head and bottom, Jo 

– moment of inertia of a leg section referred to the centre line of a leg, cp, ck – distance between 

the centre line of a tower and the centre line of a leg section, for the tower head and bottom
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J
aH

H
H

L L
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L

e =
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3
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2
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(11)

gdzie a i L okre#lone s$ wzorami (6) i (7). Wstawiaj$c te wyra enia do wzoru (11), otrzy-

mamy posta' rozwi$zania, w której nie wyst"puje H:

J
J J

J J J
J

J

e

k p

k p p
k

p

=
−( )

−( ) + −






















2

3 2 2 1

3

2 2 ln

 

(12)

Przypadek ten nie odpowiada rzeczywistym konstrukcjom wie  i nie ma istotnego 

znaczenia praktycznego, ale wyja#nia w najprostszy sposób przyj"ty tok post"powania.

KWADRATOWA ZALE$NO!& MOMENTU BEZW#ADNO!CI TRZONU 
WIE$Y OD WYSOKO!CI

Analogicznie post"pujemy, gdy zale no#' momentu bezw!adno#ci trzonu wie y od 

wspó!rz"dnej * (rys. 2b) okre#lona jest funkcj$ J = a *2, gdzie a = const. Dla * = L mamy

Jp = a *2 = a L2, a dla * = H + L mamy Jk = a (H + L)2 , co prowadzi do równania kwa-

dratowego:

J J L J HL J Hk p p p−( ) − − =2 22 0

 
(13)

o dwóch pierwiastkach:

L H J J J J Jp p k k p1
1= + − −( )( )  i L H J J Jp p k2 = −( )  (Jk – Jp)–1

z których uwzgl"dnimy L1, gdy  to odpowiada interesuj$cemu nas, stosowanemu w prak-

tyce kszta!towi wie . Zauwa my,  e L1 > L2 . Otrzymamy wi"c:

L H
J J J

J J

p p k

k p

=
+

−

 
(14)

a
J J

H J J

k p

p k

=
−( )

+( )

2

2 2

 

(15)

Porównuj$c ugi"cia, analogicznie jak w przypadku opisanym w poprzednim punkcie, 

mamy:

f
H

EJ aE

x

x L
dx

e

H

= =
+( )∫

3 2

2
0

3

1  
(16)
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Sk$d po sca!kowaniu otrzymamy wzór na zast"pczy moment bezw!adno#ci w postaci:

J
aH

H
L

H L
L

H L

L

e =

−
+

+ −
+




















3

2

3 1 2ln

 

(17)

gdzie L i a s$ okre#lone wzorami (14) i (15). Tak e i w tym przypadku, po podstawieniu 

L i a, otrzymamy posta' rozwi$zania, w której nie wyst"puje H:

J
B

A

A
A

A

A

e =
+

+
−

+





3

2 1

1
2

1
ln

gdzie:

 

A
J J J

J J

p p k

k p

=
+

−

  

i

  
B

J J

J J

k p

p k

=
−( )
+( )

2

2

 

(18)

WIE$A O ZBIE$NYCH LINIOWO KRAW $NIKACH

Gdy wie a zbudowana jest jako uk!ad pr"towy z kraw" nikami nachylonymi do jej 

osi pod sta!ym k$tem, jako moment bezw!adno#ci przekroju wie y przyjmowany jest za-

zwyczaj moment bezw!adno#ci kraw" ników. Przyjmuj$c,  e prostoliniowe kraw" niki 

s$ pr"tami o sta!ym przekroju, moment bezw!adno#ci w uk!adzie opisanym wspó!rz"dn$ 

* wyra a si" jako 

J n J Acξ ξ= +( )0
2

 
(19)

gdzie: Jo – moment bezw!adno#ci przekroju kraw" nika wzgl"dem jego osi g!ównej #rod-

kowej, 

A – pole powierzchni przekroju kraw" nika, 

c* – odleg!o#' od #rodka ci" ko#ci przekroju wie y do #rodka ci" ko#ci kraw" -

       nika, 

n – liczba kraw" ników. 

Wyra aj$c c* jako funkcj" k$ta pochylenia kraw" ników (,) lub wysoko#ci wie y (H) 

(rys. 2c):

c c c Hk pξ ξ α ξ= ⋅ = −( ) −tg 1  

(20)

i uwzgl"dniaj$c,  e * = x + Lo , mo emy wyrazi' moment bezw!adno#ci w uk!adzie opi-

sanym wspó!rz"dn$ x jako:

J J A
c c

H
x Lx

k p= +
−







 +( )0

2

0
2

 

(21)
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Prowadzi to do wzoru na ugi"cie w postaci:

f
M M

EJ
dx

x

EJ
dx

E

x

J A
c c

H
x L

g g

x

H

x

H

k p

H

= = =

+
−







 +( )

∫ ∫ ∫
'

0

2

0

2

0

2

0
20

1
ddx

 

(22)

Po sca!kowaniu i porównaniu ugi"' otrzymujemy zast"pczy moment bezw!adno#ci 

w postaci:

J
aH

H
b H bH c

c

b c

c b

H b

c b

b

c b

e =

−
+ +

+
−

−

+

−
−

−





− −
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2
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2
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(23)

gdzie: 

a A
c c

H
A

k p=
−







 =

2

2tg α;

   

b
cp=

2

tgα
;

   

c
Ac J

A

p=
+2

0

2tg α

lub te  jako 

J
A c c

c c c
Ac J

Ac J

Ac J

AJ
c

A

J

e

k p

k p p
k

p

p
k

=
−( )

− −
+

+
+

−
−−

3

2
0

2
0

2
0

0

1

0

3 ln tg ttg−





















1

0

c
A

J
p

 
(24)

Po odrzuceniu we wzorach (19) i (21) Jo, jako warto#ci niewielkiej wobec pozosta!ej 

cz"#ci momentu Jx, problem wie y o zbie nych liniowo kraw" nikach staje si" opisanym 

w poprzednim rozdziale zagadnieniem wie y o kwadratowej zale no#ci momentu bez-

w!adno#ci trzonu od wysoko#ci.

Porównuj$c wyniki otrzymane z rozwi$zania dok!adnego (23) i (24) i uproszczonego 

(17) i (18) na dwóch przyk!adach liczbowych – dla dolnego i #rodkowego odcinka wie y, 

stanowi$cej opisany w tej pracy przyk!ad obliczeniowy, otrzymano ró nice warto#ci Je, 

wynosz$ce odpowiednio 0,08 i 0,005%. Wida' wi"c,  e do celów praktycznych oblicze& ty-

powa wie a o zbie nych liniowo kraw" nikach mo e by' traktowana jako wie a, dla której 

moment bezw!adno#ci trzonu ro#nie proporcjonalnie do kwadratu wysoko#ci wie y. 

Gdyby w tych samych przyk!adach zastosowa' wzory (11) i (12), w!a#ciwe dla wie y 

o liniowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci trzonu od wysoko#ci, uzyskane warto#ci Je 

b"d$ obarczone ponad 20-procentowym b!"dem.

CA#KOWANIE RÓWNANIA RÓ$NICZKOWEGO OSI UGI TEJ PR TA

Wyprowadzone powy ej metod$ Maxwella-Mohra wzory mo na tak e otrzyma', ca!-
kuj$c równanie ró niczkowe osi odkszta!conej belki. Na rysunku 3a podano za!o enia 

dla przypadku kwadratowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci (Jx) od wspó!rz"dnej x 
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biegn$cej wzd!u  osi pr"ta. Moment bezw!adno#ci okre#lony jest jako: Jx = a (x + L)2, 

przy czym parametry L i a zosta!y okre#lone równaniami (14) i (15), a moment gn$cy 

wynosi: Mg = –P x.

Równanie ró niczkowe przyjmuje posta':

d y

dx

M

EJ

Px

Ea x L

g

x

2

2 2
=

−
=

+( )

 (25)

Ca!kuj$c dwukrotnie równanie (25) i wyznaczaj$c sta!e z warunków brzegowych (dla 

x = H; - = 0 i y = 0), gdzie y to ugi"cie, a - – k$t obrotu przekroju, otrzymujemy równanie:

aE

P
y H x

H L

H L
x L

x L

H L
= −( ) +

+
+ +( ) +

+
2

2 ln

 

(26)

Dla P = 1 i x = 0 otrzymamy ugi"cie zapisane w sposób równowa ny rozwi$zaniu 

ca!ki (16) i zast"pczy moment bezw!adno#ci w postaci identycznej z wzorem (17).

W przypadku gdy si!a przy!o ona jest w punkcie odleg!ym od pocz$tku uk!adu 

o odcinek Ho (jak na rys. 3b), Jx , a i L okre#lone s$ tak jak poprzednio, a moment gn$cy 

wyra a si" jako: Mg = –P (x + Ho), otrzymujemy równanie ró niczkowe w postaci:

d y

dx

M

EJ

P x H

Ea x L

g

x

2

2

0

2
=

−
=

+( )
+( )

 

(27)

Po podwójnym ca!kowaniu, wyznaczeniu sta!ych i uproszczeniu, otrzymamy wzór 

na ugi"cie:

aE

P
y H x

H L H

H L
x L H

x L

H L
= −( ) + −

+
+ + −( ) +

+
2

20
0 ln

 
(28)

Rys. 3.  Schematy do oblicze& ugi"cia belki: a – Jx = ax2, si!a P przy!o ona w punkcie 0, b – si!a 

P przy!o ona w odleg!o#ci Ho od punktu 0; H – wysoko#' wie y (d!ugo#' pr"ta), L – od-

leg!o#' od ko&ca pr"ta do punktu, dla którego J = 0, x, y – osie wspó!rz"dnych, P – si!a 

poprzeczna, Ho – odleg!o#' punktu przy!o enia si!y poprzecznej od swobodnego ko&ca 

pr"ta, J – moment bezw!adno#ci

Fig. 3.  Schemes for calculations of a beam deß ection: a – Jx = ax2, force P applied at a point 0, 

b – force P applied at a distance Ho from a point 0; H – tower height (length of a bar), 

L – distance between the end of a bar and the point where J = 0, x, y – coordinate axes, 

P – transverse force, Ho – distance between the point of application of transverse force 

and the free end of a bar, J – moment of inertia

a b
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zast"pczy moment bezw!adno#ci za# wyrazi si" jako:

J
aH

H
H L H

H L
L H

L

H L

e =
+ −

+
+ −( )

+






3

0
03

2
2 ln

 

(29)

WYZNACZANIE MASY ZAST PCZEJ

Z analizy cz"sto#ci ma!ych drga& swobodnych belki wspornikowej o sta!ym prze-

kroju i masie równomiernie roz!o onej wzd!u  jej d!ugo#ci (rys. 4a) wynika warto#' 

masy zast"pczej me = 0,2427 m (rozwi$zanie dok!adne), cz"sto przyjmuje si" te  me = 

= 33 : 140 m = 0,2357 m (rozwi$zanie metod$ energetyczn$) [Dyl$g i in. 2000]. Warto#ci 

te, mimo zupe!nie innej formy ruchu, niewiele ró ni$ si" od me = 0,25 m, jak w roz-

wi$zaniu dla wahad!a w postaci jednorodnego pr"ta zawieszonego przegubowo jednym 

ko&cem (rys. 4b).

Gdy wie a posiada trzon o sta!ym przekroju i umieszczone na nim masy skupione, 

norma PN-77/B-02011 podaje w za!$czniku 2 rozwi$zanie (rys. 4c) w formie:

T
m H

EJe
=

′
2

3

3

π

   

oraz 

  

′ = + ′′
=
∑m

H
m h mi

i

n

i
1 33

1403
1

3

 

(30)

a b c d

Rys. 4.  Schematy do wyznaczania masy zast"pczej pr"ta: a – jednorodna belka wspornikowa, 

b – wahad!o (jednorodny, sztywny pr"t), c – wie a o jednorodnym trzonie i masach sku-

pionych, d – wie a o ca!kowitej masie równej sumie mas mi; H – wysoko#', J, m% – mo-

ment bezw!adno#ci i masa trzonu wie y, mi – i-ta masa skupiona (i = 1, … , n), hi – wy-

soko#' i-tej masy, fi – ugi"cie na wysoko#ci i-tej masy pod dzia!aniem si!y poprzecznej 

P = 1 przy!o onej do swobodnego ko&ca wie y, P – si!a poprzeczna

Fig. 4.  Schemes for the determination of effective mass of the bar: a – homogeneous cantilever 

beam, b – pendulum (homogeneous, rigid bar), c – tower with homogeneous shaft and 

concentrated masses, d – tower of total weight equal to the sum of masses mi; H – height, 

J, m% – moment of inertia and mass of a tower shaft, mi – concentrated mass (i = 1, …, n), 

hi – height of mi, fi – deß ection on the height hi when the transverse force P = 1 is applied 

to the tower head, P – transverse force
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gdzie: mi, hi – warto#' i wysoko#' po!o enia i-tej masy skupionej, 

m. – masa ca!kowita konstrukcji wsporczej, 

Je – zast"pczy moment bezw!adno#ci okre#lony z równo#ci ugi"'.

Natomiast w przypadku zmiennego przekroju trzonu wie y nale y przyj$' schemat 

obliczeniowy wed!ug rysunku 4d, wtedy:

T

m f

f

i i
i

n

= =
∑

2

2

1

1

π

 

(31)

Porównuj$c wzory (5) i (31) i oznaczaj$c f1 jako f, masa zast"pcza mo e by' wyra-

 ona jako: 

m
EJ

H

m f

f
e

e
i i

i

n

= =
∑

3

3

2

1

 

(32)

Sposób ten pozwala na roz!o enie wie y na n odcinków sk!adowych i rozpatrzenie jej 

masy jako n mas skupionych, po!o onych w #rodkach ci" ko#ci poszczególnych odcin-

ków. Konieczne jest wtedy wyznaczenie ugi"cia dla ka dego z n #rodków ci" ko#ci.

PRZYK#AD OBLICZENIOWY

Podane uprzednio wzory zastosowano do obliczenia cz"sto#ci drga& w!asnych pro-

jektowanej stalowej wie y antenowej wysoko#ci 95,5 m [Zadro ny 2006]. Wie a jest 

dwukrotnie za!amana, o przekroju kwadratowym. Górny odcinek ma przekrój sta!y, dwa 

dolne odcinki maj$ kontur liniowy. Kraw" niki i wykratowanie g!ówne zaprojektowano 

z rur. Wie a posiada cztery platformy. Przyj"ta do oblicze& masa nieoblodzonej kon-

strukcji wsporczej wynosi 132,534 t, a po dodaniu masy platform m = 145,835 ton. Na 

rysunku 5 podano g!ówne parametry wie y, a w tablicy 1 zestawiono wielko#ci u yte do 

oblicze&.

Do obliczenia momentu zast"pczego wie y skorzystano z metody ca!kowania równa-

nia osi odkszta!conej pr"ta – rysunek 3 i wzory (25)–(28). Kolejne etapy oblicze& odpo-

wiadaj$ odcinkom wie y wed!ug rysunku 6. 

Dla dolnego odcinka mamy: Ho = H1 + H2 , a L3 i a3 s$ okre#lone odpowiednio wzorami

(14) i (15). Korzystaj$c z rozwi$zania ca!ki ze wzoru (27), mamy:

a E

P

H H L x H

H L x L

x L

H L

3
3

1 2 3 3

3 3 3

3

3 3

ϑ =
+ −( ) −( )

+( ) +( )
+

+
+

ln

 

(33)

a dla x = 0 i P = 1  
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i dla x = 0 i P = 1 
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(36)

co pozwala obliczy' dla P = 1 i x = 0 warto#ci liczbowe k$ta obrotu przekroju (-3) 

i ugi"cia (y3).

Rys. 5.  Parametry geometryczne wie y: H – wysoko#', c – odleg!o#' od osi wie y do osi kraw" -

nika, A – pole powierzchni przekroju 4 kraw" ników, J – moment bezw!adno#ci 4 kra-

w" ników wzgl"dem osi g!ównej #rodkowej przekroju wie y, Jo – moment bezw!adno#ci 

przekroju 4 kraw" ników wzgl"dem w!asnych osi g!ównych #rodkowych

Fig. 5.  Geometrical parameters of the tower: H – height, c – distance between the centre line of 

a tower and the centre line of a leg, A – cross-sectional area of four legs, J – moment of 

inertia of four legs referred to the centre line of a tower section, Jo – moment of inertia of 

four legs referred to the proper centre line of each leg 
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Tabela 1.  Porównanie ugi"' wie y pod wp!ywem si!y poprzecznej P = 1 kN przy!o onej do jej 

wierzcho!ka, obliczonych metod$ przyj"t$ przez autorów i programem Robot. Mas" 

wie y rozdzielono na 19 mas skupionych: 1–15 – masy prz"se!, 16–19 – masy platform

Table 1.  Comparison of tower deß ection, when the transverse force P = 1 kN is applied to the 

tower head, calculated by authors and computed by the program Robot. The mass of 

the tower is divided in 19 concentrated masses: 1–15 – masses of tower spans, 16–19 

– masses of platforms

Analogicznie post"pujemy dla odcinka #rodkowego, z tym  e Ho = H1, H = H2 , 

a warunki brzegowe: dla x = H2, - = -3 i y = y3. Dla P = 1 i x = 0 otrzymujemy wyra enia:
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(38)

które pozwalaj$ na wyliczenie warto#ci -2 i y2.

Masa

Mass

Warto#' 

i-tej masy 

Value of the mass 

mi

Wysoko#' #rodka 

ci" ko#ci i-tej masy

Height of the gravity 

centre of the mass 

mi

Ugi"cie na wysoko#ci hi

Deß ection on the height hi

obliczone w pracy

calculated

z programu Robot

computed

Nr – No mi [kg] hi [m] fi [cm] fi [cm]

1 45233,5 8,62 0,00027 0,0000

2 21980,9 22,02 0,00221 0,0012

3 7523,4 30,79 0,00438 0,0030

4 8289,8 36,13 0,00648 0,0052

5 13478,2 44,05 0,01098 0,0094

6 7980,5 52,31 0,01792 0,0160

7 5440,5 58,42 0,02491 0,0227

8 3760,7 62,85 0,03129 0,0287

9 4892,3 67,53 0,03978 0,0362

10 2750,0 72,32 0,05140 0,0484

11 2575,8 76,97 0,06795 0,0680

12 2429,9 81,61 0,08847 0,0924

13 2505,8 86,25 0,11220 0,1203

14 2497,6 90,87 0,13865 0,1520

15 1195,2 94,34 0,15877 0,1774

16 5913,5 33,00 0,00517 0,0036

17 5519,0 44,63 0,01142 0,0097

18 999,5 64,46 0,03438 0,0316

19 868,8 93,19 0,15200 0,1684
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Na ko&cu liczymy odcinek górny, dla którego Jx = J1, Mg = –P x, a warunki brzegowe 

s$: dla x = H1, - = -2, y = y2. Dla obci$ enia si!$ poprzeczn$ P = 1 kN obliczono: ugi"-

cie swobodnego ko&ca wie y y1 = 0,16561 cm i zast"pczy moment bezw!adno#ci Je = 

= 0,85515 m4. Dok!adnie takie same wyniki otrzymano metod$ Maxwella-Mohra.

Aby obliczy' mas" zast"pcz$, podzielono wie " na 15 segmentów (odpowiadaj$cych 

jednemu lub dwu prz"s!om konstrukcji), okre#laj$c mas" i #rodek ci" ko#ci ka dego 

z nich, oraz dodatkowo uwzgl"dniaj$c masy i #rodki ci" ko#ci ka dej z czterech platform. 

Korzystaj$c z podanych uprzednio rozwi$za&, obliczono ugi"cia wie y pod dzia!aniem 

przy!o onej na swobodnym ko&cu si!y poprzecznej P = 1, w punktach o wspó!rz"dnych 

x odpowiadaj$cych po!o eniu dziewi"tnastu #rodków ci" ko#ci. Nast"pnie ze wzo-

ru (32) obliczono mas" zast"pcz$ wie y: bez uwzgl"dnienia platform równ$ 6105,5 kg, 

a po uwzgl"dnieniu platform me = 6912,5 kg. Okres (cz"sto#') drga& mo na wyznaczy' 

z wzoru (31) lub wstawiaj$c do wzoru (5) obliczone warto#ci zast"pcze Je i me. Otrzyma-

no nast"puj$cy wynik: T = 0,6723 s (f = 1,4875 s–1).

Rys. 6.  Schemat post"powania dla przyk!adowej wie y trójodcinkowej: x, y – osie wspó!rz"d-

nych, H1, H2, H3 – d!ugo#ci trzech odcinków wie y, P – si!a poprzeczna, a2, L2, a3, L3 

– wielko#ci okre#lone równaniami (14) i (15), odpowiednio dla drugiego i trzeciego od-

cinka

Fig. 6.  Flow chart for exemplary three-section tower: x, y – coordinate axes, H1, H2, H3 – longi-

tudes of three tower sections, P – transverse force, a2, L2, a3, L3 – parameters deÞ ned by 

equations (14) and (15), for the second and the third section, respectively
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DYSKUSJA WYNIKÓW. PODSUMOWANIE

Otrzymane wzory obliczeniowe wyprowadzone zosta!y przy przyj"ciu wielu za!o e& 

upraszczaj$cych, niektóre z nich to: 

– wie a jest elementem idealnie liniowo-spr" ystym,

– moment bezw!adno#ci zwi$zany jest wy!$cznie z kraw" nikami wie y, pomini"to 

te  cz"#' momentu bezw!adno#ci (wzgl"dem #rodka ci" ko#ci kraw" nika), 

– przy obliczeniach metod$ Maxwella-Mohra uwzgl"dniono tylko wyrazy zwi$zane 

z momentem gn$cym, pomijaj$c si!y normalne i tn$ce; odpowiada to za!o eniu,  e bel-

ka obci$ ona jest wy!$cznie momentem gn$cym, przyjmowanemu przy wyprowadzeniu 

równania ró niczkowego osi ugi"tej belki,

– licz$c mas" zast"pcz$ przyj"to za!o enie podzia!u wie y na sko&czon$, niewielk$ 

liczb" segmentów, 

– za!o ono posta' drga& wie y i przyj"to,  e amplituda drga& jest ma!a; w przypadku 

wie  z odcinkami kraw" ników o ró nej zbie no#ci, zastosowane rozwi$zanie dotyczy 

przypadku o stosunkowo niewielkiej ró nicy sztywno#ci poszczególnych odcinków.

Wyniki w zakresie okresu (cz"sto#ci) pierwszej postaci drga& w!asnych gi"tnych 

uzyskane dla trójwymiarowego modelu wie y wygenerowanego w programie Robot 

Millennium (rys. 7), to T = 0,72 s (f = 1,388 s–1), a ugi"cie swobodnego ko&ca wie-

Rys. 7. Model komputerowy wie y – wie a ugi"ta obrazuje pierwsz$ posta' drga& w!asnych 

gi"tnych 

Fig. 7.  Computer model of a tower – deß ected tower exempliÞ es the Þ rst mode of transverse free 

vibration
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 y pod dzia!aniem przy!o onej do niego si!y poprzecznej P = 1 kN wynosi y1 = fmax = 

= 0,18655 cm. Wida' wi"c,  e dla analizowanego przyk!adu obliczeniowego ró nica wzgl"d-

na pomi"dzy wynikiem oblicze& komputerowych i wykonanych w sposób przedstawiony 

w niniejszej pracy dla okresu (cz"sto#ci) drga& nie przekracza 6,7%, a dla ugi"cia swo-

bodnego ko&ca wie y nie przekracza 11,2%.

 Uzyskana zbie no#' wyników pozwala uzna' przedstawion$ w artykule metod" 

obliczeniow$ za wystarczaj$co dok!adn$ dla praktycznych oblicze& wie . Szczególnie 

uwzgl"dniaj$c fakt,  e obliczenia takie wykonujemy zwykle we wst"pnych etapach pro-

jektowania wie y, podczas których dysponujemy jedynie przybli onymi warto#ciami po-

szczególnych mas. Porównanie ugi"' obliczonych w niniejszej pracy z wynikami kom-

puterowymi pokazuje tabela 1.

Wyprowadzone lub u yte w rozwi$zaniu wzory mog$ s!u y' w pewnych przypadkach 

do weryÞ kacji oblicze& komputerowych, maj$ te , zdaniem autorów, pewne znaczenie 

dydaktyczne. Mog$ by' te  u yte do oblicze& innych konstrukcji, których kszta!t odpo-

wiada liniowej lub kwadratowej zale no#ci momentu bezw!adno#ci od d!ugo#ci pr"ta. 

Warto zwróci' uwag",  e obliczony w przyk!adzie zast"pczy moment bezw!adno#ci 

odpowiada w przybli eniu „intuicyjnie oczekiwanej” przez wi"kszo#' osób warto#ci. Je-

#li natomiast chodzi o mas" zast"pcz$, to wst"pne przyj"cie jej w granicach me = 0,24 m 

lub obliczenie wed!ug schematu z rysunku 4c prowadzi do bardzo znacznego b!"du. 
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CALCULATION OF FIRST NATURAL FREQUENCY OF LATTICE TOWERS 
WITH A CONSTANT SLOPING LEGS 

Abstract. Formulas for the effective moment of inertia of towers with the linear and the 

square dependence between the moment of inertia of the tower shaft and the height of the 

tower are derived and compiled in the paper. Towers with legs of a constant cross-section 

and constant sloping are also included, assuming that the whole moment of inertia results 

from the legs. Comparison of a frequency (period) of a Þ rst mode of natural vibration and 

of a tower head deß ection calculated and computed using the Robot Millennium program 

is given for the model of aerial (antenna) steel tower 99.5 m high, with a pyramidal trunk 

shape, three sections, four legs and with the dead weight of ca. 130 ton.

Keywords: steel tower, natural frequency, effective moment of inertia
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