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Streszczenie. Zagadnienia teorii i praktyki in#ynierskiej materia ów z funkcjonaln$ grada-

cj$ w asno%ci efektywnych (ang. functionally graded materials, dalej FGM) nale#$ do jed-

nego z g ównych trendów rozwojowych wspó czesnej mechaniki materia ów. FGM s$ naj-

cz"%ciej traktowane jako mikroniejednorodne dwufazowe kompozyty o takim rozk adzie 

%rednich frakcji obu faz, który na poziomie makroskopowym zapewnia  agodne przej%cie 

od jednej fazy (w pewnej cz"%ci elementu konstrukcyjnego) do drugiej (w innej cz"%ci). Za-

gadnienia modelowania matematycznego FGM, podobnie jak problematyka modelowania 

kompozytów, s$ formu owane w %cis ym powi$zaniu mikromechaniki (tj. strukturalnego 

opisu materia u) oraz makromechaniki (opisu w asno%ci efektywnych). Tym samym meto-

dy matematyczne formu owania makroskopowych modeli FGM rozwijane wspó cze%nie na 

%wiecie adaptuj$ zwykle znane w mechanice metody modelowania kompozytów, natomiast 

koncepcj" matematyczn$ homogenizacji zast"puje si" koncepcj$ homogenizacji lokalnej 

(na poziomie makroskopowym). W ostatnich dwu dekadach rozwijane s$ w Polsce pewne 

nieasymptotyczne metody modelowania kompozytów i materia ów typu FGM, korzysta-

j$ce z tzw. tolerancyjnego u%redniania równa& ró#niczkowych cz$stkowych o nieci$g ych 

i silnie oscyluj$cych wspó czynnikach funkcyjnych. Podej%cie to wykorzystywane by o 

ostatnio przez grup" pracowników w Politechnice Cz"stochowskiej, Politechnice 'ódz-

kiej, Politechnice (l$skiej, Politechnice Wroc awskiej oraz w Szkole G ównej Gospodar-

stwa Wiejskiego. W ramach tych bada& wykazano, #e metoda tolerancyjnego u%redniania 

pewnych operatorów ró#niczkowych o nieci$g ych i silnie oscyluj$cych wspó czynnikach 

funkcyjnych w pe ni daje si" adaptowa) do modelowania matematycznego materia ów typu 

FGM o deterministycznej mikrostrukturze. Celem artyku u jest przedstawienie zwi"z ego 

opisu wyników zaproponowanej metody tolerancyjnego modelowania zarówno dla mikro-

struktur periodycznych, jak i dla mikrostruktur materia ów typu FGM. 
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S$owa kluczowe: modelowanie kompozytów, materia y typu FGM, tolerancyjne u%red-

nianie

WST%P

Ogólna koncepcja o%rodka materialnego z funkcjonaln$ gradacj$ w asno%ci efektyw-

nych zosta a sformu owana i by a rozwijana w drugiej po owie ubieg ego wieku, zw asz-

cza przez badaczy japo&skich. Koncepcja FGM polega na unikni"ciu bezpo%redniego 

po $czenia dwu materia ów o zdecydowanie ró#nych w asno%ciach makroskopowych 

poprzez wprowadzenie pewnej po%redniej warstwy materia owej, której w asno%ci zmie-

niaj$ si"  agodnie, gdy przechodzi si" od jednego materia u do drugiego. Tym samym uni-

ka si" powstania koncentracji napr"#e& na styku pomi"dzy materia ami o zdecydowanie 

ró#nych w asno%ciach, czego nast"pstwem mo#e by) powstanie defektów materia owych 

i awaria konstrukcji. Przyk adem takiego bezpo%redniego  $czenia materia ów mo#e by) 

na przyk ad bezpo%rednie powi$zanie os ony termicznej pojazdu kosmicznego z jego 

cz"%ci$ no%n$. Realizacja koncepcji o%rodka typu FGM jest dokonywana na poziomie 

mikrostrukturalnym, przy czym stopie& „nasycenia” o%rodka FGM przez poszczególne 

sk adniki materia u zmienia si" w sposób ci$g y. Sytuacja ta jest podobna do przypadku 

materia u kompozytowego, brak tu jednak#e mo#liwo%ci wyró#nienia pewnego elementu 

reprezentatywnego. Tym samym u%rednianie w asno%ci o%rodka typu FGM przeprowa-

dza) nale#y nie wzgl"dem elementu reprezentatywnego (jak w przypadku kompozytu), 

lecz w sposób lokalny.

Dotychczasowe metody modelownia matematycznego o%rodków typu FGM korzy-

staj$ najcz"%ciej z metod asymptotycznych, b"d$c pewnym uogólnieniem znanej dobrze 

koncepcji homogenizacji. W przypadku materia ów o mikrostrukturze deterministycznej 

w asno%ci o%rodka typu FGM s$ opisywane za pomoc$ funkcji lokalnie periodycznych 

[Bensoussan i in. 1978]. Na tej drodze uogólnia si" teori" homogenizacji asymptotycz-

nej, zast"puj$c j$ homogenizacj$ lokaln$, i w rezultacie otrzymuje si" modu y efektywne 

o%rodka mikroniejednorodnego nie jako sta e, lecz jako funkcje dostatecznie g adkie.

Literatura dotycz$ca modelowania matematycznego o%rodków typu FGM jest bardzo 

obszerna i nie b"dzie tutaj omawiana [Suresh i Mortensen 1998]. Niemniej jednak zna-

ne metody modelowania s$ w wi"kszym b$d! mniejszym stopniu zast$pieniem ró#nych 

wariantów metody homogenizacji (w tym homogenizacji asymptotycznej) na homoge-

nizacj" lokaln$, prowadz$c$ do koncepcji materia u makroniejednorodnego o  agodnie 

zmiennych w asno%ciach.

Metoda homogenizacji, s u#$ca do modelowania matematycznego na przyk ad kom-

pozytów mikroperiodycznych, nie jest oczywi%cie jedyn$ metod$ modelowania. W ci$-

gu ostatnich dziesi"cioleci zaproponowano i rozwijano w Polsce alternatywn$ metod" 

formu owania modeli matematycznych materia ów i konstrukcji o strukturze mikrope-

riodycznej. Metoda ta, zwana metod$ tolerancyjnego u%redniania, umo#liwia badanie 

pewnych zjawisk mikrostrukturalnych, które nie daj$ si" opisa) w ramach podej%cia ho-

mogenizacyjnego. Wymieni) tu mo#na na przyk ad zagadnienia typu warstwy pocz$tko-

wej lub warstwy brzegowej, a tak#e efekty mikrodynamiczne zaniedbywane w ramach 

teorii homogenizacji. Przegl$d prac z tego zakresu mo#na znale!) w monograÞ i Wo!niak 
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i Wierzbicki [2000]. W tej#e monograÞ i zauwa#ono tak#e, #e metoda tolerancyjnego 

u%redniania mo#e by) uogólniona z o%rodków o mikrostrukturze periodycznej na mi-

krostruktury lokalnie mikroperiodyczne. Termin „o%rodek lokalnie mikroperiodyczny” 

nale#y rozumie) jako o%rodek, którego mikrostruktur" mo#na lokalnie aproksymowa) 

mikrostruktur$ periodyczn$.

U"REDNIANIE TOLERANCYJNE O"RODKÓW TYPU FGM

Podstawowym poj"ciem metody u%redniania tolerancyjnego jest tolerancja rozumiana 

formalnie jako pewna relacja binarna, symetryczna i zwrotna, lecz nie przechodnia. Poj"-

cie to by o wykorzystane przez Zeemanna [1965] do formu owania tzw. topologii mózgu, 

a nast"pnie przez Ficher" [1992] przy omawianiu Þ zycznej interpretacji parabolicznego 

równania przewodnictwa cieplnego. W tym drugim przypadku wyja%niona zosta a sprawa 

pozornego paradoksu niesko&czonej pr"dko%ci rozchodzenia si" ciep a. Matematyczne 

poj"cie tolerancji zosta o wykorzystane nast"pnie do formu owania modeli matematycz-

nych struktur mikroperiodycznych – nale#y tu wymieni) prace Cz. Wo!niaka, E. Barona, 

J. J"drysiaka, W. Nagórki, K. Mazur-(niady, E. Wierzbickiego, M. Wo!niak, z których 

wi"kszo%) by a cytowana w monograÞ i Wo!niaka i Wierzbickiego [2000].

W przeciwie&stwie do metody homogenizacji asymptotycznej, gdzie formalnie prze-

chodzi si" do zera z parametrem mikrostruktury (%rednic$ komórki periodyczno%ci),

w modelowaniu tolerancyjnym parametr mikrostruktury jest sta y, zgodnie z jego Þ -

zycznym charakterem. Podstawowym poj"ciem jest „funkcja wolnozmienna na ko-

mórce periodyczno%ci”, tj. funkcja, któr$ wraz z jej pochodnymi mo#na uzna) za sta $ 

w obr"bie dowolnej komórki. U%rednienie tolerancyjne to u%rednienie, w ramach którego 

funkcje wolnozmienne mo#na wy $czy) z operatora u%redniania, uznaj$c, #e operacja ta 

wykonywana jest z pewn$ tolerancj$. W rezultacie u%rednione równania termomechaniki 

o%rodków mikroperiodycznych mog$ zawiera) sta e efektywne – wspó czynniki zale#ne 

tak#e od wielko%ci parametru mikrostruktury (w przeciwie&stwie do wspó czynników 

równa& w homogenizacji asymptotycznej). Tym samym równania otrzymane metod$ to-

lerancyjnego u%redniania maj$ ogólniejszy charakter ni# równania teorii homogenizacji. 

Warto tak#e zaznaczy), #e dokonuj$c formalnego przej%cia z parametrem mikrostruktury 

do zera, z równa& modelu tolerancyjnego otrzymuje si" pewne warianty homogenizacji 

asymptotycznej jako przypadki szczególne. Nale#y tak#e nadmieni), #e zastosowanie 

metody tolerancyjnego u%redniania do rozwi$zywania zagadnie& in#ynierskich umo#li-

wia weryÞ kacj" Þ zyczn$ otrzymanych wyników. Mo#na bowiem sprawdzi), czy otrzy-

mane z rozwi$zania niewiadome funkcje s$ wolno zmienne w ramach pewnej aprobowa-

nej tolerancji.

Jak ju# zaznaczono powy#ej, opis tej metody oraz liczne rozwi$zania zagadnie& szcze-

gólnych, dotycz$ce struktur mikroperiodycznych mo#na znale!) w monograÞ i Wo!niak 

i Wierzbicki [2000], a tak#e w cytowanych tam pracach.

Uogólnienie metody tolerancyjnego u%redniania ze struktur mikroperiodycznych na 

o%rodki deterministyczne typu FGM wymaga uogólnienia poj"cia funkcji lokalnie mikro-

periodycznej bez stosowania przej%) granicznych z parametrem mikrostruktury do zera. 

Zamiast tego nieÞ zycznego przej%cia wykorzystuje si" tutaj koncepcj" funkcji lokalnie 
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mikroperiodycznej w ramach pewnej tolerancji. Z Þ zycznego punktu widzenia funkcja 

lokalnie periodyczna, o dziedzinie zaw"#onej do dowolnej komórki, jest tolerancyjnie 

nierozró#nialna od pewnej funkcji mikroperiodycznej. Tolerancyjne u%rednianie równa& 

mikrostrukturalnych o%rodków typu FGM przebiega podobnie jak w przypadku struktur 

mikroperiodycznych. Wykazuje si" jednak, #e wspó czynniki funkcyjne otrzymanych 

równa& modelu s$ funkcjami wolnozmiennymi w ramach okre%lonej tolerancji. Liczba 

niewiadomych w równaniach modelu, jak równie# liczba równa& jest wi"ksza ni# liczba 

równa& w modelu homogenizacji asymptotycznej. Oprócz u%rednionych pól temperatury 

i przemieszcze& pojawiaj$ si" bowiem nowe niewiadome nazwane amplitudami ß uktu-

acji odpowiednio pól temperatury i przemieszcze&. Te ostatnie wprowadza si" do rozwa-

#a&, przedstawiaj$c a priori temperatur" i pole przemieszcze& jako sum" odpowiednio 

u%rednionych pól temperatury i przemieszcze& oraz niezale#nych ß uktuacji tych pól na 

poziomie mikrostrukturalnym.

Powy#sze ß uktuacje przedstawia si" jako sumy iloczynów amplitud ß uktuacji 

i odpowiednich tzw. funkcji kszta tu. Tym samym modele tolerancyjne mo#na formu-

 owa) z ró#n$ dok adno%ci$, wprowadzaj$c do rozwa#a& wi"ksz$ b$d! mniejsz$ liczb" 

funkcji kszta tu. Przy przej%ciu z parametrem mikrostruktury do zera w ramach modelu 

tolerancyjnego amplitudy ß uktuacji dadz$ si" wyrazi) poprzez gradienty u%rednionych 

pól temperatury i przemieszcze&, otrzymuj$c tzw. przybli#enie homogenizacyjne. Przy 

modelowaniu tolerancyjnym o%rodków typu FGM otrzymujemy wprawdzie równania 

ró#niczkowe o wspó czynnikach funkcyjnych, lecz wolnozmiennych w ramach okre%lo-

nej tolerancji. Podobnie jak w przypadku modelowania o%rodków mikroperiodycznych 

otrzymane rozwi$zania nale#y zweryÞ kowa) pod wzgl"dem Þ zycznym, tj. sprawdzi), 

czy otrzymane funkcje wolnozmienne s$ wyra#one w ramach aprobowanej przez nas 

tolerancji. Zarysowana powy#ej ogólna koncepcja modelowania tolerancyjnego zosta-

nie zobrazowana na przypadku szczególnym równania niestacjonarnego przewodnictwa 

cieplnego:

c Kɺθ θ− ∇ ∇( ) = 0

 
(1)

gdzie  ! jest polem temperatury, natomiast c i K s$ odpowiednio ciep em w a%ciwym 

i tensorem przewodnictwa ciep a, które przyjmuj$ sta e warto%ci: c1, c2, K1, K2, odpo-

wiednio w poszczególnych sk adnikach o%rodka typu FGM, b"d$c funkcjami "-perio-

dycznymi, gdzie " jest jedno-, dwu- lub trójwymiarow$ komórk$ o%rodka. Zgodnie 

z technik$ u%redniania tolerancyjnego nale#y dokona) rozk adu:

θ ϑ λϕ ψ= + A A
 

(2)

gdzie A = 1, 2, ..., N oraz!# jest %rednic$ komórki "$!tj. parametrem wielko%ci mikrostruk-

tury. Obowi$zuje konwencja sumacyjna, przy czym %A!s$ funkcjami wolnozmiennymi 

w komórce "(x)!o %rodku w punkcie x. Oznaczaj$c przez < f > (x) %redni$ po komórce 

"(x), otrzymuje si":

< > ≈ < >f x f xϑ ϑ( ) ( ) ,     
   

< ∇ > ≈ < ∇ >f x fA A A A( ) ( )ϕ ψ ϕ ψ 
 

(3)
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Podstawiaj$c wzór (2) do równania (1), otrzymuje si": 

< > = < > =L LAϑ ϕ ϑ       0 0,

 

(4)

Uwzgl"dniaj$c wzór (3), równania (4) przyjm$ posta):

< > − ∇ < > ∇ + < ∇ > =c K KA Aɺϑ ϑ ϕ ψ( ) 0

λ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ ψ ϕ ϑ2 0< > + < ∇ ∇ > + < ∇ > ∇ =c K KA B B A B B A
ɺ  (5)

W bardziej ogólnym przypadku drugie z równa& (5) zawiera równie# sk adniki po-

staci λ ϕ ϕ ϑ2∇ < > ∇( )K A B , gdzie ∇  jest gradientem funkcji w kierunku normalnym 

do obszaru ". W równaniach (5) wida) wyra!nie zale#no%) wspó czynników równa& od 

%rednicy # komórki ". Dla uproszczenia za o#ono tutaj, #e w rozpatrywanym o%rodku 

typu FGM komórk" "(x) o %rodku w dowolnym punkcie x otrzymuje si" przez translacj" 

"(x) = x + "& 'atwo zauwa#y), #e pomijaj$c w równaniach (5) sk adniki zale#ne od #, 

mo#na wyrugowa) amplitudy ß uktuacji %A, otrzymuj$c model typu homogenizacyjnego 

z lokalnym modu em efektywnym:

K K K K Keff A A B B= < > − < ∇ >< ∇ ∇ > < ∇ >− ϕ ϕ ϕ ϕ1
 

(6)

gdzie obowi$zuje sumowanie pod ug A i B. Rozwi$zanie zagadnienia brzegowo-po-

cz$tkowego dla równa& (5) prowadzi do funkcji ', %A$ jako funkcji wolno zmiennych 

w ramach tolerancji (3). Zaakceptowanie tej tolerancji zale#y od wymaganej dok adno-

%ci oblicze&. Niezale#nie od u%rednionych tolerancyjnie równa& (5) oraz modelu typu 

homogenizacyjnego, w którym formu a (2) przedstawia przybli#one rozwi$zania zagad-

nienia lokalnie periodycznego, w nast"puj$cych pracach wprowadzono tak#e modele 

typu warstwy brzegowej i pocz$tkowej: 'aci&ski 2006, 2007, Michalak i Wo!niak 2006, 

Rychlewska i Wo!niak 2006, Szymczyk i Wo!niak 2006, 'aci&ska i Wierzbicki 2007. 

W pracach tych równania dla amplitud %A (równania efektu brzegowego lub pocz$tkowe-

go) s$ niezale#ne od u%rednionego pola .

ZASTOSOWANIA W MECHANICE MATERIA ÓW

G ówna uwaga zastosowania techniki tolerancyjnego u%redniania do materia ów typu 

FGM koncentrowa a si" na o%rodkach o dwusk adnikowej strukturze warstwowej. Mamy 

tu do czynienia najcz"%ciej z warstwami o tej samej grubo%ci #$!przy czym ka#da z warstw 

sk ada si" z dwóch jednorodnych lamin o grubo%ciach #(!i #)$ przy czym #(!i #) nie s$ 

sta e, lecz istniej$ g adkie funkcje monotoniczne #1(x), #2(x), x *!+!,$!L!-, które s$ funk-

cjami wolnozmiennymi w ka#dym przedziale d ugo%ci #. Struktur" tak$ mo#na nazwa) 

struktur$ warstwow$ typu FGM; fragment takiej struktury przedstawiono na rysunku 1.

Zagadnienia niestacjonarnego przewodnictwa ciep a oraz zagadnienia elastodynami-

ki takich struktur by y rozpatrywane w pracach: 'aci&skiego [2006], Nagórki i Piwowar-
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skiego [2006], Rychlewskiej [2006], Rychlewskiej i Wo!niaka [2006], Szymczyk [2007], 

gdzie mi"dzy innymi rozpatrywano pewne zagadnienia optymalizacji.

W pracach 'aci&skiego [2007] oraz Szymczyk i Wo!niaka [2006] rozpatrywano tak#e  

modele tolerancyjne typu warstwy brzegowej i warstwy pocz$tkowej, a w pracach Wo!-

niak [1995], oraz Wo!niaka i in. [2005] zagadnienia uwzgl"dniaj$ce wp yw interlaminar-

nych mikrodefektów na elastodynamik" takiego o%rodka. 

Osobnym zagadnieniem by a analiza o%rodków typu FGM o tzw. s abej poprzecznej 

niejednorodno%ci. Fragment takiego o%rodka na poziomie mikrostrukturalnym przedsta-

wiono na rysunku 2.

Przedstawiono tam wybran$ warstw" takiego o%rodka, w której dolna lamina jest 

zbrojona cienkimi w óknami równoleg ymi do osi x1, natomiast osnowa obu lamin jest 

taka sama. 'atwo zauwa#y), #e w asno%ci obu lamin wzd u# osi x1 s$ praktycznie takie 

same (w ókna zbrojenia nie odgrywaj$ tu istotnej roli), natomiast zdecydowanie ró#ne 

w kierunku x2. W pracach tych dokonano tak#e porówna& wyników otrzymanych z mo-

delowania tolerancyjnego z wynikami numerycznymi otrzymanymi przez ca kowanie 

Rys. 1.  O%rodek o dwusk adnikowej strukturze warstwowej

Fig. 1.  Fragment of FGM on the macro- and microstructural level

Rys. 2.  O%rodek o s abej poprzecznej niejednorodno%ci

Fig. 2.  Medium with slightly transversally nonhomogenity 
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równa& ró#niczkowych termomechaniki na poziomie mikrostrukturalnym. Wspó czynni-

ki tych ostatnich równa& s$ nieci$g e, silnie oscyluj$ce i lokalnie periodyczne.

Oprócz o%rodków typu FGM o strukturze warstwowej by y równie# rozpatrywane 

o%rodki, w których grubo%ci warstw s$ zmienne w sposób przedstawiony na rysunku 3. 

Mamy tu do czynienia z o%rodkiem periodycznym w kierunku osi x2 o w asno%ciach 

efektywnych wolno zmieniaj$cych si" w kierunku osi x1. Wybrane zagadnienia tego ro-

dzaju struktur by y rozpatrywane przez Michalaka i Wo!niak [2006]. Przewodnictwo 

cieplne oraz w asno%ci lepkospr"#yste takich o%rodków by y analizowane w pracach: 

'aci&skiego [2006], Rychlewskiej [2006], i Szymczyk [2007]. Zarówno przy zastosowa-

niu ogólnego modelu tolerancyjnego, jak i przy zastosowaniu wersji uproszczonej tego 

modelu (modele efektu pocz$tkowego i brzegowego) i przybli#enia typu homogeniza-

cyjnego, w o%rodkach typu FGM, przedstawionych na rysunkach 2 i 3, mamy do czynie-

nia z w asno%ciami efektywnymi zmieniaj$cymi si" w kierunku osi x1 natomiast sta ymi 

w kierunku osi x2. 

Nieco inn$ sytuacj" przedstawiono na rysunku 4, gdzie mamy do czynienia z frag-

mentem o%rodka typu FGM, który jest zbrojony dwiema rodzinami cienkich, krótkich 

w ókien, równoleg ych odpowiednio do osi x1 i x2.

Rys. 3. O%rodek periodyczny w kierunku osi x2

Fig. 3. Medium periodic in the direction of the x2-axis

Rys. 4. O%rodek zbrojony dwiema rodzinami w ókien

Fig. 4. Scheme of reinforcement in the cross-section
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W zale#no%ci od struktury takiego o%rodka gradacja w asno%ci efektywnych mo#e 

zachodzi) w dowolnym kierunku na p aszczy!nie Ox1x2. Zagadnieniami przewodnictwa 

ciep a w takich o%rodkach zajmowa  si" Nagórko [2007], natomiast zagadnieniami ela-

stodynamiki Rychlewska [2007] i Szymczyk [2007].

ZASTOSOWANIA W MECHANICE KONSTRUKCJI

Struktury typu FGM mo#na równie# stosowa) w zagadnieniach belek p yt i pow ok. 

Punktem wyj%cia rozwa#a& na poziomie mikrostrukturalnym s$ 1-D (w przypadku belek) 

b$d! 2-D (w przypadku p yt i pow ok) modele matematyczne takich struktur, maj$ce lo-

kalnie periodyczne silnie oscyluj$ce i nieci$g e wspó czynniki funkcyjne. Ogólne podej-

%cie do u%redniania tolerancyjnego tych równa& zosta o omówione w rozdziale „U%red-

nianie tolerancyjne...” i zobrazowane przyk adem niestacjonarnego przep ywu ciep a.

Zagadnienia drga& harmonicznych oraz zagadnienia warto%ci w asnych by y anali-

zowane przez Mazur-(niady [2007]. Ta sama autorka zajmowa a si" problemami rucho-

mych obci$#e& na belkach zarówno w uj"ciu deterministycznym, jak i stochastycznym. 

Zagadnienia drga& cienkich p yt w ramach modelu Kirchhoffa oraz problemy stateczno-

%ci takich p yt by y rozpatrywane przez J"drysiaka i in. [2005], J"drysiaka [2007], J"dry-

siaka i Radzikowsk$ [2007]. Stateczno%) i drgania p yt typu FGM o %redniej grubo%ci to 

tematyka aktualnych prac Barona [2007]. W pracach Michalaka [1998, 1999] analizowa-

no a cienkie p yty periodycznie pofa dowane, a w pracach Tomczyk [2006, 2007] uwaga 

autorki koncentrowa a si" na cienkich pow okach walcowych.

Nale#y zaznaczy), #e wi"kszo%) opublikowanych wyników z tego zakresu dotyczy 

struktur mikroperiodycznych. Natomiast bie#$ce badania koncentruj$ si" na o%rodkach 

typu FGM.

PODSUMOWANIE

Jak dotychczas, g ówna uwaga dotycz$ca zastosowania metody tolerancyjnego u%red-

niania równa& ró#niczkowych zarówno do mechaniki cia a sta ego, jak i do mechaniki 

konstrukcji koncentrowa a si" na strukturach mikroperiodycznych. Obecnie prowadzone 

s$ badania w Politechnice Cz"stochowskiej, Politechnice 'ódzkiej, Politechnice (l$skiej, 

Politechnice Wroc awskiej oraz w Szkole G ównej Gospodarstwa Wiejskiego. Badania 

te dotycz$ przede wszystkim o%rodków typu FGM. G ówny nacisk po o#ony jest na te 

zagadnienia, które nie dadz$ si" analizowa) w ramach przybli#enia homogenizacyjnego, 

m.in. s$ to zagadnienia wp ywu mikrozaburze& pocz$tkowych pola temperatury i  prze-

mieszczenia na przebieg procesu termomechanicznego, jak równie# wp ywu odpowied-

nich zaburze& brzegowych na przebieg tego procesu. Badania prowadzone s$ w ramach 

teorii zlinearyzowanych, natomiast perspektywy dalszych bada& maj$ dotyczy) zagad-

nie& quasi-liniowych oraz problemów optymalizacyjnych w o%rodkach typu FGM przy 

zastosowaniu metody u%redniania tolerancyjnego. W przygotowaniu znajduje  si" obec-

nie obszerna monograÞ a dotycz$ca metody tolerancyjnego u%redniania w zagadnieniach 

mechaniki materia ów i mechaniki konstrukcji. Uwzgl"dniane s$ tu zarówno o%rodki 

o strukturze mikroperiodycznej, jak i o strukturze typu FGM.
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MATHEMATICAL MODELLING OF FUNCTIONALLY GRADED 
MATERIALS IN POLAND

Abstract. The lecture contains a general revues of results in the mathematical modelling 

of FGM and structures obtained in Poland. The main attention is posed  on the application 

of the new nonasymptotic method of micro-macro-modelling. This method is based on 

the tolerance averaging technique of differential operators with discontinuous and highly 

oscillating local periodic coefÞ cients which for microperiodic materials was developed in 

Wo!niak and Wierzbicki [2000].
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