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MODELOWANIE MATEMATYCZNE MATERIALOW

Z FUNKCJONALNA GRADACJA WLASNOSCI
EFEKTYWNYCH — WYNIKI BADAN I PERSPEKTYWY
ROZWOJOWE W POLSCE

Czestaw Wozniak!, Wiestaw Nagérko?

Politechnika Czestochowska
2Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Zagadnienia teorii i praktyki inzynierskiej materiatow z funkcjonalng grada-
cja whasnosci efektywnych (ang. functionally graded materials, dalej FGM) naleza do jed-
nego z gldwnych trendéw rozwojowych wspodtczesnej mechaniki materiatow. FGM sa naj-
czesciej traktowane jako mikroniejednorodne dwufazowe kompozyty o takim rozktadzie
$rednich frakcji obu faz, ktdry na poziomie makroskopowym zapewnia tagodne przejscie
od jednej fazy (w pewnej cze¢sci elementu konstrukcyjnego) do drugiej (w innej czgsci). Za-
gadnienia modelowania matematycznego FGM, podobnie jak problematyka modelowania
kompozytow, sa formutowane w $cistym powiazaniu mikromechaniki (tj. strukturalnego
opisu materiatu) oraz makromechaniki (opisu wtasnosci efektywnych). Tym samym meto-
dy matematyczne formutowania makroskopowych modeli FGM rozwijane wspotczesnie na
$wiecie adaptuja zwykle znane w mechanice metody modelowania kompozytow, natomiast
koncepcj¢ matematyczng homogenizacji zastgpuje si¢ koncepcja homogenizacji lokalnej
(na poziomie makroskopowym). W ostatnich dwu dekadach rozwijane sa w Polsce pewne
nieasymptotyczne metody modelowania kompozytow i materiatow typu FGM, korzysta-
jace z tzw. tolerancyjnego usredniania rownan rézniczkowych czastkowych o nieciaglych
i silnie oscylujacych wspotczynnikach funkcyjnych. Podejécie to wykorzystywane byto
ostatnio przez grupg pracownikow w Politechnice Czgstochowskiej, Politechnice £6dz-
kiej, Politechnice Slaskiej, Politechnice Wroctawskiej oraz w Szkole Gtownej Gospodar-
stwa Wiejskiego. W ramach tych badan wykazano, ze metoda tolerancyjnego usredniania
pewnych operatorow rézniczkowych o nieciagtych i silnie oscylujacych wspotczynnikach
funkcyjnych w pelni daje si¢ adaptowaé do modelowania matematycznego materialow typu
FGM o deterministycznej mikrostrukturze. Celem artykutu jest przedstawienie zwigztego
opisu wynikéw zaproponowanej metody tolerancyjnego modelowania zaréwno dla mikro-
struktur periodycznych, jak i dla mikrostruktur materiatéw typu FGM.
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Wiejskiego, Wydziat Inzynierii i Ksztattowania Srodowiska, Zaktad Mechaniki i Konstrukcji
Budowlanych, ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: wieslaw_nagorko@sggw.pl



24 Cz. Wozniak, W. Nagorko

Stowa kluczowe: modelowanie kompozytow, materialy typu FGM, tolerancyjne usred-
nianie

WSTEP

Ogodlna koncepcja osrodka materialnego z funkcjonalng gradacja wlasnosci efektyw-
nych zostala sformutowana i byta rozwijana w drugiej potowie ubiegltego wieku, zwlasz-
cza przez badaczy japonskich. Koncepcja FGM polega na uniknigciu bezposredniego
potaczenia dwu materiatdéw o zdecydowanie réznych wihasnosciach makroskopowych
poprzez wprowadzenie pewnej posredniej warstwy materiatowej, ktorej wlasnosci zmie-
niaja si¢ tagodnie, gdy przechodzi si¢ od jednego materiatu do drugiego. Tym samym uni-
ka si¢ powstania koncentracji naprezen na styku pomiedzy materiatami o zdecydowanie
réznych wlasnosciach, czego nastgpstwem moze by¢ powstanie defektow materiatowych
i awaria konstrukcji. Przyktadem takiego bezposredniego taczenia materiatéw moze by¢
na przyktad bezposrednie powiazanie ostony termicznej pojazdu kosmicznego z jego
czescig nosna. Realizacja koncepcji osrodka typu FGM jest dokonywana na poziomie
mikrostrukturalnym, przy czym stopien ,,nasycenia” osrodka FGM przez poszczegdlne
sktadniki materiatu zmienia si¢ w sposéb ciagly. Sytuacja ta jest podobna do przypadku
materiatu kompozytowego, brak tu jednakze mozliwosci wyrdznienia pewnego elementu
reprezentatywnego. Tym samym usrednianie wtasnosci osrodka typu FGM przeprowa-
dzaé nalezy nie wzglgdem elementu reprezentatywnego (jak w przypadku kompozytu),
lecz w sposob lokalny.

Dotychczasowe metody modelownia matematycznego osrodkow typu FGM korzy-
staja najczesciej z metod asymptotycznych, bedac pewnym uogélnieniem znanej dobrze
koncepcji homogenizacji. W przypadku materialow o mikrostrukturze deterministycznej
wiasnos$ci osrodka typu FGM sa opisywane za pomocg funkcji lokalnie periodycznych
[Bensoussan i in. 1978]. Na tej drodze uogoélnia si¢ teori¢ homogenizacji asymptotycz-
nej, zastepujac ja homogenizacja lokalna, i w rezultacie otrzymuje si¢ moduty efektywne
osrodka mikroniejednorodnego nie jako stale, lecz jako funkcje dostatecznie gtadkie.

Literatura dotyczaca modelowania matematycznego osrodkéw typu FGM jest bardzo
obszerna i nie bedzie tutaj omawiana [Suresh i Mortensen 1998]. Niemniej jednak zna-
ne metody modelowania sa w wigkszym badz mniejszym stopniu zastapieniem rdznych
wariantéw metody homogenizacji (w tym homogenizacji asymptotycznej) na homoge-
nizacj¢ lokalna, prowadzaca do koncepcji materiatu makroniejednorodnego o tagodnie
zmiennych wiasnosciach.

Metoda homogenizacji, stuzaca do modelowania matematycznego na przyktad kom-
pozytow mikroperiodycznych, nie jest oczywiscie jedyna metoda modelowania. W cig-
gu ostatnich dziesigcioleci zaproponowano i rozwijano w Polsce alternatywna metode
formutowania modeli matematycznych materiatow i konstrukcji o strukturze mikrope-
riodycznej. Metoda ta, zwana metodg tolerancyjnego usredniania, umozliwia badanie
pewnych zjawisk mikrostrukturalnych, ktére nie daja si¢ opisa¢ w ramach podejscia ho-
mogenizacyjnego. Wymieni¢ tu mozna na przyklad zagadnienia typu warstwy poczatko-
wej lub warstwy brzegowej, a takze efekty mikrodynamiczne zaniedbywane w ramach
teorii homogenizacji. Przeglad prac z tego zakresu mozna znalez¢é w monografii Wozniak
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i Wierzbicki [2000]. W tejze monografii zauwazono takze, ze metoda tolerancyjnego
usredniania moze by¢ uogolniona z osrodkéw o mikrostrukturze periodycznej na mi-
krostruktury lokalnie mikroperiodyczne. Termin ,,08rodek lokalnie mikroperiodyczny”
nalezy rozumie¢ jako osrodek, ktérego mikrostruktur¢ mozna lokalnie aproksymowac
mikrostruktura periodyczna.

USREDNIANIE TOLERANCYJNE OSRODKOW TYPU FGM

Podstawowym pojgciem metody usredniania tolerancyjnego jest tolerancja rozumiana
formalnie jako pewna relacja binarna, symetryczna i zwrotna, lecz nie przechodnia. Poje-
cie to bylo wykorzystane przez Zeemanna [1965] do formutowania tzw. topologii mézgu,
a nastepnie przez Fichere [1992] przy omawianiu fizycznej interpretacji parabolicznego
réwnania przewodnictwa cieplnego. W tym drugim przypadku wyjasniona zostata sprawa
pozornego paradoksu nieskonczonej predkosci rozchodzenia si¢ ciepta. Matematyczne
pojecie tolerancji zostato wykorzystane nastgpnie do formutowania modeli matematycz-
nych struktur mikroperiodycznych — nalezy tu wymienié prace Cz. Wozniaka, E. Barona,
J. Jedrysiaka, W. Nagorki, K. Mazur-Sniady, E. Wierzbickiego, M. Wozniak, z ktérych
wigkszo$¢ byla cytowana w monografii Wozniaka 1 Wierzbickiego [2000].

W przeciwienstwie do metody homogenizacji asymptotycznej, gdzie formalnie prze-
chodzi si¢ do zera z parametrem mikrostruktury (Srednica komorki periodycznosci),
w modelowaniu tolerancyjnym parametr mikrostruktury jest staty, zgodnie z jego fi-
zycznym charakterem. Podstawowym pojeciem jest ,,funkcja wolnozmienna na ko-
morce periodycznosci”, tj. funkcja, ktéra wraz z jej pochodnymi mozna uznaé za statg
w obrgbie dowolnej komorki. Usrednienie tolerancyjne to usrednienie, w ramach ktdrego
funkcje wolnozmienne mozna wytaczy¢ z operatora usredniania, uznajac, ze operacja ta
wykonywana jest z pewna tolerancja. W rezultacie usrednione réwnania termomechaniki
osrodkéw mikroperiodycznych moga zawieraé state efektywne — wspotezynniki zalezne
takze od wielko$ci parametru mikrostruktury (w przeciwienstwie do wspdtczynnikow
réwnan w homogenizacji asymptotycznej). Tym samym rownania otrzymane metoda to-
lerancyjnego usredniania majg ogolniejszy charakter niz rbwnania teorii homogenizacji.
Warto takze zaznaczy¢, ze dokonujac formalnego przejscia z parametrem mikrostruktury
do zera, z réwnan modelu tolerancyjnego otrzymuje si¢ pewne warianty homogenizacji
asymptotycznej jako przypadki szczegdlne. Nalezy takze nadmienié, ze zastosowanie
metody tolerancyjnego usredniania do rozwiazywania zagadnien inzynierskich umozli-
wia weryfikacj¢ fizyczng otrzymanych wynikoéw. Mozna bowiem sprawdzi¢, czy otrzy-
mane z rozwiazania niewiadome funkcje sa wolno zmienne w ramach pewnej aprobowa-
nej tolerancji.

Jak juz zaznaczono powyzej, opis tej metody oraz liczne rozwigzania zagadnien szcze-
gblnych, dotyczace struktur mikroperiodycznych mozna znalez¢ w monografii Wozniak
i Wierzbicki [2000], a takze w cytowanych tam pracach.

Uogolnienie metody tolerancyjnego usredniania ze struktur mikroperiodycznych na
osrodki deterministyczne typu FGM wymaga uogolnienia pojecia funkcji lokalnie mikro-
periodycznej bez stosowania przej$é granicznych z parametrem mikrostruktury do zera.
Zamiast tego niefizycznego przejscia wykorzystuje si¢ tutaj koncepcje funkcji lokalnie

Architectura 6 (4) 2007



26 Cz. Wozniak, W. Nagorko

mikroperiodycznej w ramach pewnej tolerancji. Z fizycznego punktu widzenia funkcja
lokalnie periodyczna, o dziedzinie zawg¢zonej do dowolnej komorki, jest tolerancyjnie
nierozroznialna od pewnej funkcji mikroperiodycznej. Tolerancyjne usrednianie réwnan
mikrostrukturalnych osrodkow typu FGM przebiega podobnie jak w przypadku struktur
mikroperiodycznych. Wykazuje si¢ jednak, ze wspotczynniki funkcyjne otrzymanych
réwnan modelu sa funkcjami wolnozmiennymi w ramach okreslonej tolerancji. Liczba
niewiadomych w rdwnaniach modelu, jak rowniez liczba réwnan jest wigksza niz liczba
réwnan w modelu homogenizacji asymptotycznej. Oprocz usrednionych pol temperatury
1 przemieszczen pojawiaja si¢ bowiem nowe niewiadome nazwane amplitudami fluktu-
acji odpowiednio pol temperatury i przemieszczen. Te ostatnie wprowadza si¢ do rozwa-
zan, przedstawiajac a priori temperaturg i pole przemieszczen jako sumg odpowiednio
usrednionych poél temperatury i przemieszczen oraz niezaleznych fluktuacji tych pdl na
poziomie mikrostrukturalnym.

Powyzsze fluktuacje przedstawia si¢ jako sumy iloczynéw amplitud fluktuacji
i odpowiednich tzw. funkcji ksztaltu. Tym samym modele tolerancyjne mozna formu-
lowaé z r6zng doktadnoscia, wprowadzajac do rozwazan wigksza badz mniejsza liczbe
funkcji ksztaltu. Przy przejsciu z parametrem mikrostruktury do zera w ramach modelu
tolerancyjnego amplitudy fluktuacji dadza si¢ wyrazi¢ poprzez gradienty usrednionych
pol temperatury i przemieszczen, otrzymujac tzw. przyblizenie homogenizacyjne. Przy
modelowaniu tolerancyjnym osrodkéw typu FGM otrzymujemy wprawdzie rownania
rézniczkowe o wspotczynnikach funkcyjnych, lecz wolnozmiennych w ramach okreslo-
nej tolerancji. Podobnie jak w przypadku modelowania osrodkéw mikroperiodycznych
otrzymane rozwigzania nalezy zweryfikowaé¢ pod wzgledem fizycznym, tj. sprawdzic,
czy otrzymane funkcje wolnozmienne sa wyrazone w ramach aprobowanej przez nas
tolerancji. Zarysowana powyzej ogolna koncepcja modelowania tolerancyjnego zosta-
nie zobrazowana na przypadku szczeg6lnym rdwnania niestacjonarnego przewodnictwa
cieplnego:

8-V (KV8)=0 @)

gdzie O jest polem temperatury, natomiast ¢ i K sg odpowiednio cieptem wlasciwym
i tensorem przewodnictwa ciepla, ktore przyjmuja state wartosci: ¢y, ¢, K;, K5, odpo-
wiednio w poszczegolnych sktadnikach osrodka typu FGM, bedac funkcjami A-perio-
dycznymi, gdzie A jest jedno-, dwu- lub tréjwymiarowa komodrka osrodka. Zgodnie
z technika usredniania tolerancyjnego nalezy dokona¢ rozktadu:

0 =0+ Ty )

gdzie A =1, 2, ..., N oraz A jest srednica komorki A, tj. parametrem wielkosci mikrostruk-
tury. Obowiazuje konwencja sumacyjna, przy czym y* sa funkcjami wolnozmiennymi
w komorce A(x) o srodku w punkcie x. Oznaczajac przez < f> (x) $rednia po komorce
A(x), otrzymuje sig:

<fO>()= <f>0x), <fV(ely)>x)= < Vel >y! 3)
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Podstawiajac wzor (2) do rownania (1), otrzymuje sig:
<Ld> =0, <¢Ld> =0 “4)
Uwzgledniajac wzor (3), rdwnania (4) przyjma postac:
<c>H-V(<K>V9+<VeiKk >yd)=0
A2 <cplol > yB+ < Volk VB >yP+<VelKk >Vo=0 (5)

W bardziej ogdlnym przypadku drugie z réwnan (5) zawiera rowniez sktadniki po-
staci )2V (< Ko?¢® >Vv), gdzie V jest gradientem funkcji w kierunku normalnym
do obszaru A. W réwnaniach (5) wida¢ wyraznie zalezno$¢ wspdtczynnikdw roéwnan od
$rednicy A komoérki A. Dla uproszczenia zatozono tutaj, ze w rozpatrywanym osrodku
typu FGM komoérke A(x) o srodku w dowolnym punkcie x otrzymuje si¢ przez translacjg¢
A(x) = x + A. Latwo zauwazy¢, ze pomijajac w réwnaniach (5) sktadniki zalezne od A,
mozna wyrugowaé amplitudy fluktuacji y*, otrzymujac model typu homogenizacyjnego
z lokalnym modutem efektywnym:

K = <K>-<Ve'K ><VolkVe? >« kv > (6)

gdzie obowiazuje sumowanie podlug 4 i B. Rozwiazanie zagadnienia brzegowo-po-
czatkowego dla rownan (5) prowadzi do funkcji 9, y?, jako funkcji wolno zmiennych
w ramach tolerancji (3). Zaakceptowanie tej tolerancji zalezy od wymaganej doktadno-
$ci obliczen. Niezaleznie od usrednionych tolerancyjnie réwnan (5) oraz modelu typu
homogenizacyjnego, w ktérym formuta (2) przedstawia przyblizone rozwiazania zagad-
nienia lokalnie periodycznego, w nastepujacych pracach wprowadzono takze modele
typu warstwy brzegowej i poczatkowej: Lacinski 2006, 2007, Michalak i Wozniak 2006,
Rychlewska i Wozniak 2006, Szymczyk i Wozniak 2006, Lacinska i Wierzbicki 2007.
W pracach tych réwnania dla amplitud y? (réwnania efektu brzegowego lub poczatkowe-
£0) sa niezalezne od usrednionego pola .

ZASTOSOWANIA W MECHANICE MATERIALOW

Gtowna uwaga zastosowania techniki tolerancyjnego usredniania do materiatéw typu
FGM koncentrowala si¢ na osrodkach o dwusktadnikowej strukturze warstwowej. Mamy
tu do czynienia najczesciej z warstwami o tej samej grubosci A, przy czym kazda z warstw
sktada si¢ z dwdch jednorodnych lamin o grubosciach A i A,, przy czym A; i A, nie sa
state, lecz istniejq gtadkie funkcje monotoniczne A (x), A,(x), x € <0, L >, ktore sg funk-
cjami wolnozmiennymi w kazdym przedziale dtugo$ci A. Strukturg taka mozna nazwaé
struktura warstwowa typu FGM; fragment takiej struktury przedstawiono na rysunku 1.

Zagadnienia niestacjonarnego przewodnictwa ciepta oraz zagadnienia elastodynami-
ki takich struktur byty rozpatrywane w pracach: Lacinskiego [2006], Nagorki i Piwowar-
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Rys. 1. Osrodek o dwusktadnikowej strukturze warstwowej
Fig. 1.  Fragment of FGM on the macro- and microstructural level

skiego [2006], Rychlewskiej [2006], Rychlewskiej 1 Wozniaka [2006], Szymczyk [2007],
gdzie migdzy innymi rozpatrywano pewne zagadnienia optymalizacji.

W pracach Lacinskiego [2007] oraz Szymczyk i Wozniaka [2006] rozpatrywano takze
modele tolerancyjne typu warstwy brzegowej i warstwy poczatkowej, a w pracach Woz-
niak [1995], oraz Wozniaka i in. [2005] zagadnienia uwzglgdniajace wptyw interlaminar-
nych mikrodefektow na elastodynamike takiego osrodka.

Osobnym zagadnieniem byla analiza osrodkow typu FGM o tzw. stabej poprzeczne;j
niejednorodnosci. Fragment takiego osrodka na poziomie mikrostrukturalnym przedsta-
wiono na rysunku 2.
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Az

[E—

v Xz

Rys. 2. Osrodek o stabej poprzecznej niejednorodnosci
Fig. 2. Medium with slightly transversally nonhomogenity

Przedstawiono tam wybrang warstwe takiego osrodka, w ktorej dolna lamina jest
zbrojona cienkimi wtoknami réwnolegtymi do osi x;, natomiast osnowa obu lamin jest
taka sama. Latwo zauwazy¢, ze wlasnosci obu lamin wzdhuz osi x; sa praktycznie takie
same (wldkna zbrojenia nie odgrywaja tu istotnej roli), natomiast zdecydowanie rdzne
w kierunku x,. W pracach tych dokonano takze poréwnan wynikow otrzymanych z mo-
delowania tolerancyjnego z wynikami numerycznymi otrzymanymi przez catkowanie
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réwnan rézniczkowych termomechaniki na poziomie mikrostrukturalnym. Wspétczynni-
ki tych ostatnich rdwnan sa nieciagle, silnie oscylujace i lokalnie periodyczne.

Oprocz osrodkow typu FGM o strukturze warstwowej byly rowniez rozpatrywane
osrodki, w ktorych grubosci warstw sa zmienne w sposob przedstawiony na rysunku 3.

L

xr

W hy= const, fa= dalx)

Rys. 3. Osrodek periodyczny w kierunku osi x,
Fig. 3. Medium periodic in the direction of the x,-axis

Mamy tu do czynienia z o$rodkiem periodycznym w kierunku osi x, o wlasnosciach
efektywnych wolno zmieniajacych si¢ w kierunku osi x;. Wybrane zagadnienia tego ro-
dzaju struktur byly rozpatrywane przez Michalaka i Wozniak [2006]. Przewodnictwo
cieplne oraz wlasnosci lepkosprezyste takich osrodkéw byly analizowane w pracach:
Lacinskiego [2006], Rychlewskiej [2006], i Szymczyk [2007]. Zaréwno przy zastosowa-
niu ogdlnego modelu tolerancyjnego, jak i przy zastosowaniu wersji uproszczonej tego
modelu (modele efektu poczatkowego i1 brzegowego) i przyblizenia typu homogeniza-
cyjnego, w osrodkach typu FGM, przedstawionych na rysunkach 2 i 3, mamy do czynie-
nia z wlasno$ciami efektywnymi zmieniajacymi si¢ w kierunku osi x| natomiast statymi
w kierunku osi x,.

Nieco inng sytuacj¢ przedstawiono na rysunku 4, gdzie mamy do czynienia z frag-
mentem osrodka typu FGM, ktdry jest zbrojony dwiema rodzinami cienkich, krétkich
wiokien, rownoleglych odpowiednio do osi x i x;.

=

Rys. 4. Ofsrodek zbrojony dwiema rodzinami widkien
Fig. 4. Scheme of reinforcement in the cross-section
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W zaleznosci od struktury takiego osrodka gradacja wlasnosci efektywnych moze
zachodzi¢ w dowolnym kierunku na plaszczyznie Oxx,. Zagadnieniami przewodnictwa
ciepta w takich osrodkach zajmowat si¢ Nagorko [2007], natomiast zagadnieniami ela-
stodynamiki Rychlewska [2007] i Szymeczyk [2007].

ZASTOSOWANIA W MECHANICE KONSTRUKCJI

Struktury typu FGM mozna réwniez stosowa¢ w zagadnieniach belek ptyt i powtok.
Punktem wyjscia rozwazan na poziomie mikrostrukturalnym sa 1-D (w przypadku belek)
badz 2-D (w przypadku plyt i powlok) modele matematyczne takich struktur, majace lo-
kalnie periodyczne silnie oscylujace i nieciagle wspdtczynniki funkcyjne. Ogoélne pode;j-
$cie do usredniania tolerancyjnego tych rownan zostato omowione w rozdziale ,,Usred-
nianie tolerancyjne...” i zobrazowane przyktadem niestacjonarnego przeptywu ciepta.

Zagadnienia drgan harmonicznych oraz zagadnienia wartosci wlasnych byly anali-
zowane przez Mazur-Sniady [2007]. Ta sama autorka zajmowala sie problemami rucho-
mych obciazen na belkach zarowno w ujgciu deterministycznym, jak i stochastycznym.
Zagadnienia drgan cienkich ptyt w ramach modelu Kirchhoffa oraz problemy stateczno-
$ci takich ptyt byly rozpatrywane przez Jedrysiaka i in. [2005], Jedrysiaka [2007], Jedry-
siaka i Radzikowska [2007]. Statecznos¢ i drgania ptyt typu FGM o $redniej grubosci to
tematyka aktualnych prac Barona [2007]. W pracach Michalaka [1998, 1999] analizowa-
no a cienkie ptyty periodycznie pofaldowane, a w pracach Tomczyk [2006, 2007] uwaga
autorki koncentrowata si¢ na cienkich powtokach walcowych.

Nalezy zaznaczy¢, ze wigkszo$¢ opublikowanych wynikow z tego zakresu dotyczy
struktur mikroperiodycznych. Natomiast biezace badania koncentruja si¢ na osrodkach
typu FGM.

PODSUMOWANIE

Jak dotychczas, gtowna uwaga dotyczaca zastosowania metody tolerancyjnego usred-
niania rownan rézniczkowych zaréwno do mechaniki ciata statego, jak i do mechaniki
konstrukcji koncentrowata si¢ na strukturach mikroperiodycznych. Obecnie prowadzone
sa badania w Politechnice Czestochowskiej, Politechnice £6dzkiej, Politechnice Slaskiej,
Politechnice Wroctawskiej oraz w Szkole Glownej Gospodarstwa Wiejskiego. Badania
te dotycza przede wszystkim osrodkéw typu FGM. Gtéwny nacisk potozony jest na te
zagadnienia, ktore nie dadza si¢ analizowa¢ w ramach przyblizenia homogenizacyjnego,
m.in. sa to zagadnienia wptywu mikrozaburzen poczatkowych pola temperatury i prze-
mieszczenia na przebieg procesu termomechanicznego, jak réwniez wplywu odpowied-
nich zaburzen brzegowych na przebieg tego procesu. Badania prowadzone sg w ramach
teorii zlinearyzowanych, natomiast perspektywy dalszych badan maja dotyczyé zagad-
nien quasi-liniowych oraz probleméw optymalizacyjnych w osrodkach typu FGM przy
zastosowaniu metody usredniania tolerancyjnego. W przygotowaniu znajduje si¢ obec-
nie obszerna monografia dotyczaca metody tolerancyjnego usredniania w zagadnieniach
mechaniki materiatdw i mechaniki konstrukcji. Uwzgledniane sg tu zarowno osrodki
o strukturze mikroperiodycznej, jak i o strukturze typu FGM.
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MATHEMATICAL MODELLING OF FUNCTIONALLY GRADED
MATERIALS IN POLAND

Abstract. The lecture contains a general revues of results in the mathematical modelling
of FGM and structures obtained in Poland. The main attention is posed on the application
of the new nonasymptotic method of micro-macro-modelling. This method is based on
the tolerance averaging technique of differential operators with discontinuous and highly
oscillating local periodic coefficients which for microperiodic materials was developed in
Wozniak and Wierzbicki [2000].
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