M Po % ISSN 1644-0633
& 04, www.acta.media.pl
£ LD,

S =
FACTA?Z Actasci. Pol. Architectura 15 (2) 2016, 55-65

ZASTOSOWANIE METODY ROZNIC SKONCZONYCH
W MODELU USREDNIONYM PRZEWODNICTWA
CIEPLNEGO W PERIODYCZNYM OSRODKU
DWUWARSTWOWYM

Vazgen Bagdasaryan, Marek Chalecki
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy sa periodyczne kompozyty
warstwowe. Zatozono, ze sktadniki kompozytéw sa jednorodne i izotropowe. W pracy
skonstruowano model przewodnictwa cieplnego, w ktérym zamiast klasycznego réwna-
nia Fouriera o nieciagtych i skokowo zmiennych wspoiczynnikach wystepuja réwnania
o statych wspdtczynnikach. W pracy przeanalizowano zagadnienia stacjonarne bez zrodet
ciepla. Rozwiazanie numeryczne otrzymano, stosujac metode roéznic skonczonych. Zbada-
no wptyw liczby komdrek periodycznosci na doktadnos¢ wynikéw otrzymanych metoda
roznic skonczonych.

Slowa Kkluczowe: kompozyty warstwowe, rownanie Fouriera, usrednianie tolerancyjne,
metoda réznic skonczonych

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W WARSTWOWYCH KOMPOZYTACH
PERIODYCZNYCH

Przedmiotem pracy sa niejednorodne os$rodki warstwowe, ktorych sktadniki sa jedno-
rodne. Rozpatrywane osrodki maja strukture, w ktorej wydzieli¢ mozna powtarzajace si¢
elementy o wiasnosciach zmieniajacych sie periodycznie.

Wiasnosci efektywne przewodnikéw periodycznie warstwowych sa wyznaczane me-
todami homogenizacyjnymi. W celu rozwiazania zagadnienia przewodnictwa cieplnego
w takich osrodkach zastosowano technike usredniania tolerancyjnego. Podstawy tej me-
tody mozna znalez¢ w wielu monografiach [np. Wozniak i Wierzbicki 2000, Wozniak i in.
2008]. Zagadnienia dotyczace przewodzenia ciepta rdwniez omawiane byty w licznych
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pracach [np. Piwowarski 2006, Michalak i in. 2007, Jurczak 2011, Bagdasaryan i Na-
gorko 2013, Szlachetka i in. 2013]. Rozwiazanie zagadnienia dwuwymiarowego prze-
wodzenia ciepta w osrodku o funkcyjnej gradacji wtasnosci przy uzyciu metody réznic
skonczonych znalez¢ mozna w pracy Radzikowskiej i Wirowskiego [2012].
Konfiguracja rozpatrywanych w pracy osrodkow jest obszar. Q = (0, L,) x (0, L,) x
x (0, L,). Przewodnik jest periodyczny w Kierunku osi x,, z elementem reprezentatyw-
nym A =<0,4> podzielonym na 2 czesci o diugosciach 4,1 =1, 2, tak ze 4, + 1,= /.
Przewodnik podzielony jest na n elementéw reprezentatywnych, a wiec na 2n warstw.

Wprowadzono oznaczenia A, = <Z(%ﬂl +%ﬂz j Z(%,@ +%,{2 j>

dlai=1,3,5,...2n—Loraz A, E<Z(éﬂﬂ +%A,Z), Z(%ﬂl +é@j> dlai=2, 4,8,

i i

. 2N Wtedy Q= A, x(0,L,)x(0,L,) jesti-ta warstwa przewodnika, i =1, ..., 2n.

Na rysunku 1 przedstawiono periodyczny przewodnik dwuwarstwowy.

A X3

Ls

i

X2 L,
L

Rys. 1. Periodyczny kompozyt dwuwarstwowy
Fig. 1.  Periodically stratified two-layered composite

Zatozono, ze przewodnik jest niejednorodny oraz ze kazda warstwa jest jednorodna.

W przypadku przewodnika warstwowego wspoétczynniki tensora przewodnictwa cie-
pta K, ciepto wiasciwe c i gestos¢ masy p sa funkcjami periodycznymi o okresie A.

Dla os$rodkéw izotropowych wspétczynniki tensora przewodnictwa ciepta przyjeto
jako K, =K,dlak=1lorazK,=0,dlak=1k,1=1,2,3.

Zatozono, ze wiasnosci termiczne w osrodku zmieniaja sig tylko w kierunku osi x;.
I tak na przyktad dla wspotczynnika przewodnictwa cieplnego: K(x,, x,, X,;) = K(x,) oraz

K’ dla x,€(0, 4)
K(x])|(0,/1) = ”

K” dla x e (A4, A4+4)
Wielkosci K" i K” i sg stale.
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Dla pozostatych wielkosci zachodzi analogiczna zaleznos¢.

Oznaczono przez 6 = 0(x,,x,,x,,t), (x,,X,,X;)€ Q, te<t ,t > temperature, a przez
f=1(x,, X,, X,, t) wydajnos¢ zrodet ciepta. Rownanie przewodnictwa cieplnego rozpatry-
wanych przewodnikéw ma postac:

Cpé—Kesii =/ 1)

Rownanie przewodnictwa ciepla (1) jest rownaniem rézniczkowym liniowym o zmie-
niajacych sie¢ skokowo wspdtczynnikach. Dla takiego opisu mozna zbudowa¢ model
prostszy, w ktorym wspdtczynniki beda state.

USREDNIONY MODEL PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO
PERIODYCZNYCH PRZEWODNIKOW WARSTWOWYCH

Do modelowania zastosowano technike usredniania tolerancyjnego [Wozniak i Wierz-
bicki 2000]. Zgodnie z ta technika przyjeto rozktad temperatury w postaci:

0(x17x25x35[): Z%xl,xzax3’t)+hA(xl).l//A(xlﬂxzax37t) (2)

gdzie, A=1,2,..,M, & jest temperatura usredniona, a y* sa funkcjami nazwanymi fluk-
tuacjami, opisujacymi wptyw niejednorodnosci na przewodnictwo ciepta. Funkcje h* sa
danymi A-periodycznymi, oscylujacymi funkcjami ksztattu. Funkcjami poszukiwanymi
Sg ¢} oraz yA.

Réwnania modelu dla rozktadu (2) byty wyprowadzane w wielu pracach [np. Woz-
niak i in. 2008, Bagdasaryan i Nagérko 2013] i maja postac:

(cp)O—(K) 8. ~(K) Oy ~(K) Oy ~(Kh. )y, = ()

@)
(cph Yy —=(KB* )W sy 41733 ) + (K () ) Yy + (K, ) 0, = fh)
gdzie dla dowolnej funkcji g
1
(g)= mjg(y)dy (4)

A

W przypadku przewodnika dwuwarstwowego funkcje ksztattu zatozono w postaci
funkcji przedziatami liniowej:

—ix1 dla x e< 0,£>

A 2

2
h(x,) = ix1 A dla x e<ﬁ, /1—£> 5)
A7 24 2 2
2

—ix1+/1— dla x]e</1—£,/l>

I 2
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Na rysunku 2 przedstawiono wykresy przyjetych funkcji ksztattu przy zatozeniu:
4=0,06m, ., =0,04m,1,=0,02m.
003
2

o]

o o O
-001

-0

-0

Rys. 2. Wykres funkcji ksztattu z zaznaczonymi granicami warstw
Fig. 2. Graph of shape function with marked layer boundaries

W przypadku funkcji ksztattu przyjetej w postaci (5) oraz periodycznego kompo-
zytu dwuwarstwowego, dla ktorego wiasnosci termomechaniczne (ciepto wiasciwie c,
wspotczynnik przewodnictwa cieplnego K, gestos¢ masy p) oznaczono ogdlnie ¢ ¢”
odpowiednio w pierwszej oraz drugiej warstwie, wystepujace w réwnaniach wielkosci
usrednione maja postac:

(0)=ne+me". (oh)=00" (9°)=(ng*+n.0") 7,

_9.9 ©)

(o(h, ) e

We wzorze (6): 7, =£, n, =£, n+mn, =1

A A

MODEL ASYMPTOTYCZNY
Jesli wykorzystujac przejscie graniczne 2 — 0, w réwnaniach (3) pominie si¢ wyrazy

rzedu O(2?), a dodatkowo zatozy si¢ brak zrodet ciepta, to uktad réwnan modelowych
przyjmie nastepujaca postac:

<Cp>19_<K> ot _<K> Jon _<K> Uoss _<Kh’1 >‘//’1 =0

(K(h,1 )2>1//+ (Kh, )8, =0 )
Z rownania (7), wyznaczy¢ mozna amplitude fluktuacji w postaci:
y= ) ©
(K(hyy)
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Po podstawieniu amplitudy fluktuacji do (7), otrzymano znane rownanie na tempera-
ture usredniong w postaci:

(cp)d—KT8, —(K)8h, —(K) 8, =0 ©)
gdzie przez Kef oznaczono efektywny wspétczynnik przewodnictwa cieplnego:
Kh,)’
K = (k) AK) 10
(K) < K, )z> (10)

Roéwnanie (9) przyjmuje posta¢ analogiczna do réwnania Fouriera (1), z tym ze wy-
stepuja w nim usrednione state wspotczynniki.

Jesli do réwnania (2) wstawi si¢ wartos¢ fluktuacji (8), to otrzyma sie poszukiwang
temperature 6 w postaci:

Kh,,
0(x,8,.6,.1) = ﬂ(xagzséat)_h(x)é(h—%ﬂn CXINN) (11)

Rownania (7)—(11) przedstawiaja model przewodnictwa cieplnego przewodnikow
warstwowych uzyskany w ramach techniki usredniania tolerancyjnego.

PRZYKLAD ROZWIAZANIA

Zalozenia

Niech przedmiotem rozwazan bedzie dwuwarstwowy przewodnik o konfiguracji od-
niesienia IT= (0, L) x (0, L,). Zatozono, ze sktada sig on z jednorodnych i izotropowych
warstw rownolegtych do osi. W przypadku dwuwymiarowego zagadnienia stacjonarnego
przewodzenia ciepta réwnanie (9) na temperature usredniona % przyjmuje postac:

K9, +(K)d,,=0 (12)

gdzie K¢ okreslono zwiazkiem (10).
Réwnanie (12) mozna zapisa¢ W postaci:

O, +K28,,,=0 (13)
- (K)
gdzie x° =i
Warunki brzegowe przyjeto w postaci:
Hx,,0)=x,,L,) =0, 0,x,)=fi(x,), HL,x,)=fi(x,) (14)

Metoda réznic skonczonych

Problem opisany réwnaniem (13) rozwiazano, stosujac metode réznic skonczonych.
Rozwiazania otrzymano dla przewodnika, w ktorym L, =1,2 m, L, = 1,0 m. Niech rozpa-
trywany przewodnik bedzie ztozony z dwu jednorodnych i izotropowych warstw — styro-
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pianu LK' =0, 042L, A, =0,02 mJ oraz betonu komorkowego o klasie gestosci 600
m-K

w . . . . .
(K "= 0,210—K, A, =0,04 mj. Nasycenie kazdej warstwy poszczeg6Inymi materiata-
m.

1 2
mi jest réwne 77, = % = 3 n,=l-n = 3 odpowiednio dla warstwy 1 i warstwy 2.
Rozwiazanie otrzymano dla réznych wielkosci komérki periodycznosci A: 0,03 m;
0,06 m; 0,12 m; 0,15 m; 0,24 m; 0,6 m.
W przypadku funkcji ksztattu (5) otrzymano nastepujace wartosci usrednione:

w w
K)=0,154—— Kh, )= W
(K)=0, m-K (Kb} O’168m-K (15)
(K,.(h,l )2>=o,441i K 20,09
m-K m-K

Po obliczeniu podstawowych wielkosci uzyskano wystepujaca w réwnaniu (13) war-

K
tos¢ wspolczynnika x° = i(‘fff) =1,711,

Przyjeto ponadto, ze na brzegach x, = 0 oraz x, = L, zadana jest temperatura w formie

funkcji £(x,) = £, (x,) = 40sin(”L'yJ.

2
Rysunek 3 przedstawia siatke¢ MRS dla rozpatrywanego przewodnika. W lewej czg-
$ci pokazano warunki brzegowe, w prawej — numeracj¢ weztow przy zatozeniu, ze
. L L, . . . .
oczko siatki jest kwadratem o boku » =—-=—=, i podziale na n elementéw wzdtuz osi x,
oraz nam elementow wzdtuz osix,. " "

A =0 X1
= =
o 5 =
REES iy
Y J=0
< Ly ol
< >
v

X2

Rys. 3. Warunki brzegowe i siatka MRS dla rozpatrywanego przewodnika
Fig. 3. Boundary conditions and FDM mesh for the conductor under considerations
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Nalezy zatem znalez¢ wartosci temperatury w (n + 1)(m + 1) = mn + m + n + 1 weztach.
Warunki brzegowe daja 2(m + 1) + 2(n + 1) — 2m + 2n wartosci, czyli niewiadomych
pozostaje mn—m-—n + 1.

Dla punktu wewnetrznego o wspotrzednych i, j (i=2, ..., m; j=2, ..., n + 1) rdwna-
nie (13) przeksztatcono na réwnanie réznicowe nastgpujaco:

3

e, T 791‘-1,.,‘ _2(’(2 +1)19i,j + Kz?ji,j-%—] + Klz}i,j—l =0 (16)

Do wyznaczenia amplitudy fluktuacji (8) potrzebna jest pochodna ¢
no ilorazem r6znicowym:

T
s (17)

 itlj -
19’1 =

h

ktdra przyblizo-

11

Rozwiazanie otrzymano, przyjmujac siatke kwadratowa o wymiarach 1 cm na 1 cm,
co daje m=100in =120, awiec 11 781 rownan réznicowych. Réwnania te rozwiazano
w srodowisku MATHEMATICA®. Wyniki przedstawiono dla 4 = 0,06 m. Rysunek 4a po-
kazuje rozktad temperatury usrednionej z warunkami brzegowymi przyjetymi w postaci
rownania (14), a rysunek 4b rozktad temperatury catkowitej A(x , x,) z uwzglednieniem
dekompozycji mikro-makro (réwnanie 13). Rysunek 5 przedstawia wykresy temperatury
catkowitej i temperatury usrednionej w przekrojach x, = 0,1L, x, = 0,25L,, x, = 0,5L,.

Rys. 4. Rozktad temperatur dla liniowej funkcji ksztattu: a — temperatura usredniona, b — tempe-
ratura catkowita

Fig. 4.  Distribution of temperatures for linear shape function: a — averaged temperature, b — total
temperature

Na rysunkach 4b i 5 wyraznie wida¢ wptyw warstwowej struktury przewodnika na
przeptyw ciepta. Wptyw ten maleje wzdtuz osi x;, co wynika z rownania (8).
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Rys. 5. Rozklad temperatury usrednionej i catkowitej w wybranych przekrojach dla liniowej
funkcji ksztattu
Fig. 5.  Distribution of averaged and total temperature in selected sections for linear shape func-

tion
Rozwigzanie §ciste
Rozwiazanie réwnania (13) otrzymaé¢ mozna rdwniez w postaci scistej [Zill i Wright
2012]. Rozwiazanie to otrzymuje si¢ metoda separacji zmiennych i z zastosowaniem zasa-
dy superpozycji (rys. 6):
x,,x,) = (X, %) + 8 (x,x,) (18)

gdzie:

B(x,x,)= Z(An cosh%x2 +B, sinh%szsinnL—ﬂ-x1
1

n=1 1 1

— Ki . . K .
B (x,,x,) = E (Cn cosh X% x, + D, sinh nr X, jsmﬂx2
L L L
2 2 2

n=1

J f (xl)sm xlabc1

1
B, _T[ J.g(x )sm -4, cosh X i
sthL

1
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L
2 ¢ . nrxw
C, == [ F(x,)sin-=x,dx,
LZ 0 L2
1 25 nw Kni
D =— — _[ G(x,)sin—x,dx, —C, cosh L
. . knw L L L
sinh—— L, \ 720 2 2
L2
A X2 A X2 A X2
g(x1) g(x1) 0
- = — 2] = U, =
L, E’ Hxy, X3) % N o i(xy, X)) © + L, E’ (X1, X5) %
flx1) X& flx1) XJ 0 Xl
le N le N e >
L L L

1 1 1
Rys. 6.  Zasada superpozycji przy rozwiazywaniu réwnania (13) [Zill i Wright 2012]
Fig. 6.  Rule of superposition by solving of equation (13)
Rozwiazanie $ciste dato wykresy niemal identyczne jak wykresy otrzymane metoda
roznic skonczonych, z tego powodu nie zostaty one zamieszczone w pracy.

ANALIZA DOKLADNOSCI ROZWIAZAN PRZYBLIZONYCH

Sprawdzono doktadnos¢ zastosowanej metody roznic skonczonych w zaleznosci od
liczby komorek periodycznosci, na ktére podzielony zostat przewodnik. Poréwnania
dokonano, wyznaczajac najwieksze btedy wzgledne wartosci temperatury catkowitej 6,
otrzymane metoda rdznic skonczonych, w stosunku do wynikéw scistych. Wykres za-
leznosci wartosci btedu wzglednego o od liczby komérek periodycznosci n przedstawia
wykres (rys. 7), przy czym:
MRS _ giciste

——-100%

esua]e (1 9)

J = max

05 -

P T S Y S S S RSP R
0 10 20 30 0 N

Rys. 7. Btad wzgledny (réwnanie 19) w zaleznosci od liczby komorek
Fig. 7.  Relative error (eq. 19) vs. number of periodicity cells
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Z wykresu na rysunku 7 wynika, ze doktadnos¢ rozwiazania metoda rdznic skonczo-
nych rosnie (tzn. btad wzgledny maleje) wraz z liczba komorek periodycznosci (przy
zachowaniu tej samej siatki podziatu MRS). Btad ten jest bardzo maty, co oznacza, ze
w poréwnaniu z rozwiazaniem $cistym metoda réznic skonczonych daje zadowalajace
wyniki. Rozwiazanie metoda réznic skonczonych mozna uzna¢ za zgodne ze $cistym
juz przy kilkunastu komoérkach periodycznosci. Mozna zatem przyjaé, ze w przypadku
rozwiazywania zagadnien o nieznanych rozwiazaniach $cistych metoda réznic skonczo-
nych da wystarczajaco doktadne wyniki juz przy stosunkowo nieduzej liczbie komdrek
periodycznosci.

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciepta, opisanym réwnaniem Fouriera na
matych przedziatach okreslonosci funkcji dla rozwazanych przewodnikéw, wystepuja
wspotczynniki nieciagte, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany réwnaniem
na usredniona temperature, ma wspoétczynniki state.

Rozwiazania numeryczne otrzymano metoda réznic skonczonych przy przyjeciu
kwadratowej siatki podziatu. Metoda ta jest stosunkowo prosta oraz wygodna ze wzgledu
na swobode wyboru warunkéw brzegowych. Wyniki otrzymano dla roznej liczby ko-
morek periodycznosci i poréwnano je z rozwiazaniami scistymi. Okazuje sig, ze metoda
roznic skonczonych daje wyniki porownywalne z wynikami scistymi juz przy kilkunastu
komérkach periodycznosci. Btad wzgledny wynikéw otrzymanych MRS-em w stosunku
do wynikéw scistych maleje wraz ze zwiekszaniem liczby komdrek periodycznosci.

Skonstruowany model wydaje si¢ by¢ wygodnym narzedziem do badania przewod-
nictwa ciepta w warstwowych materiatach wielosktadnikowych.
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APPLICATION OF FINITE DIFFERENCE METHOD IN AN AVERAGED
MODEL OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICALLY STRATIFIED
TWO-LAYERED MEDIUM

Abstract. The subject of the paper are periodically layered composites. It is assumed that
the components of the composites are homogeneous and isotropic. A model of heat conduc-
tion was constructed in which the classical Fourier equation with discontinuous and jump-
type varying coefficients was substituted with an equation with constant coefficients. In the
paper, stationary problems without heat sources were analysed. The numerical solution was
obtained as a result of application of finite difference method. The influence of the number
of periodicity cells on the accuracy of results obtained with finite difference method was
investigated.

Key words: layered composites, Fourier’s law, tolerance averaging, finite difference method
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