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KONCEPCJA OCENY MODU U ODKSZTA CENIA 
POSTACIOWEGO W GRUNTACH SPOISTYCH 
NA PODSTAWIE PR DKO CI FALI POPRZECZNEJ

Katarzyna Markowska-Lech, Jakub Gromek
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W niniejszej pracy zaproponowano empiryczne zwi zki umo liwiaj ce sza-
cowanie modu u odkszta cenia postaciowego (GMax) gruntu na podstawie standardowo 
okre lanych w badaniach parametrów geotechnicznych. Praca zawiera analiz  wyników 
pomiarów pr dko ci fali poprzecznej w aparacie trójosiowego ciskania z piezoelementami 
typu bender, wykonanych na próbkach gruntów spoistych. 

S owa kluczowe: sztywno  gruntu, modu  odkszta cenia postaciowego, piezoelementy 
typu bender, grunty spoiste

WST P

Bezpieczne projektowanie konstrukcji posadowionych na gruntach powinno opiera  
si  na wiarygodnym okre leniu zwi zków pomi dzy napr eniami i odkszta ceniami. 
Jednym z kluczowych parametrów gruntu, okre laj cych t  zale no , jest modu  od-
kszta cenia postaciowego (G). W przypadku materia ów izotropowych i liniowo spr y-
stych modu  odkszta cenia postaciowego jest sta  materia ow . Podczas odkszta cania 
gruntu mamy do czynienia zarówno z odkszta ceniami spr ystymi, jak i plastycznymi, 
zachodz cymi jednocze nie. Ponadto sztywno  gruntu maleje nieliniowo wraz ze wzro-
stem zakresu rozpatrywanych odkszta ce  (rys. 1).

Przy niskim poziomie odkszta cenia warto  modu u G jest du a, a zale no   –   
jest liniowa. Warto  ta okre lana jest jako pocz tkowy modu  odkszta cenia postaciowe-
go (GMax lub G0). Wraz ze wzrostem odkszta cenia zale no   –  staje si  nieliniowa, 
sztywno  gruntu maleje, a modu  zwi zany z tym zakresem odkszta cenia znany jest 
jako modu  sieczny (GS). W analizach, które d  do wiarygodnych prognoz odkszta ce  
gruntu, powinna by  zatem uwzgl dniana pocz tkowa sztywno  gruntu i jej nieliniowa 
zale no  od zakresu odkszta ce . 
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W badaniach laboratoryjnych do okre lania parametrów gruntów z zakresu odkszta -
ce  rz du 10–6–10–5, okre lanych jako pocz tkowe [Lipi ski 2006, 2013], s u y m.in. 
zmody  kowany aparat trójosiowy wyposa ony w system do pomiaru pr dko ci propa-
gacji fal akustycznych. Mody  kacja polega na umieszczeniu wewn trz komory aparatu 
(w jego kopu ach lub bezpo rednio na próbce, po przeciwnych jej stronach) odpowiednio 
zorientowanych par piezoelementów, umo liwiaj cych pomiar pr dko ci fali poprzecz-
nej przechodz cej przez próbk .

Na podstawie przegl du literatury mo na stwierdzi , e wiele parametrów gruntu 
w ró nym stopniu wp ywa na jego pocz tkow  sztywno . Liczne badania wykaza y, e 
najwi kszy wp yw na warto  pocz tkowej sztywno ci gruntu maj  rednie napr enie 
efektywne m i pocz tkowy wska nik porowato ci (e0) – tabela 1. Nast pnym istotnym 
parametrem wp ywaj cym na warto  GMax jest wiek geologiczny gruntu (tg). Nieco 
mniejszy wp yw autorzy przypisuj  wska nikowi prekonsolidacji (OCR) i cz stotliwo ci 
obci e  podczas badania (f), natomiast wp yw stopnia plastyczno ci (IL) i liczby cykli 
obci e  uznaj  za nieistotny. Zaznaczaj  jednak, e wp yw stopnia plastyczno ci (IL) na 
warto  GMax jest tematem wielkiej debaty. W literaturze mo na spotka  badania stwier-
dzaj ce zarówno dodatni, jak i ujemny wp yw tego parametru na pocz tkow  sztywno  
gruntu oraz takie, w których wp yw stopnia plastyczno ci jest nieistotny [Carlton i Pe-
stana 2012]. 

W tabeli 1 strza ka w gór  oznacza, e wraz ze wzrostem parametru zwi ksza si  
warto  GMax, a strza ka w dó  – e zraz ze wzrostem parametru warto  GMax male-
je, natomiast NE oznacza, e dany parametr ma nieznaczny wp yw na warto  GMax. 
Liczba strza ek wskazuje wzgl dny wp yw danego parametru. Po prawej stronie tabeli 1 
przedstawiono krzy owe korelacje pomi dzy parametrami, na przyk ad strza ka w gór  
pomi dzy OCR i m oznacza, e przy wzro cie OCR wp yw m na warto  GMax zwi k-
sza si .
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Rys. 1.  Zale no  pomi dzy napr eniem stycznym ( ) i odkszta ceniem postaciowym ( ) 
w gruntach

Fig. 1.  Shear stress ( ) and shear strain ( ) relationship for soils
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Obja nienia: increasing parameter – parametr wzrastaj cy; cross correlations – zale no  krzy owa.

METODYKA BADA

Badanie z wykorzystaniem piezoelementów typu bender polega na pomiarze czasu 
przej cia sygna u od nadajnika do odbiornika przez umieszczon  w komorze aparatu 
próbk  gruntu. Pr dko  propagacji fali akustycznej przez grunt oblicza si , dziel c od-
leg o  pomi dzy piezoelementami przez pomierzony czas propagacji sygna u. Impuls 
elektryczny jest generowany przez generator fali zsynchronizowany z piezoelementem 
nadawczym i z oscyloskopem, dzi ki czemu wej cie sygna u widoczne na oscyloskopie 
odpowiada wej ciu sygna u do próbki gruntu. Nast pnie wygenerowany impuls elek-
tryczny zamieniany jest przez piezoelement nadawczy na impuls mechaniczny, który pro-
pagowany jest przez grunt i po pewnym czasie dociera do piezoelementu odbiorczego. 
Odebrany w ten sposób sygna  jest ponownie zamieniany na sygna  elektryczny, który po 
wzmocnieniu i oczyszczeniu dociera do oscyloskopu. Czas przej cia sygna u od nadaj-
nika do odbiornika odczytywany jest z obrazu uzyskanego na ekranie. W celu precyzyj-
nego ustalenia pr dko ci propagacji fali przez próbk  gruntu konieczne jest precyzyjne 
okre lenie czasu przej cia fali przez próbk  oraz dok adne okre lenie drogi propagacji. 
W tym celu nale y od wysoko ci próbki odj  g boko  umieszczenia piezoelementów 
w próbce [Viggiani i Atkinson 1995]. Pr dko  propagacji fali poprzecznej oblicza si  
z wzoru:

2p e
s

s

h h
t

  (1)

gdzie: hp – wysoko  badanej próbki gruntu,
he – odleg o , na jak  zag biony jest w próbce piezoelement,
ts – czas propagacji fali.

Tabela 1.  Wp yw parametrów gruntu na warto  GMax w gruntach spoistych [Carlton i Pestana 
2012]

Table 1. In  uence and relative importance of parameters that control GMax of cohesive soils [Carl-
ton and Pestana 2012]
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Szczegó owy opis stanowiska badawczego i metodyki bada  mo na znale  w pra-
cach Tymi skiego i Markowskiej-Lech [2005] oraz [Markowskiej-Lech [2006]. 

WYNIKI BADA  

Badania przeprowadzono na próbkach naturalnych gruntów spoistych o nienaruszo-
nej strukturze, pochodz cych z terenu Warszawy. Okre lono parametry  zyczne próbek: 
g sto  obj to ciow  gruntu ( ), wilgotno  naturaln  (wn), a tak e granic  plastyczno ci 
(wp) i granic  p ynno ci (wL), na podstawie których okre lono wska nik plastyczno ci 
(IP) i stopie  plastyczno ci (IL). Dokonano tak e analizy uziarnienia tych gruntów i skla-
sy  kowano je na podstawie normy PN-EN ISO 14688. W a ciwo ci badanych gruntów 
zestawiono w tabeli 2.

Badane próbki gruntu zosta y pobrane z ró nych g boko ci, wahaj cej si  od 2,0 m
p.p.t. w przypadku próbki P4, a  do g boko ci 23,0 m p.p.t. w przypadku próbki P1. 
Pi  spo ród badanych gruntów zosta o sklasy  kowanych jako i y pylaste (siCl), dwa 
jako py y ilasto-piaszczyste (saclSi) oraz py  ilasty (clSi) i i  pylasto-piaszczysty (sasiCl). 
Plastyczno  zbadanych gruntów waha si  od Ip = 14,8% do IP = 26,6%. Stan badanych 
gruntów jest zró nicowany – od stanu pó zwartego do stanu plastycznego. 

Próbki do bada  w aparacie trójosiowym mia y wymiary: rednica – d  50 mm 
i wysoko  – h  100 mm. Pomiarów pr dko ci fali dokonywano kilkakrotnie, przy ka -
dej zmianie napr enia, zarówno podczas etapu nas czania, jak i konsolidacji.

Na rysunkach 2 i 3 zaprezentowano otrzymane wyniki pomiarów pr dko ci fali po-
przecznej (VS), w zale no ci od redniego napr enia efektywnego (p ), oraz obliczone na 
tej podstawie warto ci pocz tkowego modu u odkszta cenia postaciowego (GMax). 

Warto  pr dko ci propagacji fali poprzecznej w gruncie, a co za tym idzie – warto  
pocz tkowego modu u odkszta cenia postaciowego, jest skorelowana z warto ci  red-

Tabela 2.  W a ciwo ci  zyczne próbek
Table 2.  Index properties of tested soil samples

Próbka
Sample

G boko
Depth cl si sa Nazwa 

gruntu
Soil

wn
wL
LL

wp
PL

IP
PI

IL
IL e0

[m] [%] [%] [%] [%] [%] [%] [–] [–] [–]

P1 22,5–23,0 28 60 12 siCl 21,5 45,7 19,1 26,6 0,09 0,644

P2 21,5–22,2 25 57 18 siCl 17,4 42,8 17,7 25,1 –0,01 0,620

P3 21,5–22,3 25 57 18 siCl 17,4 42,8 17,7 25,1 –0,01 0,630

P4 2,0–2,4 19 52 29 siCl 26,3 36,4 18 18,4 0,45 0,980

P5 17,0–17,5 22 51 27 siCl 22,1 36,9 18,6 18,3 0,19 0,697

P6 14,0–14,5 17 74 9 clSi 22,5 36,9 18,6 18,3 0,21 0,650

P7 3,0–3,7 10 35 55 sasiCl 12,05 26,5 9,9 16,6 0,13 0,370

P8 3,0–3,7 11 42 47 saclSi 10,73 26,5 11,7 14,8 –0,07 0,360

P9 3,0–3,7 11 42 47 saclSi 12,42 26,5 11,7 14,8 0,05 0,390



Koncepcja oceny modu u odkszta cenia postaciowego w gruntach spoistych... 49

Architectura 14 (3) 2015

niego napr enia efektywnego. Otrzymane wyniki pomiaru pr dko ci fali w poszcze-
gólnych próbkach gruntu, przy sta ym napr eniu efektywnym, s  rozproszone. Mo e 
by  to spowodowane zró nicowan  cz stotliwo ci  nadawanego sygna u. Im mniejszy 
wska nik porowato ci i im wi ksze rednie napr enie efektywne, tym lepszy kontakt 
pomi dzy cz steczkami gruntu, a co za tym idzie – wi ksza pr dko  propagacji fali 
poprzecznej.

Próba wyznaczenia prostego i praktycznego zwi zku s u cego do oszacowania war-
to ci GMax na podstawie atwych do okre lenia parametrów oparta zosta a na najbardziej 
powszechnym w literaturze zmody  kowanym równaniu Hardina i Blacka [1968] w po-
staci:

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

0 100 200 300 400 500 600

V
s 

[m
/s

]

p' [kPa]

P1 (PI=26,6; IL=0,09)

P2 (PI=25,1; IL=-0,01)

P3 (PI=25,1; IL=-0,01)

P4 (PI=18,4; IL=0,45)

P5 (PI=18,3; IL=0,20)

P6 (PI=18,3; IL=0,21)

P7 (PI=16,6; IL=0,13)

P8 (PI=14,8; IL=-0,07)

P9 (PI=14,8; IL=0,05)

Rys. 2. Zale no  pr dko ci fali poprzecznej (Vs) od redniego napr enia efektywnego (p’) 
w badanych próbkach

Fig. 2. Shear wave velocity (Vs) vs. mean effective stress (p’) in tested soils
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Rys. 3. Zale no  warto ci pocz tkowego modu u odkszta cenia postaciowego (GMax) od red-
niego napr enia efektywnego (p’) w badanych próbkach

Fig. 3. Shear modulus (GMax) vs. mean effective stress (p’) in tested soils
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Max
ref

( )
m

k pG A f e OCR
p

 (2)

gdzie: A – bezwymiarowa sta a charakteryzuj ca struktur  gruntu,
m – wyk adnik empiryczny,
f(e) – funkcja wska nika porowato ci,
OCR – wspó czynnik prekonsolidacji,
k – funkcja zale na od wska nika plastyczno ci dla gruntów spoistych; k = 0 dla
      Ip < 40, k = 1 dla Ip > 40,
pref – ci nienie referencyjne [kPa],
p  – rednie napr enie efektywne [kPa].

W obliczeniach przyjmuje si  warto  parametru k = 0, zgodnie z za o eniem, e 
wska nik prekonsolidacji OCR nie ma wp ywu na warto  GMax [Jamiolkowski i in. 
1994]. Warto  ci nienia referencyjnego przyj to pref = 100 kPa. Dok adny opis toku 
post powania mo na znale  w pracach Massarch [2004] i Gromek [2014].

Wska nik porowato ci zapisany zosta  jako funkcja w dwóch wariantach:

2
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Wobec tego zak adane równania przyjmuj  posta :
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e
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Zadanie sprowadza si  do uzale nienia sta ych A i m od znanych parametrów grun-
tów. W tym celu dobrano wy ej wymienione sta e dla ka dej z badanych próbek, aby 
otrzyma  jak najbardziej zbli on  charakterystyk  GMax – p  do otrzymanych wyników, 
które zosta y pokazane na rysunku 3. W tabeli 3 przedstawiono uzyskane wyniki.

W celu ustalenia zwi zku uzale niaj cego parametr m od rodzaju gruntu, okre lono 
dwa dodatkowe parametry: stopie  konsystencji (IC) i wzgl dn  aktywno  gruntu (RA), 
które zestawiono w tabeli 4:

IC = 1 – IL  (7)

( )L p

L

w I
RA

w
 (8)
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Dobre korelacje uzyskano, uzale niaj c parametr m od iloczynu wska nika plastycz-
no ci i stopnia konsystencji (rys. 4) oraz wyra enia (Ip·IC)/RA2 (rys. 5). Mo na zatem 
okre la  parametr m z nast puj cych wzorów:

m = 8,864 · (Ip · IC)–0,96 (9)
0,67

211,80 p CI I
m

RA
 (10)

Tabela 3.  Zestawienie sta ych A i m dopasowanych do otrzymanych wyników bada
Table 3.  Values of A and m parameters for tested samples

Próbka
Sample

2
I 0

Max
0 ref

(2,97 )
1

m
e pG A
e p

II
Max

0 ref

1
m

pG A
e p

A1 m1 A2 m2

P1 57 0,48 27 0,48

P2 30 0,42 14 0,42

P3 29 0,33 14 0,33

P4 37 1,00 19 1,00

P5 38 0,65 18 0,65

P6 44 0,70 21 0,70

P7 50 0,51 27 0,51

P8 55 0,73 30 0,73

P9 55 0,75 29 0,75

y = 8,8643x-0,961

R² = 0,813
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m
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Rys. 4. Zale no  parametru m od iloczynu wska nika plastyczno ci (IP ) i stopnia konsystencji (IC)
Fig. 4. Correlation of parameter m and (IP*Ic) values for tested soils 

Tabela 4. Zestawienie warto ci IC i RA dla poszczególnych próbek
Table 4. Values of IC and RA for tested samples

Parametry
Parameters P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9

IC 0,91 1,01 1,01 0,55 0,81 0,79 0,87 1,07 0,95
RA 0,418 0,414 0,414 0,495 0,504 0,504 0,374 0,442 0,442
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Gorsz  korelacj  uzyskano przy próbie okre lenia sta ych A1 i A2, których warto ci 
najlepiej korelowa y ze zwi zkiem: wn/e0

1,3 (rys. 6 i 7). 
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Rys. 5. Zale no  parametru m od wyra enia (IP*IC)/RA2

Fig. 5. Correlation of parameter m and (IP*IC)/RA2 values
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1.3 values
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Mo na zatem przyj  e:

1 1,3
0

1,53 12,29nwA
e

 (11)

2 1,3
0

0,89 10,57nwA
e

 (12)

gdzie: wn – wilgotno  naturalna [–].

Równania do oszacowania warto ci G0 przyjmuj  nast puj ce postaci:
0,968,864 ( )2

I 0
0 1,3

00

(2,97 )1,53 12,29
1 100

p CI I
nw e pG

ee
 (13)

0,968,864 ( )
II
0 1,3

00

10,89 10,57
100

p CI I
nw pG

ee
 (14)

Na rysunku 8 zaprezentowano porównanie warto ci G0 , obliczonych za pomoc  rów-
na  (13) i (14), z warto ciami G0 pomierzonymi podczas bada . 

PODSUMOWANIE

Czynnikiem maj cym najwi kszy wp yw na pr dko  propagacji fali poprzecznej 
w gruncie, a co za tym idzie – na warto  GMax, jest bez w tpienia rednie napr enie 
efektywne (p ). Fala poprzeczna propagowana jest przez grunt poprzez kontakty mi dzy 
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Rys. 8. Zale no  pomi dzy pomierzonymi warto ciami G0 a warto ciami obliczonymi za po-
moc  równa  (13) i (14)

Fig. 8. Correlation of experimental and estimated values of shear modulus for tested soils
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jego cz steczkami, na które napr nie efektywne ma oczywisty wp yw. Zwi zek pomi -
dzy rednim napr eniem efektywnym i warto ci  GMax, w badanych gruntach spoistych 
przyjmuje charakter liniowy.

Parametrem, który równie  ma istotny wp yw na warto  GMax jest wska nik pla-
styczno ci Ip. Co prawda nie wykazano zwi zku pomi dzy warto ci  Ip i pr dko ci  pro-
pagacji fali poprzecznej, ale zauwa ono, e dla gruntów o ma ej plastyczno ci wzrasta 
wp yw redniego napr enia efektywnego na warto  GMax. Podobn  zale no  zauwa-
ono równie  dla zawarto ci frakcji drobnej, która jest w dobrej korelacji ze wska nikiem 

plastyczno ci.
Po przeanalizowaniu wyników bada  zaproponowano nast puj ce zwi zki empirycz-

ne, na podstawie których mo na oszacowa  warto  GMax:

0,98,864 ( )2
I 0
0 1,3

00

(2,97 )1,53 12,29
1 100

p CI I
nw e pG

ee

8,864 ( )
II
0 1,3

00

10,89 10,57
100

P
p CI I

nw pG
ee

Porównanie warto ci G0 pomierzonych w laboratorium z warto ciami uzyskanymi za 
pomoc  zaproponowanych równa  pokazano na rysunku 8. Na podstawie otrzymanych 
wyników mo na stwierdzi , e powy sze równania mog  s u y  do okre lania szacunko-
wej wielko ci GMax w gruntach spoistych o plastyczno ci Ip < 27%. Zaproponowane zwi z-
ki oparte s  na atwych do okre lenia parametrach geotechnicznych, takich jak: pocz tko-
wy wska nik porowato ci (e0), wska nik plastyczno ci (Ip), wska nik konsystencji (IC), 
a tak e wilgotno  naturalna (wn), i uzale nione od redniego napr enia efektywnego 
(p ). Zwi zki empiryczne zaproponowane w pracy powinny zosta  zwery  kowane w dal-
szej kolejno ci. 
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EVALUATION OF SHEAR MODULUS BASED ON SHEAR WAVE VELOCITY 
TESTS FOR COHESIVE SOILS 

Abstract. This work contains proposition of the empirical relationship based on a standard 
laboratory tests for the estimation the initial shear modulus (GMax) for cohesive soils. The 
analysis of the results of measurements shear wave velocity from bender elements tests was 
presented.
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