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P YTA KOLISTA I PIER CIE  KO OWY JAKO 
FUNDAMENTY ZBIORNIKÓW KO OWYCH 
NA SPR YSTYM DWUPARAMETROWYM POD O U 
W ASOWA  

Roman Misiak
Warszawa    

Streszczenie. Opracowanie dotyczy rozwini cia teorii oddzia ywania dwuparametrowego  
pod o a W asowa na obci enie p yt  kolist  lub pier cieniem ko owym. Przedstawiono 
przekszta cone i rozszerzone rozwi zanie teoretyczne do postaci umo liwiaj cej zastoso-
wanie w praktyce in ynierskiej. Wyniki z oblicze  analitycznych porównanano z wynikami 
bada  na modelu  zycznym.

S owa kluczowe: dwuparametrowe pod o e W asowa, zbiorniki ko owe, p yty koliste, 
pier cienie ko owe

WST P

W praktyce projektowej s  najcz ciej stosowane dwa podej cia dotycz ce modelu 
pod o a gruntowego: prostoliniowy rozk ad odporu gruntu w p aszczy nie posadowienia  
oraz pod o e Winklera (hipoteza wspó czynnika pod o a).

Wed ug podej cia prostoliniowego odporu gruntu przyjmuje si , e dla obci enia 
symetrycznego wzgl dem osi p yty lub osi przekroju pier cienia fundamentowego odpór 
gruntu jest prostok tny (równomierny), natomiast dla obci enia mimo rodowego jest 
trapezowy. Pod o e Winklera mo na przyrówna  do zespo u spr yn niepowi zanych ze 
sob  (rys. 1a).

W dotychczasowej praktyce projektowania zbiorników ko owych posadowionych 
poni ej zwierciad a wody gruntowej przyjmowano równomierny odpór pod o a grun-
towego spowodowany si ami przy o onymi na kraw dzi p yty dennej. Takie za o enie 
prowadzi do powstawania do  du ych momentów zginaj cych w prz le p yty i w 
miejscu po czenia p yty ze cian , a zatem grubo ci tych elementów s  do  znaczne. 
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W przypadku posadowienia zbiornika powy ej zwierciad a wody gruntowej przyjmuje 
si  w obliczeniach, e p yta denna spoczywa na pod o u Winklera. Takie przyj cie powo-
duje koncentracj  si  wewn trznych w pobli u miejsca przy o enia obci e  i zanikanie 
si  wewn trznych w p ycie dennej w miar  oddalania rozpatrywanego przekroju od miej-
sca przy o enia si y. Warto ci momentów zginaj cych i si  normalnych s  du o mniejsze 
dla pod o a Winklera ni  wyliczone dla równomiernego odporu gruntu.

Rozwi zaniem, które jeszcze bardziej rozszerza wp yw  zycznych w asno ci pod o a 
gruntowego na wynik ko cowy, jest model warstwy spr ystej. Grunt w tym modelu jest 
traktowany jako cia o ci g e jednorodne i spr yste, zalegaj ce w warstwie o mi szo-
ci HS nieograniczonej z boków. Maj c na uwadze fakt, e w praktyce zazwyczaj jest 

2,5HS
R

 (gdzie R – promie  p yty dennej), wykazano, i  dla tego warunku mo na przy-

j  w obliczeniach HS = , co znacznie upraszcza obliczenia bez  uszczerbku dla dok ad-
no ci wyników. W rezultacie model sprowadza si  do jednowarstwowej pó przestrzeni 
spr ystej okre lonej w niniejszym opracowaniu jako dwuparametrowe pod o e W aso-
wa. W tym modelu w asno ci pod o a gruntowego s  okre lone modu em odkszta cenia 
(Eo) i wspó czynnikiem Poissona (vgr). Jak wiadomo, w asno ci te s  niezale ne od wy-
miarów i kszta tu konstrukcji. Jednocze nie model dwuparametrowego pod o a W asowa 
wprowadza do rozwi zania wp yw si  cinaj cych w pod o u oraz uwzgl dnia zanikanie 
osiada  w g b pod o a i sztywno  p yty dennej. W efekcie otrzymuje si  kszta t prze-
mieszcze  powierzchni pod o a pokazany na rysunku 1b. 

Celem pracy by o podanie prostej metody w prowadzeniu oblicze  statycznych, która 
mo e by  wykorzystana w praktyce in ynierskiej, dotycz cej projektowania konstrukcji 
zbiorników ko owych. Za o ono hipotez  robocz , e proponowana metoda daje wyniki 
bardziej poprawne w stosunku do wyników z hipotezy Winklera, albowiem jest dok ad-
nym rozwini ciem wzorów hipotezy W asowa. Hipotez  t  wery  kowano, wykorzystu-
j c obliczenia statyki konstrukcji modelu zbudowanego z pleksiglasu, posadowionego na 
piasku, i na badaniu identycznego modelu  zycznego.

Rys. 1.  Modele pod o a gruntowego
Fig. 1.  Subsoil models development

a

b
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METODYKA BADA  

Metodyka bada  polega a na ocenie wp ywu zale no ci wspó czynników charak-
terystycznych, stosunku tych wspó czynników oraz wp ywu si  cinaj cych w pod o u  
gruntowym na odpór gruntu pod p yt . Realizacja tych bada  polega a na obliczeniach 
dotycz cych przypadków skrajnych. 

Przeprowadzono dwa obliczenia dla p yty kolistej i jedno dla pier cienia ko owego.

P yta kolista pod obci eniem p roz o onym na ca ej powierzchni (rys. 2)

Zale no  mi dzy przemieszczeniem pod o a a odporem gruntu okre lono wed ug 
W asowa i Leontiewa [1960]:
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Rys. 2.  P yta kolista na dwuparametrowym pod o u W asowa
Fig. 2.  Circular tank on two-parameter Vlasow’s elastic subsoil
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 – kwadrat operatora Laplace’a.

Zale no  wspó czynnika rozk adu przemieszcze  w gruncie pod p yt  ma posta   
[W asow i Leontiew 1960]:
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a warto ci wspó czynnika o, wynosz ce 1,0 i 1,5, zosta y podane przez W asowa jako 
przyk adowe. 

Zatem wspó czynnik o, zale ny od spr ystych w asno ci pod o a i charakteryzuj cy 
pr dko  zanikania osiada  w g b pod o a, powinien by  okre lony. Aby to osi gn , 

wprowadzono praktyczne uproszczenie w postaci: dla 2,5SH
R

 przyj to SH
R

   .  
Zatem:
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Okre lenie wielko ci wspó czynnika o przeprowadzono na podstawie osiadania ca -
kowicie sztywnej p yty kolistej (okr g ego stempla), le cej na spr ystej pó przestrzeni 
[W asow i Leontiew 1960]. Przyj to odpory gruntu q i Q, gdzie q jest równomiernym 
odporem pod p yt , a Q – umown  si  zast pcz , charakteryzuj c  wp yw pod o a znaj-
duj cego si  poza kraw dzi  p yty.

Wed ug W asowa i Leontiewa [1960]: q = kpu, natomiast osiadanie tej p yty na pod o-
u Winklera mo e by  okre lone zale no ci : .w

qu
C

 Przyrównuj c uw = u, otrzymuje 

si  kp = C, gdzie C – wspó czynnik podatno ci pod o a Winklera.
Z równo ci kp = C, otrzymano: 22(1 )
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Wed ug Pi tkowskiego [1957]: (2,67 2,50) .
2
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a przyjmuj c oznaczenie R = s, b dzie 
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gdzie: s – wska nik sztywno ci p yty, 
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v
 – modu  ci liwo ci pod o a gruntowego,

Egr – modu  spr ysto ci pod o a gruntowego,
hp – wysoko  przekroju p yty,
vp – wspó czynnik Poissona materia u p yty. 

Rozpatruj c skrajny przypadek p yty elbetowej dla danych: Ep = 32 500 MPa oraz 

Eo = 10 MPa i 5
p

R
h

, otrzymuje si : mini s = 0,88. Zatem dla konstrukcji elbetowych 

orientacyjnie mo na przyj  s  0,9.
Pozosta a jeszcze do okre lenia zale no  dla k ta  wchodz cego do funkcji Bessela. 

Funkcje Bessela w rozpatrywanym przypadku ze wzgl dów matematycznych zawieraj  
si  w obszarze 

4 2
.

W opracowaniu Koreniewa i Czernigowskiej [1962] podano nast puj c  zale no  
na k t :
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Po oznaczeniu: 2
1 1

1
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v
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2

1
1 1 .
2 4o ob s c

Ze wzgl du na wyra enie znajduj ce si  pod pierwiastkiem dla funkcji  powinien 

by  spe niony warunek 2 1,ob  sk d otrzymuje si  
1

2 .s

Wyniki z powy szego warunku zestawiono w tabeli 4 na str. 14 pracy Misiaka [2008], 
zakres warto ci smax zawiera si  w powy szym warunku.

Z warunku 
1

2s  dla vgr = 0,25 i smax = 5,805 otrzymuje si  mini 1 = 0,3444, a wy-

niki dla czynnika bo zawieraj  si  w granicach:

mini 
21 0,3444 0,9 0,02403,

2ob

max 
21 0,3444 5,805 0,9992,

2ob

z kolei zakres warto ci k ta :

mini 
2

1 0,0240390 arc tan 45,7
2 1 0,02403

,

max 
2

1 0,999290 arc tan 88,9 .
2 1 0,9992

Zatem jest spe niony warunek 45°   < 90°.
Jak wida , zakres warto ci smax równie  zawiera si  w warunku 45°   < 90°.

W przypadku wi kszych warto ci s ni  obliczone smax z warunku 
1

2s  mo na ko-

rzysta  z przedstawionego rozwi zania, wprowadzaj c do wszystkich zale no ci warto  
smax. 

Przemieszczenia kraw dzi p yty wyznacza si  z zale no ci:
przemieszczenie pionowe  

1( )A su u

k t obrotu  

1 ( )A
du s
dr

.

Po podstawieniu odpowiednich wielko ci otrzymuje si :
przemieszczenie pionowe

1
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3
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k t obrotu
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gdzie wspó czynniki: fg, B41, B42 zale  od zmody  kowanych funkcji Bessela zerowego 
rz du, drugiego rodzaju i s  przedstawione w pracy Misiaka [2008]. Ponadto w pracy tej 
podano ostateczne wzory do obliczania przemieszcze  i si  wewn trznych.  

P yta kolista pod obci eniem si  P roz o on  równomiernie liniowo na kraw dzi 
(rys. 3)

Odpór pod o a pod p yt  jest opisany zale no ci :

1P
Pp U
R

 (13)

–

Rys. 3.  P yta kolista pod obci eniem si  liniow
Fig. 3.  Circular slab under linear forces on the edge

Rys. 4.  Wykresy przemieszcze  pionowych
Fig. 4.  Diagram of vertical settlement
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Na rysunku 4 podano wykresy zale no ci przemieszcze  pionowych (U1) p yty dla 
vgr = 0,3 i skrajnych warto ci wska nika sztywno ci (s). W przypadku gdy warto  s jest 
bliska warto ci smax, a wp yw obci enia si  kraw dziow  (P) odrywa cz  rodkow   
p yty od pod o a, nale y zapewni , aby ci ar p yty eliminowa  to odrywanie.

Stosuj c hipotez  równomiernego odporu gruntu (U1 = 2), otrzymuje si : 2P
Pp
R

,
zatem wida  du  ró nic  wyników.

Poza tym opracowano ostateczne postacie wzorów pionowych przemieszcze  kraw -
dzi, k tów obrotu kraw dzi oraz momentów promieniowych i równole nikowych zgina-
j cych p yt  [Misiak 2008].

Pier cie  ko owy obci ony równomiernie pionowo na ca ej szeroko ci (rys. 5)

Na podstawie ogólnych matematycznych zale no ci [W asow i Leontiew 1960] otrzy-
mano szczególne zale no ci na osiadanie i napr enie pod pier cieniem w postaci:

g
p

pu
C

 (14)

4
13
2

g

o o

p

k R
 (15)

gdzie: warto ci ko podano w pracy Misiaka [2008], .o o
p

k EC
b

W celu wery  kacji oblicze  przeprowadzono badania na modelu  zycznym. W ba-
daniach tych porównano wykresy napr e  w gruncie pod p yt  i pier cieniem funda-
mentowym  otrzymane w laboratorium [ITB 1979] z wynikami teoretycznymi [Misiak 
1981]. Model  zyczny zbudowany by  z pleksiglasu, którego ciana zosta a utwierdzona 
w pier cieniu fundamentowym, a pier cie  sklejony z p yt  denn . Spoczywa  on na pia-

Rys. 5.  Pier cie  ko owy
Fig. 5.  Foundation ring under wall loading
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sku przygotowanym w dwóch wariantach: 1) o wilgotno ci naturalnej, 2) nawodniony 
do poziomu p yty dennej. ciana wraz z pier cieniem fundamentowym i p yt  denn  
by y obci one hydrostatycznym ci nieniem rt ci, poza tym na koronie ciany zosta a 
przy o ona si a ci g a wciskaj ca model w pod o e gruntowe. Modu  ci liwo ci pod o a 
gruntowego (Eo) zosta  wyznaczony z bada   zycznych. Grubo  warstwy pod o a grun-

towego spe nia a warunek 2,5.SH
R

WYNIKI BADA

Rozwa aj c posta  wska nika sztywno ci p yty (s), otrzymuje si  nast puj ce wyniki: 
dla p yty niesko czenie sztywnej s = 0, dla p yty niesko czenie wiotkiej s = ; natomiast 
je li pod o e jest niesko czenie wiotkie (Eo  0), wówczas p yta staje si  niesko czenie 
sztywna i odwrotnie, gdy pod o e b dzie niesko czenie sztywne (Eo  ), p yta stanie 
si  niesko czenie wiotka.

W zale no ci na przemieszczenie pionowe (11) pierwszy cz on w nawiasie 
3
4  przed-

stawia wp yw odporu pod o a znajduj cego si  pod p yt , drugi cz on przedstawia wp yw 
oddzia ywania pod o a znajduj cego si  poza kraw dzi  p yty. Stosunek tych oddzia y-
wa  ma posta :

1 414

3 2
gf Bn  (16)

Warto ci otrzymane z funkcji (16) pokazuj , e im bardziej p yta jest wiotka, tym 
wi kszy jest udzia  pod o a znajduj cego si  poza jej kraw dzi . Udzia  ten zawiera si  
w granicach od 35% dla p yty niesko czenie sztywnej (s = 0) do 56%  dla p yty nie-
sko czenie wiotkiej (s > 5,7) w stosunku do oddzia ywania pod o a znajduj cego si  
bezpo rednio pod p yt . 

Rozpatruj c odpór gruntu pod p yt  wiotk  (s = 5,7) okazuje si , e w obszarze cen-
tralnym o zasi gu równym oko o 0,7R wyst puje odpór gruntu równy obci eniu, a zbli-
aj c si  do kraw dzi p yty odpór maleje do warto ci równej oko o 0,5p. Dla p yty bardzo 

sztywnej (s = 0,9) odpór gruntu jest prawie równomierny, o warto ci oko o 0,65p, co 
oznacza, e pozosta a cz  obci enia jest przenoszona przez grunt znajduj cy si  poza 
kraw dzi  p yty. Takie wyniki uzyskano dzi ki uwzgl dnieniu wp ywu si  cinaj cych 
w pod o u.  

Napr enia pod pier cieniem obliczone wed ug wzoru (15) mog  mie  warto ci:
dla vgr = 0,4 i Ro = 0,5 (pier cie  staje si  p yt  niesko czenie sztywn  – okr g y 
stempel)

4 0,6183
3 2,1564(0,5 0,5)g

p p

dla vgr = 0,2 i Ro =  24,0 (pier cie  bardzo rozleg y w rzucie)
4 0,07742

3 0,7029(24,0 0,5)g
p p

–

–
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 Jak wida , im pier cie  jest bardziej rozleg y, tym napr enia na grunt bezpo rednio 
pod pier cieniem s  mniejsze. Zale no ci powy sze uwzgl dniaj  wp yw si  cinaj cych 
w gruncie, w wyniku czego cz  obci enia p jest przenoszona na grunt le cy poza 
obrysem pier cienia. Pomijaj c wp yw si  cinaj cych w gruncie (np. pod o e Winklera), 
otrzymuje si  g = p, a zatem uwzgl dnienie si  cinaj cych dowodzi, e grunt le cy 
poza obrysem pier cienia przenosi od (1 – 0,6183)·100 = 38% obci enia w przypadku 
okr g ego stempla do (1 – 0,07742)·100 = 92% obci enia w przypadku bardzo rozleg e-
go pier cienia.

Na rysunkach 6 i 7 podano wyniki z bada  na modelu  zycznym. Symbol „Hg” oznacza 
obci enie rt ci  o s upie równym g boko ci zbiornika, a litera „P” oznacza si  ci g  
przy o on  na koronie zbiornika. Z porównania wykresów wynika, i  w gruncie wilgotnym 
warto ci porównywanych napr e  s  bardzo bliskie, natomiast w gruncie nawodnionym 
przy obci eniu si  „P”, wyniki s  rozbie ne pod pier cieniem fundamentowym. 

Rys. 6.  Wykresy napr e  w gruncie wilgotnym
Fig. 6.  Stress diagram in moist soil

Rys. 7.  Wykresy napr e  w gruncie nawodnionym
Fig. 7.  Stress diagram in wet soil
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Mo na przypuszcza , e ta ró nica nie mog a by  spowodowana wp ywem wody 
w pod o u, albowiem nie obserwuje si  tego wp ywu w pozosta ych wynikach; zatem 
przyczyna mo e le e  w niedok adno ciach badania, zw aszcza e wykres le cy poza 
pier cieniem fundamentowym jest podobny do wykresu otrzymanego z bada  w grun-
cie wilgotnym. Poza tymi badaniami  zycznymi badano warto ci uogólnionych si  we-
wn trznych w konstrukcji zbiornika. Zainteresowani mog  je znale  w pracy Misiaka  
[2008].

Na rysunku 8 przedstawiono wyniki oblicze  zbiornika wype nionego ciecz  na pod-
o u W asowa i wyniki oblicze  zbiornika na pod o u Winklera, które otrzymano z przy-

k adu liczbowego dla zbiornika o rednicy 14 m i g boko ci 5 m.

PODSUMOWANIE

Opracowanie przedstawia sposób doprowadzenia teoretycznego ogólnego rozwi za-
nia W asowa do teoretycznego rozwi zania szczególnego. Rozwi zanie szczególne ma 
posta  ko cow , to znaczy, e wszystkie cz ony wzorów s  przygotowane na przyj cie 
konkretnych warto ci. Wynik taki otrzymano, przekszta caj c odpowiednio zale no ci  
teoretyczne oraz wyprowadzaj c wielko  wspó czynnika o (7), zale nego od spr y-
stych w asno ci pod o a i charakteryzuj ce pr dko   zanikania osiada  w g b pod o a,  
oraz wska nika sztywno ci p yty (s). Z opracowania wynika równie , e przyjmowana 
czasem zasada równomiernego odporu gruntu pod p yt  le c  na gruncie nawodnionym 
i obci on  na kraw dzi jest nie do przyj cia, jak na to wskazuj  wykresy na rysunku 7 
oznaczone liter  „P”.

Z porównania wykresów uogólnionych si  wewn trznych na rysunku 8 wynika, e 
warto  maksymalnej si y równole nikowej w cianie obliczonej dla pod o a Winklera 
jest o 14% wi ksza od si y obliczonej dla dwuparametrowego pod o a W asowa, nato-

Rys. 8.  Wykresy momentów zginaj cych i si  równole nikowych
Fig. 8.  Bending moment and force diagrams for circular tank under consideration
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miast wykresy momentów zginaj cych w cianie i p ycie dennej powoduj  rozci ganie 
z przeciwnych stron przekroju, przy czym warto ci bezwzgl dne ekstremalnych momen-
tów zginaj cych obliczonych dla pod o a Winklera s  w cianie czterokrotnie, a w p y-
cie o 1% wi ksze od momentów obliczonych dla dwuparametrowego pod o a W asowa. 
Ró nica znaków w wykresach momentów zginaj cych jest spowodowana przyj ciem dla 
pod o a Winklera za o enia, i  obci enie roz o one równomiernie na p ycie dennej (np. 
obci enie ciecz  wype niaj c  zbiornik) powoduje jej równomierne osiadanie (wszyst-
kie spr ynki zostaj  jednakowo skrócone – rys. 1a), w wyniku czego kraw d  p yty pod 
wp ywem tego obci enia nie doznaje obrotu. Natomiast w modelu dwuparametrowego 
pod o a W asowa obci enie równomiernie roz o one na ca ej powierzchni p yty powo-
duje obrót jej kraw dzi (rys. 2), co ma bezpo redni wp yw na kszta t wykresu momentów 
zginaj cych w ca ym zbiorniku i co równie  powoduje zmniejszenie warto ci si y rów-
nole nikowej w cianie. Porównanie powy sze wykazuje powa ne korzy ci wynikaj ce 
z zastosowania modelu dwuparametrowego pod o a W asowa w projektowaniu zbiorni-
ków ko owych, polegaj ce zarówno na oszcz dno ci materia u konstrukcyjnego, jak i na 
w a ciwym rozmieszczeniu wk adek zbrojenia w przypadku zbiorników elbetowych.

Z dokonanych porówna  wyników bada   zycznych z wynikami oblicze  na pod-
stawie zastosowanego modelu dwuparametrowego pod o a W asowa mo na przyj , i  
podane rozwi zanie kwali  kuje si  do zastosowania w praktyce projektowej. 
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CIRCULAR TANKS ON TWO-PARAMETER VLASOV’S ELASTIC SUBSOIL

Abstract. This note describes the results of analyses of calculating circular tank embedded 
in an isotropic homogeneous elastic half-space as introduced by Vlasov and compared with 
analyses of the same tank in discrete soil as introduced by Winkler. The study made an at-
tempt to see how not so widely used theoretical model of soil can in  uence soil-structure 
interaction. Based on the  nding it was revealed that Vlasov’s elastic subsoil hypothesis is 
in advantage over Winkler’s model. The theoretical computations were validated by com-
paring them with the tested model research in very similar conditions to the natural environ-
ment. The data from model testing in dry sand and wet sand were collected in 1979.  
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