
ANALIZA ZASI GU WARSTWY BRZEGOWEJ 
W KOMPOZYTACH Z POD U N  I POPRZECZN  
GRADACJ  W ASNO CI

Joanna Witkowska-Dobrev
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy rozpatrzono zagadnienie warstwy brzegowej w wielowarstwowej 
przegrodzie budowlanej charakteryzuj cej si  pod u n  i poprzeczn  gradacj  w asno ci 
mechanicznych. Ka da warstwa rozpatrywanej przegrody zbudowana jest z dwóch izo-
tropowych, jednorodnych, spr ystych materia ów. Rozwa ania ograniczono do p askiego 
stanu odkszta cenia. Przyj ty model zosta  zbudowany na podstawie metody asymptotycz-
nego u redniania tolerancyjnego. Zbadano wp yw budowy kompozytu na zasi g warstwy 
brzegowej w obszarze kompozytu.

S owa kluczowe: pod u na gradacja w asno ci, poprzeczna gradacja w asno ci, asympto-
tyczne u rednianie tolerancyjne, efekt warstwy brzegowej

WST P 

W pracy rozpatrzono dwusk adnikowe kompozyty warstwowe z funkcyjn  gradacj  
w asno ci mechanicznych. Analizie poddano dwa typy kompozytów – z poprzeczn  i po-
d u n  gradacj  w asno ci (rys. 1).

O kompozytach za o ono, e sk adaj  si  z dwu materia ów liniowo spr ystych. 
Przyj to, e modelem dla analizowanych kompozytów jest statyczny model liniowej teo-
rii spr ysto ci. W takim modelu formu uje si  zagadnienie: znale  przemieszczenia 
(b d  napr enia) cia a przy zadanych warunkach brzegowych (przemieszczeniowych 
i/lub warunkach w napr eniach).

W przypadku struktur warstwowo-niejednorodnych otrzymanie rozwi za  cis ych 
sformu owanego wy ej zagadnienia napotyka cz sto na znaczne trudno ci spowodowane 
funkcjami materia owymi, które s  nieci g e na ma ych obszarach okre lono ci. Wska-
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zane jest wi c poszukiwanie modeli uproszczonych. Jedn  z metod prowadz c  do takich 
modeli prostszych jest technika u redniania tolerancyjnego [Wo niak i in. (red.) 2008, 
Wo niak i in. 2010].

METODYKA – MODEL U REDNIONY ROZWA ANYCH KOMPOZYTÓW

Przyjmijmy, e kon  guracj  odniesienia kompozytu w trójwymiarowej przestrzeni 
z kartezja skim uk adem wspó rz dnych jest obszar R, gdzie 2R . B dziemy 
rozpatrywa  statyk  kompozytów w p askim stanie odkszta cenia. Przemieszczenia kom-
pozytów oznaczymy przez 1 2,w ww .

Zgodnie z technik  u redniania tolerancyjnego poszukiwane pole przemieszcze  
przedstawimy w postaci:

1 1 1

2 2 2

w u h

w u h

x x x x

x x x x
 (1)

gdzie x = (x1, x2) oraz funkcje 1
1 2 1 2, , ,u u C  s  nowymi niewiadomymi, 

a funkcja 0h C  jest znan  funkcj  kszta tu. Funkcje 1 2,u u  nazywamy prze-
mieszczeniami u rednionymi, a 1 2,  to amplitudy  uktuacji.

Po zastosowania u redniania tolerancyjnego, opisanego w pracach Wo niaka i innych 
(red.) [2008], Wo niaka i innych [2010], W growskiej i Witkowskiej-Dobrev [2011, 
2012], otrzymujemy nast puj cy uk ad równa  na poszukiwane funkcje 1 2,u u :

1,11 0 2,1 2 0 1,2 20

0 1,1 2 0 2,11 2,2 2

2 , , 0

, 2 , 0

u u u

u u u
 (2)

Rys. 1. Schemat kompozytów o gradacji pod u nej i poprzecznej
Fig. 1. Scheme of composite with of longitudinal and transverse gradation
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W równaniach (2) wyst puj  nowe wspó czynniki, zwane modu ami efektywnymi, 
opisane w pracach W growskiej i Witkowskiej-Dobrev [2011, 2012], które odpowiednio 
wynosz :
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Natomiast  uktuacje 1 2,  maj  posta :

 dla gradacji pod u nej

1

, ,1 1 2 2

2 2

2 2

R M

M R
R R M M

R R M M R Mu u

 
2 , ,1 2 2 1

R M

R M R MR M
M R

u u

 dla gradacji poprzecznej

1 = 0

2 2 2 2 22 2 , ,
2 2

R M

R M R RM R M R
R M R R

u u

Ka da z warstw kompozytu ma sta  grubo  ,  « L i sk ada si  z dwóch izotropo-
wych, jednorodnych sk adników nosz cych nazw  matrycy oraz wzmocnienia.
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Funkcja 2 2 1, 0, 1 , 0, , 0,R R Rx x H C H  jest funkcj  opisuj c  
redni  frakcj  wzmocnienia w warstwie, natomiast M  opisuje redni  frakcj  osno-

wy w warstwie i wynosi: 2 2 21 , 0, .M Rx x x H
W przypadku zagadnienia jednowymiarowego, gdy przemieszczenia zale  tylko 

od x2, równanie (2) redukuje si  do postaci:

2 2 22 , , 0u  (3)

Po rozwi zaniu równania (3) pole przemieszcze  1w , 2w  mo e by  aproksymo-
wane w postaci:

 dla przypadku gradacji pod u nej 

1 1 2 2

2 2 2

w w hM u

w w u
 (4)

 dla gradacji poprzecznej pola przemieszczenia 1w  i 2w  s  przybli one przez

2 2 2 2 2

1 1 1 1 0

w w u hM u

w w u h
 (5)

gdzie wielko  M przyjmuje posta :

2 2 R M

R M

M R
R R M M

M  (6)

Oznaczmy dla gradacji poprzecznej przez 0
0  brzeg 0

0 0, 0L R  oraz przez 
0
H  brzeg 0 0,H L H R.

Oznaczmy dla gradacji pod u nej przez 0
0  brzeg 0

0 0, 0H R  oraz przez  
0
H  brzeg 0 0,H H L R .

W obu przypadkach przemieszczenie 1w  nie spe nia warunków brzegowych na 
brzegach 0

0  i 0
H . W celu usuni cia tego mankamentu zmody  kujmy, zgodnie z prac  

Wo niaka [2010b], przemieszczenie 2
1w :

2
1 1 1 2 2 1w w hq hM u hq  (7)

gdzie 1q  jest nieznanym polem, które wyznaczamy z równania:

22
1 1 12 , , 0h q h q  (8)

z warunkami:

0 0 0 0
0 0

1 2 2 1 2 2i
H H

q M u q M u  (9)

Równania (8) i (9) opisuj  tzw. efekt brzegowy.
Podobnie post pujemy z przemieszczeniem ( ) ( )2

2 ⋅w  w przypadku gradacji po-
przecznej.
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Przyjmujemy: 
2

2 2 2 2 2 2 2w w hq u hM u hq  (10)

Nieznane pole ( )2 ⋅q  wyznaczamy z równania:

22
2 2 22 , , 0h q h q  (11)

z warunkami brzegowymi na 0
0  i 0

H  odpowiednio:

0 0 0 0
0 0

2 2 2 2 2 2i
H H

q M u q M u  (12)

Zbadamy teraz, rozpatruj c przyk ady, jak zmienia si  obszar wyst powania efektu 
brzegowego, w zale no ci od typu gradacji, w asno ci mechanicznych oraz nasycenia 
sk adnikami w komórce.

ANALIZA – WYNIK BADA

Rozpatrzmy przegrod  dwusk adnikow  o pod u nej gradacji w asno ci, która zajmu-
je obszar ( ) ( )0, 0,Ω = × ×L H R, L = 200 cm, H = 200 cm. 

Za ó my, e sta e materia owe sk adników wynosz  odpowiednio: 0,5035,λ =R  
0,2594, 0,128, 0,055μ λ μ= = =R M M .

Rozk ady frakcji (funkcje nasycenia) przyjmuj  posta :

22 2
2 2 2

2 22
0,2 ; 1R M R

x xx x x
LL

Niech ponadto przegroda sk ada si  ze 100 dwusk adnikowych warstw o sta ej gru-
bo ci  = 2 cm. 

Przyjmujemy nast puj ce warunki brzegowe: u2 ( x1, 0, x3 ) = 2; u2 ( x1, 200, x3 ) = 0;
x1  ( 0, 200 ) = 0; x3  R
oraz

2 2

2 3
2

2 2

188,18081 ln 0,75411 0,003063 273,771 ln 1,824 0,003064
0, , 0,0049303 1

188,1808 ln 0,1415 0,003064 ln 1, 216 0,003063

x x
u x x

x x

2 2

2 3
2

2 2

188,18081 ln 0,75411 0,003063 273,771 ln 1,824 0,003064
200, , 0,0049303 1

188,1808 ln 0,1415 0,003064 ln 1,216 0,003063

x x
u x x

x x

Rozpatrywany laminat nie jest periodyczny. Mikrostruktura laminatu o pod u nej gra-
dacji ma w asno ci periodyczne w kierunku osi x1. Rozwi zania przedstawiono wi c dla 
pojedynczej komórki.
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Jak ju  zaznaczyli my, rozwi zanie (4) w postaci przemieszcze  1w  i 2w  nie 
spe niania warunków na brzegach 0

0  i 0
H  (przecinaj cych uwarstwienie). 

Rysunek 2 przedstawia wykres przybli onego pola przemieszczenia ( )1 ⋅w . Ramk  zo-
sta  zaznaczony rozk ad pola przemieszczenia ( )1 ⋅w  w obszarach przy brzegu 0

0  i 0
H .

Przemieszczenia ( )2 ⋅w  przedstawiono na rysunku 3.

Rozwi zanie dla pola przemieszczenia ( )⋅1w
~  bez 

uwzgl dnienia efektu warstwy brzegowej 

Rozk ad przemieszczenia ( ) ( )2
1 ⋅w  z uwzgl dnieniem i bez uwzgl dnienia efektu brze-

gowego na 0
0  przedstawiono na rysunku 4. Otrzymane rozwi zanie spe nia warunki 

brzegowe (9) na 0
0  (  = 0). Z kolei rozwi zanie równania (4), oznaczone na rysunku 

jako 1w , warunków brzegowych nie spe nia. Wykres ( ) ( )2
1 ⋅w  na brzegu 0

0  przegrody 
nie ma oscylacji, co jest konsekwencj  zastosowanej formu y (7).

Rys. 4. Rozk ad pola przemieszczenia ( )1 ⋅w  i ( )2
1w  na brzegu 0

0

Fig. 4. Distribution of the displacement field ( )1 ⋅w  and ( )2
1w  on boundary 0

0

Rys. 2. Przybli ony rozk ad pola przemiesz-
czenia ( )1 ⋅w

Fig. 2. The approximate distribution of the 
displacement field ( )1 ⋅w

Rys. 3. Przybli ony rozk ad pola prze-
mieszczenia ( )2 ⋅w

Fig. 3. The approximate distribution of 
the displacement field ( )2 ⋅w

[cm]
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Rysunki 5a i 5b przedstawiaj  przemieszczenie ( ) ( )2
1 ⋅w  na brzegu 0

0  i 0
H . Ramk  na 

rysunku 5a zaznaczono rozwi zanie dla pola przemieszczenia ( ) ( )2
1 ⋅w  w obszarze przyle-

gaj cym do brzegu 0
0 , a na rysunku 5b – do brzegu 0

H . Zasi g warstwy brzegowej nie 
jest du y. W odleg o ci równej 0,8  od brzegu 0

0  i 0,35  od brzegu 0
H  efekt brzegowy 

mo e by  pomini ty. Jest on jednak ró ny dla brzegów 0
0  i 0

H .

Rys. 5. Rozk ad pola przemieszczenia ( )2
1w  przy brzegach: a – 0

0 , b – 0
H

Fig. 5. Distribution of the displacement field ( )2
1w near boundary: a – 0

0 , b – 0
H

Porównuj c rozwi zanie przedstawiaj ce przybli ony rozk ad pola przemieszczenia 
( )1 ⋅w  oraz rozwi zanie w postaci ( )2

1w  przy brzegu 0
0  i 0

H , mo emy wyznaczy  ich 
ró nic  (rys. 6).

a b

Rys. 6. Ró nica mi dzy przybli onym rozk adem pola przemieszczenia ( )1 ⋅w  a rozwi zaniem 
w postaci ( )2

1w  dla brzegów: a – 0
0 , b – 0

H

Fig. 6. The differences between the approximate distribution of the displacement field ( )1 ⋅w  and 
solution in the form of ( )2

1w  on the boundary: a – 0
0 , b – 0

H

I tak wzgl dna ró nica rozwi za  ( )1 ⋅w  i ( ) ( )2
1 ⋅w  dla odleg o ci  = 0,8  przy brze-

gu 0
0  i dla odleg o ci  = 0,35  przy brzegu 0

H  wynosi odpowiednio 0,000474 i 0,43 
(rys. 7).
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a b

Rys. 7. Wzgl dne ró nice mi dzy rozwi zaniami ( )1 ⋅w  i ( )2
1w  odpowiednio: a – dla brzegu 0

0 , 
b – dla brzegu 0

H

Fig. 7. The relative differences between the solution ( )1 ⋅w  and ( )2
1w  in distance  = 0,8  from 

boundary 0
0  and  = 0,35  from boundary 0

H respectively: a – 0
0 , b – 0

H

Rozpatrzmy teraz przegrod  o poprzecznej gradacji w asno ci. Przegroda zajmuje ob-
szar  = (0, L) × (0, H) × R, L = 54 cm, H = 200 cm. W asno ci materia owe przyj to jak 
poprzednio.

Rozk ad frakcji przyj to w posta  ( ) ( )32
2

31= −R
x

x
L

, ( ) ( )2 21ν ν= −M Rx x . Za ó -

my, e przegroda sk ada si  z 27-dwusk adnikowych warstw o sta ej grubo   = 2 cm.
Przyj to nast puj ce warunki brzegowe:

1 3 1 3 1 3
2 2, 0, 1; , 54, 0; 0, 200 ; ;u x x u x x x x R

( )
2 2

2 3
2

2 2

132,0976 ln 0,638 0,0031 262,270 ln 1,584 0,0031
0, , 0,000332 1

132,097 ln 0,6381 0,0031 262,2701 ln 0,9718 0,0227

− − + −
= − +

+ + − +

x x
u x x

x x

( )
2 2

2 3
2

2 2

132,0976 ln 0,638 0,003 1 262,270 ln 1,584 0,0031
, , 0,000332 1

132,097 ln 0,6381 0,0031 262,2701 ln 0,9718 0,0227

− − + −
= − +

+ + − +

x x
u H x x

x x

Wykres przemieszczenia ( )2 ⋅w  przedstawiono na rysunkach 8 i 9.
Wykres przemieszczenia z uwzgl dnieniem i bez uwzgl dnienia efektu warstwy 

brzegowej na 0
0  zaprezentowano na rysunku 10. Rozwi zanie ( ) ( )2

2 ⋅w  spe nia warunki 
brzegowe na 0

0  (  = 0). Z kolei rozwi zanie równania (5), oznaczone na rysunku jako 
( )2 ⋅w , warunków brzegowych nie spe nia. Wykres ( ) ( )2

2 ⋅w  na brzegu 0
0  przegrody nie 

ma oscylacji, co jest konsekwencj  zastosowanej formu y (10). Na brzegu 0
H  wykresy 

przemieszcze  przedstawiaj  si  identycznie.
Rysunki 11a i 11b przedstawiaj  rozk ad pola przemieszczenia ( ) ( )2

2 ⋅w . Ramk  na ry-
sunku 11a zaznaczono przemieszczenie ( ) ( )2

2 ⋅w  w obszarze przylegaj cym do brzegu 0
0 , 

a na rysunku 11b – do brzegu 0
H . Zasi g warstwy brzegowej nie jest du y. W odleg o ci 

równej 2,5  od brzegu 0
0  i 0

H  efekt brzegowy mo e by  pomini ty.
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Rys. 8. Rozk ad pola przemieszczenia ( )2 ⋅w  
dla x3 = const x1 = const

Fig. 8. Distribution of the displacement field 
( )2 ⋅w  for x3 = const x1 = const

Rys. 9. Rozk ad pola przemieszczenia ( )2 ⋅w  
dla x3 = const

Fig. 9. Distribution of the displacement field 
( )2 ⋅w  for x3 = const

Brak efektu warstwy brzegowej  

Rys. 10. Rozk ad pola przemieszczenia ( )2 ⋅w  i ( ) ( )2
2 ⋅w  na brzegu 0

0

Fig. 10. Distribution of the displacement field ( )2 ⋅w  and ( ) ( )2
2 ⋅w  on boundary 0

0

Rys. 11. Rozk ad pola przemieszcze  ( ) ( )2
2 ⋅w

Fig. 11. Distribution of the displacement field ( ) ( )2
2 ⋅w

Efekt warstwy brzegowej 

 a b
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Porównuj c rozwi zanie przedstawiaj ce rozk ad pola przemieszczenia ( )2 ⋅w  oraz 
rozwi zanie w postaci ( )2

2w  w odleg o ci 2,5  od brzegu 0
0  i 0

H , mo emy wyznaczy  
ich ró nic  (rys. 12). Dla takiej przegrody wyst pi taka sama ró nica wzgl dna zarówno 
na jednym, jak i na drugim brzegu.

Rys. 12. Ró nica wzgl dna mi dzy rozk adem pola przemieszczenia ( )2 ⋅w  a rozwi zaniem w po-
staci ( )2

2w  dla  = 2,5

Fig. 12. The relative difference between distribution of ( )2 ⋅w  and ( )2
2w  for  = 2.5

PODSUMOWANIE

Wprowadzenie do opisu kompozytu o poprzecznej lub pod u nej gradacji w asno ci 
materia owych mody  kacji w postaci uwzgl dnienia tzw. efektu warstwy brzegowej po-
woduje, e rozwi zania zmody  kowanych równa  spe niaj  warunki brzegowe na brze-
gach przecinaj cych uwarstwienie. Analiza zagadnienia wykaza a, e wp yw warstwy 
brzegowej na przemieszczenia szybko zanika.

Na zasi g warstwy brzegowej w przypadku analizowanych laminatów nie ma wp y-
wu ani nasycenie frakcjami materia owymi, ani liczba warstw, z jakich sk ada si  kom-
pozyt.
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ANALYSIS FOR AREA OF BOUNDARY LAYER EFFECT IN COMPOSITES 
WITH LONGITUDINAL AND TRANSVERSAL GRADATION OF 
PROPERTIES

Summary. The effect of boundary layer for multilayered wall with transversal and longitu-
dinal gradation of effective properties was for stationary elastic problems was investigated. 
Every layer of considered wall was made of two isotropic, homogeneous elastic materials. 
The considerations were reduced to the plane strain problem. The adopted model was based 
on the method of asymptotic tolerance averaging. The in  uence of structure of composites 
for the area of boundary layer effect was discussed. 

Key words: longitudinal gradation property, transverse gradation property, the asymptotic 
tolerance averaging, the effect of boundary layer
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