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ZAGADNIENIANIESTACJONARNE PRZEWODNICTWA
CIEPLNEGO PERIODYCZNYCH KOMPOZYTOW
WARSTWOWYCH

Vazgen Bagdasaryan
Szkota Gtowna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy sa periodyczne kompozyty
warstwowe. Zaktada si¢, ze sktadniki kompozytow sa jednorodne. W pracy konstruuje
si¢ model przewodnictwa cieplnego, w ktérym zamiast klasycznego réwnania Fouriera
o nieciagtych i skokowo zmiennych wspotczynnikach wystepuje rownanie o statych wspoét-
czynnikach. Wptyw niejednorodnosci osrodka na rozktad temperatury opisany jest nowymi
funkcjami, ktére wyznacza sie, znajac temperature usredniona. W pracy analizuje si¢ za-
gadnienia niestacjonarne

Stowa kluczowe: kompozyty warstwowe, rownanie Fouriera, usrednianie tolerancyjne

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W PERIODYCZNYCH KOMPOZYTACH
WARSTWOWYCH

W pracy rozwazane beda przewodniki warstwowe, ktorych konfiguracja jest zbior
Q = (0, L;) x (0, L,) x (0, L3). Przewodnik jest periodyczny w kierunku x1, z elementem

reprezentatywnym A = < 0, A > podzielonym na n czesci o diugosciach A, i =1, ..., n,

tak ze > 4 = A.
i=1

i-1 i
A«k,Z/iijA, i:2,3, ey Ny
k=1 k=1

wtedy Q; = A; x (0, L,) x (0, Ly) jest i-ta warstwa przewodnika, i =1, ..., n.

Whprowadzmy oznaczenia A =<0, 4 > oraz A; = (

Zatézmy, ze przewodnik jest warstwowo niejednorodny oraz ze kazda warstwa jest
jednorodna. Na rysunku 1 przedstawiono periodyczny przewodnik trojwarstwowy.
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ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: vazgen_bagdasaryan@sggw.pl
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Rys. 1. Cialo periodycznie trojwarstwowe
Fig. 1. Athree-layered object

W przypadku przewodnika warstwowego wspotczynniki tensora przewodnictwa cie-
pta K, ciepto wiasciwe c i gestos¢ masy p sa funkcjami periodycznymi o okresie A.

Dla wspdtczynnikdw tensora przewodnictwa ciepta przyjmujemy Ky = K, dla k = I,
oraz Ky =0,dlak#1,k, 1=1,2,3.

Zat6zmy, ze funkcja K zmienia sig tylko wzglgdem Xy, K(Xq, Xo, X3) = K(X,):

K" dla x € (0, 4)

K> dla xye (4, 4 + A
K(xl)|(o,,1) _ x € (A4, 4 +4)

K" dla x, € (A-A4,, A)

Wielkosci K', i = 1, ..., n, s state.

W podobny sposéb zdefiniowane sa funkcje ciepta wiasciwego ¢ = ¢(Xq, X9, X3) oraz
gestosci masy p = p(Xq, X2, X3)-

Oznaczmy przez 0 = O(Xq, X2, X3, 1), (X1, X2, X3) € Q, t € <t,, t;> temperature, a przez
f = f(Xq, X9, X3, t) — wydajnos¢ zrddet ciepta. Réwnanie przewodnictwa cieplnego rozpa-
trywanych przewodnikéw ma postac:

cp0 — (KO.1). — K(0.n+6.33) = €))

Réwnanie przewodnictwa ciepta (1) jest rownaniem rozniczkowym liniowym
0 zmieniajacych sie skokowo wspoétczynnikach. Dla takiego opisu mozna zbudowa¢ mo-
del prostszy, w ktérym wspoétczynniki beda state.

MODEL USREDNIONY PERIODYCZNYCH PRZEWODNIKOW
WARSTWOWYCH

Do modelowania zastosujemy technike usredniania tolerancyjnego [Wozniak i Wierz-
bicki 2000].
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Zgodnie z ta technika przyjmujemy rozktad temperatury w postaci:
H(xl,xz,x3,t)=l9(x1,x2,x3,t)+hA(x1)-(1/A(xl,x2,x3,t) Azl, 2:---1M (2)

gdzie ¥ jest temperatura usredniona, a y” sa funkcjami opisujacymi wptyw niejednorod-
nosci na przewodnictwo ciepta, nazwanymi fluktuacjami. Funkcje h” sa danymi, A-perio-
dycznymi, oscylujacymi funkcjami ksztattu. Funkcjami poszukiwanymi sa & oraz y,

W technice usredniania tolerancyjnego réwnania na niewiadome & i y* otrzymuije
sie w postaci:

o< P> _18<P>_8<P>_O
ABy) |, 7 099 0
®)
{8<P>] _18<P>_8<P>_0
A r - A 4
o) Pl 1%
gdzie <P> jest funkcjonatem usrednionym po komorce
1
<P>= |X‘[del 4)
A
a P ma postac
P= %(rce'z +KO,6,)+ 10 (5)

Po podstawieniu do zaleznosci (5) dekompozycji (2) réwnania (3) przyjma postaé:

(08— (K),u— (Kni it = ()

(conn®)y® — (k' n®) @ S+ w55y + (Kni' nf Yor® + (Kni')o, = (m?)

(6)

W przypadku przewodnika dwuwarstwowego funkcje ksztattu przyjmiemy w postaci
B (x)=h(x), d=1:

A A2 < A /11>
x + dla ne(—, ——
A=A 24 - A) 2 2
A A A
h(x) = le dlax, € <—?1 71> 7
2
A X, — A dla X € <ﬁ, i>
A=A 24 - A) 22
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Usrednione wielkosci wystepujace w rownaniach (6) beda dla rozpatrywanego przy-
padku réwne:

(o) =mec'p' + (1 -m)e*p*; (K)=mK' +(1-n)K’

11 2 2 1 2
<cph2>= me p + {1 -m)p ()2 <Kh2>= mK” + 1 -m)K (1 ®)

12 12

1

(Khy) = (K' - K7) (K(h,l)2>={£+ Kz}

m 1l-mn
. A A
dzie:ny =—,1-n = —=.
g il 2 il 1
MODEL ASYMPTOTYCZNY

W réwnaniach (6), pierwszy i drugi sktadnik jest rzedu O(4%). Wykorzystujac przej-
scie graniczne 2 — 0, otrzymujemy:

(eP)B = (K)D11 = (K)(Bopp + B.33) — <Kh,f4>1//,1A =0

<Kh,1A ht >le + <Kh,1A>19,1 -0 ©)

Oznaczmy przez E*® macierz odwrotng do <Kh,f1 hi > wtedy z réwnania (9), wy-
znaczy¢ mozna fluktuacje:

v =-E" (K[, (10)

Podstawiajac réwnanie (10) do (9), oraz definiujac

K = (k) - <Kh,f‘>(EAB <Kh,f>) (11)
otrzymujemy réwnanie na temperature usredniona @ w postaci

(o) = KD 8,1~ (K)B0—B.33) = 0 12)

Rdwnanie (12) ma posta¢ analogiczna do réwnania Fouriera (1), z tym ze wystepuja
w nim usrednione state wspotczynniki.

W przypadku przewodnika periodycznie dwuwarstwowego otrzymujemy:

 (Khy)?

e _
* ) <K> <K(h’1)2>

(13)

Acta Sci. Pol.



Zagadnienia niestacjonarne przewodnictwa cieplnego... 43

Podstawiajac do réwnania (13) wielkosci usrednione (8), otrzymujemy:

(K=K 1 -m)n
(1 -m)K' - mK?

K =K'+ (1-n)K? (14)

Jesli do réwnania (2) wstawimy wartos¢ fluktuacji (10), to otrzymamy poszukiwana
temperature & w postaci:
O(x1, 32, %3, 1) = B(x1, 3, %3, 1) = B (KnF Y () (1, 32, 35, 1) (15)

Réwnania (12) i (15) przedstawiaja model przewodnictwa cieplnego przewodnikdw
warstwowych uzyskany w ramach techniki usredniania tolerancyjnego.

PRZYKLADY ROZWIAZAN

Niech przedmiotem rozwazan bedzie dwuwarstwowy przewodnik ztozony z jedno-
rodnych i izotropowych warstw réwnolegtych do osi X,, X3 (rys. 2). Rozpatrywac bedzie-
my jednokierunkowy, niestacjonarny przeptyw ciepta w kierunku x;, bez zrodet ciepta.
Zakladajac 9 = &(x, ), otrzymujemy temperature usredniona:

(epyd - KT8, =0 (16)

gdzie K& okreslono zwiazkiem (13).

X2

Rys. 2. Przewodnik periodycznie dwuwarstwowy wzdtuz osi X,
Fig. 2.  Aperiodically two-layered conductor along the x;-axis

Architectura 13 (2) 2014
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Rdwnanie (16) mozna zapisa¢ w postaci:

19 = K'229,11 (17)
eff
gdzie K% = K .
cp)

Warunki brzegowe przyjeto w postaci:
30,1 =0, KLy, 1) =05 Hx, 0)=0; 0<x <Ly (18)

Rozwiazanie réwnania (17) otrzymujemy, stosujac transformate Laplace’a:

_ i anl + Ll + X1 _ . anl + Ll - X 18
0= 8 Fer (B0 e 20 @

27 2
gdzie erf (x) = Tj e du,
o

Sprawdzmy, jaki bedzie rozklad temperatury w ptycie, w ktorej L, = 120 cm oraz
A = 6 cm. Niech rozpatrywana ptyta bedzie ztozona z dwu jednorodnych i izotropo-
wych warstw: styropianu (c! = 1200 J-(kg-K)™2, p* = 15 kg-m~3, K! = 0,042 W-(m-K)~2,
J1=2cm) oraz betonu komérkowego o klasie gestosci 600 (c® =840 J-(kg-K)™,
p% =600 kg:m=3, K?=0,210 W-(m-K)™%, 1, = 4 cm).

Dla takiego przewodnika mamy:

. -1
Keﬁ = 0,303 \)v.(m.K)_1 <c,0> = 342 000 J-(m3~K)

(K;hy) = 0,168 W-(m-K)™" (Ki(h1)?) = 0,441 W-(m-K)"

Po obliczeniu podstawowych wielkosci uzyskujemy wystepujaca w rownaniu (16)
eff
wartos¢ wspotczynnika K% = = 8,860 - 107,
(co)
Przyjmijmy, ze na brzegu L, zadana jest temperatura 2, = 100 K.

Rysunek 3 przedstawia wykres temperatury usrednionej (18) w przedziale
0<x <12m, 0lh<¢<50h.

Na rysunkach 4 oraz 5 przedstawiono rozktad temperatury odpowiednio w zaleznosci
od uptywu czasu oraz miejsca. Mozna zauwazy¢, ze rozktad temperatury usrednionej
w kierunku osi periodycznosci wraz z uptywem czasu dazy do rozktadu liniowego.

W danym przypadku, zgodnie z réwnaniem (15), temperatura # ma postac:

01, ) = B(x11) — (o)l (19)

(kmn?) ™
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Rys. 3. Rozktad temperatury usrednionej w przewodniku w przedziale 0 <x; <1,2m,0<t<50 h
Fig. 3.  Distribution of averaging temperature in the conductor for 0 <x; <1,2m,0<t<50h

v
50 ¢
40
x,=0,7m
30 +
20
x,=03m
10
t
20 40 60 80 100
Rys. 4. Wykres temperatury &(xi, ) dlax; = 0,3 moraz x; =0,7 m
Fig. 4. A ¥(x;, t) temperature diagram for x; =0,3mand x; = 0,7 m

v
100 t

80

60

40 +

t=50h
20t t=10h
X
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Rys. 5. Wykres temperatury &(x;, t) pot=10h orazt=50h
Fig.5. A ©(xq, t) temperature diagram aftert =10 handt=50h
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Rysunek 6 przedstawia wykres temperatury 6(xy, t) z uwzglednieniem dekompozy-
cji (15), arysunek 7 —wykres temperatury 0(xy, t) odpowiedniopo:t=0,1h,t=1h,t=10h,
t =100 h, w przedziale x € (0,84; 1,2).

Rys. 6.  Wykres temperatury 6(xy, t) dla x; € (0,84 m, 1,2 m) oraz t (0,100 h)
Fig. 6. A 0(xq, t) temperature diagram for x; € (0,84 m, 1,2 m) and t € (0,100 h)

7

100 f

1004 r
104

1h
20 f 0,14

X1

0.85 0.9 0.95 1.05 1.1 1.15 1.2

Rys. 7. Wykres temperatury 6(xy, t) po czasiet=0,1h,t=1h,t=10h,t=100h
Fig. 7. A0(xq, t) temperature diagram aftert=0,1 h,t=1h,t=10h,t=100h

Na rysunkach 6 oraz 7 wyraznie wida¢ wptyw struktury warstwowej przewodnika na
przeptyw ciepta. Wptyw ten maleje wzdtuz osi x;.

Dla analizowanego przewodnika przyjmijmy teraz warunki poczatkowo-brzegowe
w postaci:

19(09 t) = 0’ ﬂ(Lla t) = 09 19()(1, O) = 1909 0< X < Ll (20)

Rozwiazanie rownania (17) otrzymujemy takze, stosujac transformate Laplace’a i ma
ono postac:
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B _l —X] _l X1 . l m -
Y0 = 190{1 Ee}fc(ZKx/;j 260[0(2K«/Zj+,§0[2e}fc( 2t j

1 2}’[L1 + xlj 1 [ZI’ILl + 2Ll - xl) 1 (2}’1141 + 2L1 + xlj
——erfcl———— |+t —erfc| ——————|——erfc, ———— | — 21
2 f( 26\t 2 4 26\t 2 4 26Vt (@)

—er C(ZnLl + Ll - xlj " erf,c(anl + Ll + X1 jj|}
26\t 21\t

gdzie erfe(x) =1 - erf(x).

Wykresy funkcji (21) wykonano dla pierwszych 50 wyrazoéw szeregu (rys. 8).

R
SR
25 @5.%\\\}&:\ :\
v

L

Rys. 8. Rozktad temperatury usrednionej w przewodniku w przedziale 0 <x; <1,2m,0<t<50h
Fig. 8.  Distribution of averaging temperature in the conductor for0<x; <1,2m,0<t<50h

100

80

40

20 10 60 \39\\\&@0
Rys. 9.  Wykres temperatury usrednionej dla x; = 0,3 m oraz x; =0,7 m
Fig. 9. Anaveraging temperature diagram for x, = 0,3 mand x; = 0,7 m
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Rysunek 9 przedstawia wykres temperatury 6(x;, t) dla potowy przewodnika
z uwzglednieniem dekompozycji (15), a rysunek 10 — wykres temperatury 6(x,, t) odpo-
wiedniopot=0,1h,t=1h,t=10h, t=100 h. Na rysunkach 10 oraz 11 wida¢ wptyw
struktury warstwowej przewodnika na przeptyw ciepta.

Rys. 10. Wykres temperatury 6(xy, t) dla x; € (0,6 m, 1,2 m) orazt € (0,10 h)
Fig. 10. A 0(xq, t) temperature diagram for x; € (0,6 m, 1,2 m) and t € (0,10 h)

o o1n
100 F

1h
80 |

60
40

20 1004

X

O.‘2 O.‘4 0.‘6 O.‘8 l 1.2
Rys. 11. Wykres temperatury 6(xy, t) po czasiet=0,1h,t=1h,t=10h, t=100 h
Fig. 11. A 0(xq, t) temperature diagram aftert=0,1h,t=1h,t=10h,t=100h

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciepta, opisanym rownaniem Fouriera na ma-
tych przedziatach okreslonosci funkcji, dla rozwazanych przewodnikdéw wystepuja
wspotczynniki nieciagte, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany rownaniem
na usredniona temperature, ma wspotczynniki state. Skonstruowany model wydaje sie
by¢ wygodnym narzedziem do badania przewodnictwa ciepta w warstwowych materia-
fach wielosktadnikowych. Obszarem dalszych badan beda zagadnienia naprezen ciepl-
nych w takich przewodnikach.
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TRANSIENT ANALYSIS OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICAL
LAYERED COMPOSITES

Abstract. The subject of the paper are periodical layered composites. It is assumed that the
components of the composites are homogeneous. The work consists in forming a model of
heat conduction in which the Fourier equation with discontinuous highly oscillating coef-
ficients was substituted with an equation with constant coefficients. The influence of the
conductor on the temperature is described with additional functions which are determined
knowing the averaging temperature. The paper deals with transient problems. Further rese-
arch will be done on thermal stresses in such cases.

Key words: layered composites, Fourier’s law, tolerance averaging
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