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Streszczenie. Przedmiotem rozwa a  w niniejszej pracy s  periodyczne kompozyty 
warstwowe. Zak ada si , e sk adniki kompozytów s  jednorodne. W pracy konstruuje 
si  model przewodnictwa cieplnego, w którym zamiast klasycznego równania Fouriera 
o nieci g ych i skokowo zmiennych wspó czynnikach wyst puje równanie o sta ych wspó -
czynnikach. Wp yw niejednorodno ci o rodka na rozk ad temperatury opisany jest nowymi 
funkcjami, które wyznacza si , znaj c temperatur  u rednion . W pracy analizuje si  za-
gadnienia niestacjonarne

S owa kluczowe: kompozyty warstwowe, równanie Fouriera, u rednianie tolerancyjne

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W PERIODYCZNYCH KOMPOZYTACH 
WARSTWOWYCH

W pracy rozwa ane b d  przewodniki warstwowe, których kon  guracj  jest zbiór 
1 2 30, 0, 0, L L L . Przewodnik jest periodyczny w kierunku x1, z elementem 

reprezentatywnym 0,  podzielonym na n cz ci o d ugo ciach , 1, ..., ,i i n
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 i = 2, 3, ..., n, 

wtedy 2 3(0, ) (0, )i i L L  jest i-t  warstw  przewodnika, i = 1, ..., n.

Za ó my, e przewodnik jest warstwowo niejednorodny oraz e ka da warstwa jest 
jednorodna. Na rysunku 1 przedstawiono periodyczny przewodnik trójwarstwowy.
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W przypadku przewodnika warstwowego wspó czynniki tensora przewodnictwa cie-
p a K, ciep o w a ciwe c i g sto  masy  s  funkcjami periodycznymi o okresie .

Dla wspó czynników tensora przewodnictwa ciep a przyjmujemy Kkl = K, dla k = l, 
oraz Kkl = 0, dla k  l, k, l = 1, 2, 3.

Za ó my, e funkcja K zmienia si  tylko wzgl dem x1, K(x1, x2, x3) = K(x1):
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Wielko ci Ki, i = 1, ..., n, s  sta e.
W podobny sposób zde  niowane s  funkcje ciep a w a ciwego c = c(x1, x2, x3) oraz 

g sto ci masy  = (x1, x2, x3).
Oznaczmy przez  = (x1, x2, x3, t), (x1, x2, x3) , t < to, t1> temperatur , a przez 

f = f(x1, x2, x3, t) – wydajno  róde  ciep a. Równanie przewodnictwa cieplnego rozpa-
trywanych przewodników ma posta :

1 1 22 33, ,  , ,c K K f  (1)

Równanie przewodnictwa ciep a (1) jest równaniem ró niczkowym liniowym 
o zmieniaj cych si  skokowo wspó czynnikach. Dla takiego opisu mo na zbudowa  mo-
del prostszy, w którym wspó czynniki b d  sta e.

MODEL U REDNIONY PERIODYCZNYCH PRZEWODNIKÓW 
WARSTWOWYCH

Do modelowania zastosujemy technik  u redniania tolerancyjnego [Wo niak i Wierz-
bicki 2000].

Rys. 1.  Cia o periodycznie trójwarstwowe
Fig. 1. A three-layered object
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Zgodnie z t  technik  przyjmujemy rozk ad temperatury w postaci:

1 2 3 1 2 3 1 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )A Ax x x t x x x t h x x x x t   A = 1, 2, ..., M (2)

gdzie  jest temperatur  u rednion , a A s  funkcjami opisuj cymi wp yw niejednorod-
no ci na przewodnictwo ciep a, nazwanymi  uktuacjami. Funkcje hA s  danymi, -perio-
dycznymi, oscyluj cymi funkcjami kszta tu. Funkcjami poszukiwanymi s   oraz A.

W technice u redniania tolerancyjnego równania na niewiadome  i A otrzymuje 
si  w postaci:

,

,

1 0
,

1 0
,

k k

A AA
k k

P P P

P P P
 (3)

gdzie <P> jest funkcjona em u rednionym po komórce

1
1P Pdx  (4)

a P ma posta

21 ( , , )
2 k kP c K f  (5)

Po podstawieniu do zale no ci (5) dekompozycji (2) równania (3) przyjm  posta :

1 1

22 33 1 1 1 1

, , ,

( , , ) , , , ,

A A
kk

A B B A B B B A B B A A

c K Kh f

c h h Kh h Kh h Kh fh
 (6)

W przypadku przewodnika dwuwarstwowego funkcj  kszta tu przyjmiemy w postaci 
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U rednione wielko ci wyst puj ce w równaniach (6) b d  dla rozpatrywanego przy-
padku równe:

1 1 2 2 1 2
1 1 1 1(1 ) ;   (1 )ic c c K K K  

1 1 2 2 1 2
2 22 21 1 1 1(1 ) (1 );   

12 12
c c K Kc h Kh  (8)

1 2
1 2 2

1 1
1 1

, ;   ( , )
1

K KKh K K K h

gdzie: 1 2
1 1, 1 .

MODEL ASYMPTOTYCZNY

W równaniach (6)2 pierwszy i drugi sk adnik jest rz du O( 2). Wykorzystuj c przej-
cie graniczne   0, otrzymujemy:

11 22 33 1 1

1 1 1 1

, , , , , 0

, , , , 0

A A

A B B A

c K K Kh

Kh h Kh
 (9)

Oznaczmy przez EAB macierz odwrotn  do 1 1, , ,A BKh h  wtedy z równania (9)2 wy-
znaczy  mo na  uktuacj :

1 1, ,A AB BE K  (10)

Podstawiaj c równanie (10) do (9)1 oraz de  niuj c

1 1, ,eff A AB BK K Kh E Kh  (11)

otrzymujemy równanie na temperatur  u rednion   w postaci

11 22 33, , , 0effc K K  (12)

Równanie (12) ma posta  analogiczn  do równania Fouriera (1), z tym e wyst puj  
w nim u rednione sta e wspó czynniki.

W przypadku przewodnika periodycznie dwuwarstwowego otrzymujemy:

2
1

2
1

,
,

eff Kh
K K

K h
 (13)



Zagadnienia niestacjonarne przewodnictwa cieplnego...                                                      43

Architectura 13 (2) 2014

Podstawiaj c do równania (13) wielko ci u rednione (8), otrzymujemy:

2 1 2
1 2 1 1

1 1 1 2
1 1

( ) 1
(1 )

1
eff K K

K K K
K K

 (14)

Je li do równania (2) wstawimy warto   uktuacji (10), to otrzymamy poszukiwan  
temperatur   w postaci:

1 2 3 1 2 3 1 1 1 1 2 3( , , , ) ( , , , ) , ( ) , ( , , , )AB B Ax x x t x x x t E Kh h x x x x t  (15)

Równania (12) i (15) przedstawiaj  model przewodnictwa cieplnego przewodników 
warstwowych uzyskany w ramach techniki u redniania tolerancyjnego.

PRZYK ADY ROZWI ZA

Niech przedmiotem rozwa a  b dzie dwuwarstwowy przewodnik z o ony z jedno-
rodnych i izotropowych warstw równoleg ych do osi x2, x3 (rys. 2). Rozpatrywa  b dzie-
my jednokierunkowy, niestacjonarny przep yw ciep a w kierunku x1, bez róde  ciep a. 
Zak adaj c 1,x t , otrzymujemy temperatur  u rednion :

11, 0effc K  (16)

gdzie Keff okre lono zwi zkiem (13).

Rys. 2.  Przewodnik periodycznie dwuwarstwowy wzd u  osi x1
Fig. 2.  A periodically two-layered conductor along the x1-axis
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Równanie (16) mo na zapisa  w postaci:
2

11,  (17)

gdzie 2 .
effK
c

Warunki brzegowe przyj to w postaci:

1 1 1 1(0, ) 0;  ( , ) ;  ( , 0) 0;  0ot L t x x L  (18)

Rozwi zanie równania (17) otrzymujemy, stosuj c transformat  Laplace’a:
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nL L x nL L xx t erf erf
t t

 (18)

gdzie 
2

0

2( ) e
x

uerf x du .

Sprawd my, jaki b dzie rozk ad temperatury w p ycie, w której L1 = 120 cm oraz 
 = 6 cm. Niech rozpatrywana p yta b dzie z o ona z dwu jednorodnych i izotropo-

wych warstw: styropianu (c1 = 1200 J·(kg·K)–1, 1 = 15 kg·m–3, K1 = 0,042 W·(m·K)–1,
1 = 2 cm) oraz betonu komórkowego o klasie g sto ci 600 (c2 = 840 J·(kg·K)–1,
2 = 600 kg·m–3, K2 = 0,210 W·(m·K)–1, 2 = 4 cm).

Dla takiego przewodnika mamy:

131

21 1
1 1

0,303 W m K 342 000 J m K

, 0,168 W m K ( , ) 0,441 W m K

eff

i i

K c

K h K h

Po obliczeniu podstawowych wielko ci uzyskujemy wyst puj c  w równaniu (16) 

warto  wspó czynnika 2 78,860 10
effK
c

.

Przyjmijmy, e na brzegu L1 zadana jest temperatura 100 Ko .
Rysunek 3 przedstawia wykres temperatury u rednionej (18) w przedziale 

10 1,2 m, 0,1 h 50 h.x t

Na rysunkach 4 oraz 5 przedstawiono rozk ad temperatury odpowiednio w zale no ci 
od up ywu czasu oraz miejsca. Mo na zauwa y , e rozk ad temperatury u rednionej 
w kierunku osi periodyczno ci wraz z up ywem czasu d y do rozk adu liniowego.

W danym przypadku, zgodnie z równaniem (15), temperatura  ma posta :

1
1 2 1 2 1 12
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,
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Kh

x x x x h x
K h

 (19)
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Rys. 3. Rozk ad temperatury u rednionej w przewodniku w przedziale 0 x1 1,2 m, 0 t 50 h
Fig. 3.  Distribution of averaging temperature in the conductor for 0 x1 1,2 m, 0 t 50 h
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Rys. 4. Wykres temperatury 1( , )x t  dla x1 = 0,3 m oraz x1 = 0,7 m 
Fig. 4. A 1( , )x t  temperature diagram for x1 = 0,3 m and x1 = 0,7 m
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Rys. 5. Wykres temperatury 1( , )x t  po t = 10 h oraz t = 50 h
Fig. 5. A 1( , )x t  temperature diagram after t = 10 h and t = 50 h
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Rysunek 6 przedstawia wykres temperatury (x1, t) z uwzgl dnieniem dekompozy-
cji (15), a rysunek 7 – wykres temperatury (x1, t) odpowiednio po: t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h,
t = 100 h, w przedziale x .

Na rysunkach 6 oraz 7 wyra nie wida  wp yw struktury warstwowej przewodnika na 
przep yw ciep a. Wp yw ten maleje wzd u  osi x1. 

Dla analizowanego przewodnika przyjmijmy teraz warunki pocz tkowo-brzegowe 
w postaci:

1 1 1 1(0, ) 0, ( , ) 0, ( , 0) , 0ot L t x x L  (20)

Rozwi zanie równania (17) otrzymujemy tak e, stosuj c transformat  Laplace’a i ma 
ono posta :
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Rys. 6. Wykres temperatury (x1, t) dla x1  (0,84 m, 1,2 m) oraz t (0,100 h)
Fig. 6. A (x1, t) temperature diagram for x1  (0,84 m, 1,2 m) and t (0,100 h)

0.85 0.9 0.95 1.05 1.1 1.15 1.2

20

40

60

80

100

1x
h1,0

h1

h10

h100

Rys. 7. Wykres temperatury (x1, t) po czasie t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h, t = 100 h
Fig. 7. A (x1, t) temperature diagram after t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h, t = 100 h
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gdzie ( ) 1 ( )erfc x erf x .

Wykresy funkcji (21) wykonano dla pierwszych 50 wyrazów szeregu (rys. 8).

1x

t

Rys. 8. Rozk ad temperatury u rednionej w przewodniku w przedziale 0  x1 1,2 m, 0  t h
Fig. 8. Distribution of averaging temperature in the conductor for 0  x1 1,2 m, 0  t h

t

mx 7,01

mx 3,01

Rys. 9. Wykres temperatury u rednionej dla x1 = 0,3 m oraz x1 = 0,7 m
Fig. 9. An averaging temperature diagram for x1 = 0,3 m and x1 = 0,7 m
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Rysunek 9 przedstawia wykres temperatury (x1, t) dla po owy przewodnika 
z uwzgl dnieniem dekompozycji (15), a rysunek 10 – wykres temperatury (x1, t) odpo-
wiednio po t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h, t = 100 h. Na rysunkach 10 oraz 11 wida  wp yw 
struktury warstwowej przewodnika na przep yw ciep a.

0.6

0.8

1
2

4

6

8

10

0
25

50

75

100

6

0.8

1

1x

t

Rys. 10. Wykres temperatury (x1, t) dla x1  (0,6 m, 1,2 m) oraz t (0,10 h)
Fig. 10. A (x1, t) temperature diagram for x1  (0,6 m, 1,2 m) and t (0,10 h)
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Rys. 11. Wykres temperatury (x1, t) po czasie t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h, t = 100 h
Fig. 11. A (x1, t) temperature diagram after t = 0,1 h, t = 1 h, t = 10 h, t = 100 h

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciep a, opisanym równaniem Fouriera na ma-
ych przedzia ach okre lono ci funkcji, dla rozwa anych przewodników wyst puj  

wspó czynniki nieci g e, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany równaniem 
na u rednion  temperatur , ma wspó czynniki sta e. Skonstruowany model wydaje si  
by  wygodnym narz dziem do badania przewodnictwa ciep a w warstwowych materia-
ach wielosk adnikowych. Obszarem dalszych bada  b d  zagadnienia napr e  ciepl-

nych w takich przewodnikach.
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TRANSIENT ANALYSIS OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICAL 
LAYERED COMPOSITES

Abstract. The subject of the paper are periodical layered composites. It is assumed that the 
components of the composites are homogeneous. The work consists in forming a model of 
heat conduction in which the Fourier equation with discontinuous highly oscillating coef-
 cients was substituted with an equation with constant coef  cients. The in  uence of the 

conductor on the temperature is described with additional functions which are determined 
knowing the averaging temperature. The paper deals with transient problems. Further rese-
arch will be done on thermal stresses in such cases.

Key words: layered composites, Fourier’s law, tolerance averaging
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