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MODELOWANIE TOLERANCYJNE PRZEWODZENIA
CIEPLAW MATERIALACH PERIODYCZNIE
NIEJEDNORODNYCH

Tomasz Jurczak
Harsco Infrastructure Sp. z 0.0., Lubna

Streszczenie. Praca dotyczy modelowania przeptywu ciepta w wybranych materiatach pe-
riodycznie niejednorodnych. Zastosowano technike usredniania tolerancyjnego do skon-
struowania modelu usrednionego przewodnictwa cieplnego dla materiatdw periodycznie
warstwowych. Otrzymano uklad réwnan, ktéry bedzie prostszy do rozwiazania niz kla-
syczny uktad réwnan Fouriera. Ponadto przedstawiono rozwiazania analityczne wybranych
zagadnien poczatkowo-brzegowych oraz zweryfikowano je doswiadczalnie.

Stowa kluczowe: przewodnictwo cieplne, przewodniki niejednorodne, homogenizacja

WSTEP

Zjawisko przewodzenia ciepta w materiatach budowlanych opisa¢ mozna klasycz-
nym réwnaniem Fouriera. Dla materiatéw niejednorodnych jest to réwnanie rézniczko-
we drugiego rzedu o zmiennych wspoétczynnikach. Natomiast w przypadku materiatdw
periodycznych réwnanie Fouriera zawiera wspoétczynniki nieciagte, przyjmujace rézne
wartosci na matych przedziatach okreslonosci zmiennych przestrzennych. Funkcje mate-
riatowe sa w takim przypadku nieciagtymi funkcjami ,,lokalnie” periodycznymi, o bardzo
matym okresie. Taki stan rzeczy powaznie utrudnia, czesto wrecz uniemozliwia, stosowa-
nie metod analitycznych i komputerowych do rozwiazania zagadnien poczatkowo-brze-
gowych przewodnictwa cieplnego.

Poniewaz poszukiwanie rozwiazan zagadnien przewodnictwa cieplnego dla materia-
16w lokalnie periodycznie niejednorodnych jest skomplikowane, wiec uzasadnione jest
konstruowanie modeli prostszych, opisujacych analizowane zjawisko z pewnym akcep-
towalnym przyblizeniem. W niniejszej pracy zastosowano technike usredniania toleran-
cyjnego zaproponowana przez Cz. Wozniaka i wspotpracownikow [Wozniak i Wierzbicki
2000, Jurczak i Nagérko 2007] do zbudowania modelu dla wybranych materiatéw perio-
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16 T. Jurczak

dycznych i lokalnie periodycznych. W modelu skonstruowanym na podstawie tej techniki
wystapia nowe usrednione wspotczynniki przewodzenia ciepta oraz ciepta wiasciwego,
a uktad réwnan bedzie prostszy do rozwiazania niz klasyczny uktad rownan Fouriera dla
takich materiatow. Niniejszy artykut zostat opracowany na podstawie rozprawy doktor-
skiej Jurczaka [2011].

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W MATERIALACH PERIODYCZNIE
NIEJEDNORODNYCH

W pracy bedziemy si¢ zajmowac przewodnikami niejednorodnymi, dla ktérych konfi-
guracje odniesienia przyjmiemy w postaci: Q = (0, L) x (0, L) x (0, Ls).

Zat6zmy, ze konfiguracje odniesienia mozna podzieli¢ na czesci Qg, s =1, 2, ..., No.
Ponadto niech istnieja wektory niezerowe i liniowo niezalezne d" z przestrzeni R®:
d" =[d{,dy,dy],gdzien=11lubn=121lubn =12 3, takie ze kazda czes¢ Q
jest obrazem przeksztaicenia translacyjnego pewnego obszaru A w przestrzeni R®
o wektor 1,d", gdzie I, sa liczbami catkowitymi. Jezeli dla dowolnych x e Q, takich ze
x + I,d" e Q, funkcje opisujace wiasnosci termiczne ciata (ciepto wiasciwe ¢ = c(x)
i wspotczynniki przewodnictwa cieplnego k = k(x)) spetniaja warunek f(x) = f(x + 1,d™),
to takie ciato nazwiemy periodycznie niejednorodnym: w jednym Kierunku — gdy n = 1,
w dwu kierunkach — gdy n =1, 2, w trzech kierunkach —gdy n =1, 2, 3.

Wektory d" definiuja w R® zbiory A = {x € R x= nd", n, € (—% %)} zwane

komdrkami periodycznosci. W przypadku gdy n = 1, zbior ten jest odcinkiem, gdy n =1,
2 — réwnolegtobokiem, natomiast gdy n = 1, 2, 3 — réwnolegtoscianem.

W dalszym ciagu zat6zmy, ze periodycznos¢ przewodnika jest ptaska, co oznacza, ze
niejednorodnos¢ przewodnika jest taka sama w kazdym przekroju (0, L1) x (0, Ly) x {x3},
X3 € (0, Lg). Zat6zmy ponadto, ze komorka periodycznosci A jest prostokatem wydzie-
lonym prostymi o réwnaniach: X; = nig, X, =mi,, n=0,1,2,..,n;,m=0, 1, 2, ..., no.
W ten sposob obszar IT = (0, L;) x (0, L,) podzielimy na n; - n, prostokatéw o wymiarach
bokow A4, 25 (rys. 1).

X A

x/ Mo,

Rys. 1. Osrodek periodyczny
Fig. 1. Aperiodic medium
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Modelowanie tolerancyjne przewodzenia ciep/a... 17

Niech ponadto komdrka periodycznosci A = (0, A1) x (0, 4,) daje si¢ podzieli¢ na
prostokaty o bokach réwnolegtych do osi wspotrzednych, ktdrych dtugosci wynosza od-

0. m()
powiednio A, Agj, 1=1,2,3,..,N,j]=1,2,3,...,my, takze 4y = D Ay, A = D Ay
Prostokat 0 wymiarach ;, Ao 0znaczymy przez Aj;. i=1 j=1

Zatozmy, ze kazdy prostokat jest utworzony z materiatu jednorodnego i izotropowe-
go, tzn. dla kazdego ciepto wiasciwe i sktadowe tensora przewodnosci cieplnej sa state.
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Rys. 2. Komorka periodycznosci A
Fig. 2.  Aperiodic cell A

Temperaturg oznaczymy przez 6, tak ze 0 = 6(x, t), gdzie x € Q, t € (tp, t1).

Jezeli przewodnik jest anizotropowy i niejednorodny, wtedy strumien ciepta
g =q(X1, Xo, X3, 1), (X1, X2, X3) € Q, t € (tg, 1), zgodnie z modelem konstytutywnym
Fouriera, wyraza si¢ wzorem:

qi (X1, X9, X3, 1) = —ky; (x1, X2, X3)0, ; (x1, X2, X3, 1) 1)
. . 0 .. .
gdzie ,; jest pochodna czastkowa 6,; = a—, i,j =1, 2, 3, oraz kj; sa sktadowymi ten-

sora przewodnosci cieplnej. i
W dalszym ciagu przyjmiemy tensor przewodnictwa cieplnego w postaci:

k0 0
ki=|0 k 0
0 0 k

Réwnanie bilansu ma postac:
D+ qp+f =0 2

gdzie & jest pochodna po czasie 6 = aa—f

Podstawiajac réwnanie (1) do (2) otrzymamy znane réwnanie Fouriera przeptywu
ciepta w przewodniku niejednorodnym:

0 - (kj6.,;),;+f =0 (3)
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18 T. Jurczak

Rdwnanie (3) jest rGwnaniem rozniczkowym o zmiennych wspoétczynnikach. Wspot-
czynniki te sa na 0goét nieciagte (na stykach roznych sktadnikdw) oraz silnie oscylujace
na matych przedziatach okreslonosci zmiennych przestrzennych.

MODELOWANIE TOLERANCYJNE

Jak juz wspomniano, poszukiwanie rozwiazan zagadnien przewodnictwa cieplnego
dla materiatow periodycznie niejednorodnych jest skomplikowane. Uzasadnione jest
wiec konstruowanie modeli prostszych opisujacych analizowane zjawisko z pewnym ak-
ceptowalnym przyblizeniem. Do konstrukcji modelu przyblizonego zastosujemy techni-
ke usredniania tolerancyjnego [Matysiak 1989, Matysiak i Nagorko 1989, Nagorko 1989,
Wozniak i Wierzbicki 2000, Nagérko i Piwowarski 2003, Wozniak i in. (red.) 2010].

Uwzglednienie w modelu matematycznym przyblizonego opisu zjawiska fizycznego
mozliwe jest przy wykorzystaniu doktadnosci ¢, wyznaczajacej pewna tolerancje. W pra-
cy przez tolerancje rozumie¢ bedziemy relacje dwuargumentowa p, okreslona w iloczy-
nie Z x Z pewnego zhioru Z, p — Z x Z, ktdra jest zwrotna i symetryczna.

Podstawowym pojgciem w technice usredniania tolerancyjnego jest pojecie funkcji
wolnozmiennej na komorce periodycznosci, tj. funkcji, ktéra wraz z jej pochodnymi
mozna uzna¢ za stata w obrebie komaorki. W rezultacie usrednione réwnania moga zawie-
ra¢ state efektywne — wspotczynniki wyrazone przez parametry mikrostruktury.

Zgodnie z technika usredniania tolerancyjnego zatozmy, ze temperatura 6(x;, x,, x3, )

moze by¢ roztozona na sume sktadnikow:

A
0(}(1, X2, X3, t) = Zg(xb X2, X3, t) +h (xla x2) : l//A(xla X2, X3, Z) (4)

gdzie A =1, 2, ..., M, oraz funkcje ¢, w4 sa nieznanymi funkcjami wolnozmiennymi.
Wystepujace w drugim sktadniku funkcje h* sa znanymi A-periodycznymi funkcjami
oscylujacymi, zwanymi funkcjami ksztattu. Funkcje @ interpretujemy jako temperature
usredniona, a funkcje wa pozwalaja opisa¢ wptyw niejednorodnosci przewodnika na tem-
perature, nazywamy je fluktuacjami.

W celu zastosowania metody tolerancyjnego usredniania zapisujemy réwnanie (3)
w postaci:

o _| LB 9P _, (5)
20,)|,;, 708 00
gdzie:
1, -
P = E(T002 + kljb’,, 6,1) + f@ (6)

a r jest pewnym parametrem.

Latwo sprawdzi¢, ze rdwnanie (5) jest identyczne z rdwnaniem (3), o ile funkcjonat P
ma posta¢ rownania (6).
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Modelowanie tolerancyjne przewodzenia ciep/a... 19

Zgodnie z technika usredniania tolerancyjnego réwnania na poszukiwane funkcje &
i wa, Wystepujace w rownaniu (4), maja postac:

{8<P>} _18<P>_8<P>_0

9(D,;) 7 0% 08
)

0

{8<P>} _18<P>_8<P>=
il T ooyt oyt

gdzie wykorzystano operator usredniania w postaci:

1
(F)(x1, x2) = I F(z1, 23, f (1, x2))dz dz3
A
Wykorzystana tutaj technika usredniania tolerancyjnego znalazta zastosowanie przy
rozwiazywaniu wielu zagadnien mechanicznych i termicznych. Obszerny wykaz prac
poswigconych tej tematyce mozna znalez¢ w pracy Wozniaka i in. (red.) [2010].

MODEL USREDNIONY MATERIALOW WARSTWOWO
NIEJEDNORODNYCH

Przyjmijmy, ze przewodnik jest periodyczny w jednym kierunku. Niech to bedzie
kierunek osi x;. Elementem reprezentatywnym jest wigc odcingk A = (0, /) c R po-
dzielony na czesci o dlugosciach 4, i =1, 2, ..., n,, tak ze A = > 4.

i=1
ﬂk] CA, wtedy Q; = A; x(0, L) x (0, L) jest i-ta warstwa

i— i

1
A, 2

Niech A; :[
=1 =1

w przewodniku, i =1, 2, ..., n,.
W przypadku przewodnikéw warstwowych sktadowe kn,,, m = 1, 2, 3, sa funkcjami
A-periodycznymi, okreslonymi dla x; € R w nastepujacy sposob:

kp(x) =ky(x +4), x € R
oraz
ky, dla x € (0, 4)
Koo odla xpe (b, A+ A
km(xl)l((),j,) — m 1 ( 1 1 2)
ke dla xye(A-4,,4)
Wielkosci &, dlai=1,2, ..., ng, m=1,2, 3 sa stale.

Dla przewodnikdw warstwowych ciepto wiasciwe jest takze funkcja A-periodyczna
zmiennej X4, ¢ = ¢(X4), okreslona analogicznie do funkcji kpy(X1).
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20 T. Jurczak

Z rownania (7), w przypadku gdy warstwy przewodnika sa izotropowe, ky, = k, m =
=1, 2, 3, otrzymujemy:

(e) 9~ (k) Bm =k R )W 1 = =(f)

®)
() ) = (k (%) Wt wss) + (KG) )y + ) 8 = ~(f )
Pomijajac w réwnaniu (8), cztony O(4?), otrzymujemy:
_ h71>2 9, )
<k1 (1) >
Definiujac efektywny wspétczynnik przewodnictwa cieplnego jako:
¢ kiha)?
K = (k) - {h 1>2 (10)
(ka (1))
dochodzimy do réwnania na temperature usredniona ¢ w postaci
(A8 =k B — (ko) = (k)3 = 0 (12)
Podstawiajac do réwnania (4) fluktuacje (9), otrzymujemy temperature 6:
1 <k1hl 71>
e(xla X2, X3, t) = 29()(1, X2, X3, t) —h (xl)ﬁlgal ('xla X2, X3, t) (12)
<k1 (h ,1) >

Na zakonczenie zauwazmy, ze wszystkie relacje, w ktérych wystepuja & i v, maja
sens fizyczny tylko wtedy, gdy ## i y sa funkcjami wolnozmiennymi. Warunek ten moze
by¢ sprawdzony tylko a posteriori, tzn. gdy funkcje te sa wyznaczane z réwnan (8).

PRZYKLADY ROZWIAZAN ZAGADNIEN SZCZEGOLOWYCH

Rozwazmy przewodnik dwuwarstwowy, ktorego konfiguracja jest obszar
IT = (0, o) x (0, ;). Zat6zmy, ze warstwy sa jednorodne i izotropowe oraz rownolegte
do osi x,. Réwnanie (11) na temperature usredniona ¢ w przypadku zagadnien stacjo-
narnych przyjmuje postac:

kY 814(k) 2y = 0 (13)

gdzie k°™ okreslone jest zwiazkiem (10), w ktérym k; = k.
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Wprowadzmy oznaczenie K> < J>‘ wtedy réwnanie (13) przyjmie postac:
k

B1+K" By = 0 (14)
Przyjmijmy nastepujace warunki brzegowe:

Ax, 0)= Axp, Ly) = 0, K0, x2)= f(x2), xlligloo Axi, xp) =0

Ostatecznie rozwiazanie réwnania (14) ma postac:

Knﬂ'xl L

2 & .
Hxq, x2) =L—le1n 7 jf X) sin”” 7 2
2 n= 2 2

I’lﬂ'.X2

dx (15)

Zbadajmy rozkiad temperatury w takiej ptycie. Wystepujaca w réwnaniu (4) stata «°

jest w tym przypadku réwna x° = U:—fz = 1,762 . Przyjmijmy, ze na brzegu przewodnika
k
dla x; = 0 zadana jest temperatura f(x,) =—-0,0125 - x, - (x, — 80).
Wykres temperatury usrednionej z réwnania (15), z przyjetymi warunkami brzego-
wymi, przedstawiono na rysunku 3a. Na rysunku 3b przedstawiono wykres temperatury

. . L
usrednionej ¢ dla x; = 72

a b

20 20
15 17.5

9 10 15
12.5

10 20

20 < = 70 7.5

X1

o = 60

2.5

80 X1
20 40 60 80

Rys. 3. Rozkfad temperatury usrednionej ¢#: a —dla (xq, xo) € [, b—dlax, =0,5L,
Fig. 3.  Distribution of the average temperature : a — for (x1, x,) € [1, b —for x, = 0,5L,

W rozpatrywanym przypadku wptyw zadanej na brzegu x; = 0 temperatury f(x,) za-
nika wzdtuz osi x4, tak ze juz dla x; > 0,75 L, temperatura ¢ jest w przyblizeniu rdwna
temperaturze otoczenia.

Temperatura 6 jest réwna:

(K h,y)

O(x1, x2) = Ax, x2) = (x1)<K(h,1)2> 23 (16)

Architectura 13 (2) 2014



22 T. Jurczak

gdzie temperatura 2(xq, X,) jest okreslona wzorem (15), a h(x;) — wzorem:

_lxl +1 dla x € [0, 4]
h(x) = aj "
2 q--2 41 daneld A
/1—/11 /1_21

Wykres temperatury 6(xq, X»), okreslonej wzorem (16), przedstawiono na rysunku 4,
gdzie wida¢ wyraznie wptyw struktury warstwowej na przewodzenie ciepta. Wptyw ten
zanika wzdtuz osi OXx;.

Rys. 4.  Wykres temperatury 0
Fig. 4.  Graph of the temperature 6

Wykazemy teraz, ze w rozpatrywanym przypadku wystepuje efekt skali. W tym celu

dla ustalonej proporcji wielkosci warstw % = % przyjmijmy 4 = % 1, 2, 5, 10. Wykres

temperatury 6 dla &’ = 0,042 W-(m-K)™", " = 0,209 W-(m-K) "', przedstawiono na
rysunku 5a dla catego przekroju kompozytu, natomiast na rysunku 5b dla x; € [20, 60].

0
a 10 b
} A=10,
T [N
15 \1\
12.5 "
¥~ A=1,
10 ‘\
7.5 \\
5 .
N
2.5 ~
—_— .
20 40 60 s L 30 20 50 0 1

Rys. 5. Wykres temperatury 6 dla x; = 0,5 L, dla r6znych wartosci 4
Fig. 5.  Graph of the temperature ¢ for x, = 0,5 L; and various values of 1
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Na wykresach 5a i 5b wida¢, ze im mniejszy jest wymiar komorki periodycznosci
w stosunku do catego przewodnika (wiecej komdrek), tym wykres ma mniejsza krzywi-
zne z rownoczesnym przejsciem w kierunku wykresu liniowego.

W dalszym ciagu rozwazymy materiat dwuwarstwowy o grubosci L, przedstawiony
na rysunku 6.

X
_“n’;." SRIEENN .LI_;.,.
2 2

Rys. 6. Przewodnik periodycznie dwuwarstwowy w kierunku x;
Fig. 6.  Atwo constituent layered conductor, periodic in the x; direction

Zaktadajac, ze usredniona temperatura ¢ zalezy tylko od x4, oraz przyjmujac nastepu-
jace warunki poczatkowe i brzegowe:

x1,0=190x1, X € —ﬂ,ﬂ;ﬂ—ﬂ,t:ﬁﬂ,l =0, t € [0, o),
22

otrzymujemy rozwiazanie w postaci:

oo

ﬂ(xln T) = 2119" (xb T) (17)
eff
gdzie 7 = k t
c
[ (2n+1)272'22':l
_N" T2
oraz &,(x;,7) = %[&Je " Jeos 2n 17[)(1 (18)
7 | 2n+1 1

Rozwiazanie (17) zilustrujemy graficznie, przyjmujac, ze przewodnik zostat ogrza-
ny w przekroju X, = 0 do temperatury poczatkowej ¢, = 20°C oraz L; = 0,60 m.
Wspotczynnik przewodnictwa cieplnego pierwszej warstwy o grubosci 2 = 0,02 m

wynosi & = 0,042 W-(m-K)’1 (styropian), drugiej warstwy o grubosci 4, = 0,03 m —
k= 0,209 W-(m-K)™" (beton komérkowy).
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. 30
Wykres temperatury usrednionej z rownania (17), dla n = 30: &(x;,7) = > 8, (x,7),
n=1

przedstawiono na rysunku 7.

Rys. 7. Wykres temperatury &
Fig. 7. Graph of the temperature ¢

W rozpatrywanym przypadku wptyw temperatury poczatkowej zanika w czasie,
szczegOlnie szybko nastepuje to przy brzegach kompozytu. Po czasie t = 60 wptyw tem-
peratury poczatkowej prawie zanika i temperatura kompozytu zbliza sie do temperatury
otoczenia.

WERYFIKACJA DOSWIADCZALNA

Weryfikacje doswiadczalna modelu przeprowadzono w Pracowni Proceséw Fizycz-
nych w Budownictwie w Centrum Wodnym SGGW w Warszawie. Zbadano zaréwno
parametry cieplne materiatow wchodzacych w sktad kompozytu, jak i przeprowadzono
eksperyment, w ktérym przeanalizowano rozktad temperatury.

Weryfikacje wspétczynnika przewodnictwa cieplnego k przeprowadzono w aparacie
ptytkowym FOX 600 firmy LASER COMP.

Na podstawie pomierzonych wartosci urzadzenie okreslito wartos¢ wspétczynnika
przewodnictwa cieplnego & = 0,4010 W-(m-K)™.

Rozktad temperatury zbadano na stanowisku sktadajacym si¢ ze zintegrowanej szafy
klimatycznej, majacej dwie komory: komore lewa (1) temperatury dodatniej i komore
prawa (2) temperatury ujemnej, wyposazone w sterowniki (3) pozwalajace utrzymac za-
dane warunki termiczne, system pomiarowy TDR z czujnikami do rejestracji temperatury
(4) oraz komputer do rejestracji pomiarow.

W $cianie pomiedzy komorami (5) znajduja si¢ trzy otwory pozwalajace na umiesze-
nie prébek w jednej komorze i poddaniu ich dziataniu temperatury zaprogramowanej
w drugiej komorze. Standardowo otwory te wyposazone sa W zamknigcia z ptyt izolacyj-
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Rys. 8.  Stanowisko badawcze z umocowanym kompozytem
Fig. 8.  The investigation site with the mounted composite

nych. Pozwala to na korzystanie na przyktad tylko z jednego otworu badz tez na prowa-
dzenie badan niezaleznie w obu komorach.

Wykonany w laboratorium kompozyt sktadat si¢ z 6 warstw styropianu i 6 warstw
betonu komdrkowego, utozonych naprzemiennie. Kazda z warstw miata po 2 cm grubo-
$ci. Zbudowany kompozyt widoczny jest na zdjeciu (rys. 9). Na tym zdjgciu widoczne
sa rdwniez czujniki pomiaru temperatury (termopary — 1), ktore zostaty rozmieszczone
réwnomiernie w przekroju przewodnika.

Rys. 9. Kompozyt przygotowany do badan
Fig. 9.  The composite prepared to investigations

Wokot bokdéw probki wykonano izolacjg termiczna ze styropianu o grubosci 20 cm
w celu zapewnienia jednokierunkowego przeplywu ciepta. Kompozyt wraz z izolacja
termiczna umieszczono w jednej z komor. Prébke zamocowano w ten sposéb, ze jed-
na z nieizolowanych powierzchni czotowych przylegata do otworu w $ciance pomigdzy
komorami. W ten sposéb zapewniono na tej powierzchni stata temperature 0°C, row-
na temperaturze w komorze. Przestrzen w otworze niezajeta przez probke wypetniono
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dodatkowym uszczelnieniem z pianki poliuretanowej o $redniej grubosci okoto 2 cm.
I1zolacja ta miata zapobiec przeptywowi ciepta po powierzchni prébki, na styku jej ptasz-
czyzn bocznych z powierzchnia izolacji. Na 24 godziny w obu komorach ustawiono
temperature 0°C. Po tym okresie dokonano odczytu temperatury z czujnikow umiesz-
czonych miedzy poszczeg6lnymi warstwami. Stwierdzono, ze probka jest nalezycie wy-
chtodzona i w catej swojej objetosci osiagneta temperature otoczenia 6y = 0°C. Nastep-
nie zmieniono ustawienia termostatu w jednej z komor i zaprogramowano temperature
+20°C. Zmieniono temperature w komorze bez probki, tak ze kontakt z polem temperatury
0y = 20°C nastepowat tylko i wytacznie przez jedna nieizolowana powierzchnig kompo-
zytu. Od momentu zmiany temperatury w jednej komorze w odstepach 5 minut dokony-
wano odczytu temperatury w kompozycie. Do dalszych rozwazan wykorzystano wyniki
odczytane po 24 godzinach od rozpoczecia eksperymentu. Wykonano dwie serie pomia-
row. Wyniki eksperymentu zestawiono na rysunku 10.
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Rys. 10. Whyniki badan
Fig. 10. Investigation results

Wyniki doswiadczen poréwnano z rozwiazaniem teoretycznym (rdwnanie 15). Wy-
kres rozktadu temperatury dla kompozytu o takich samych cechach geometrycznych i fi-
zycznych jak w badaniach eksperymentalnych przedstawiono na rysunku 3.

Rysunek 11 przedstawia poréwnanie pomiardw doswiadczalnych z rozwiazaniem
teoretycznym.
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Rys. 11. Poréwnanie rezultatow badan z wynikami modelu
Fig. 11. Comparison of the investigation results with the model results
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Krzywa teoretyczna przebiega w sposéb zblizony do wynikéw doswiadczenia. Naj-
wigksze odchylenie zanotowano dla x =2 cm, jest ono réwne 2,6°C. Jak wida¢, to od-
chylenie powstato na pierwszej warstwie kompozytu. Nalezy przypuszczac, ze jest to
wynikiem nieszczelnosci izolacji termicznej ptaszczyzn bocznych badanego kompozytu.
Nalezy stwierdzi¢, ze w dalszej czesci badanego kompozytu roznica miedzy rozwiaza-
niem uzyskanym z rownan modelowych a wynikami eksperymentu jest akceptowalna.

PODSUMOWANIE

W pracy zastosowano technike usredniania tolerancyjnego do modelowania przewod-
nictwa cieplnego w przewodnikach periodycznie niejednorodnych. Model skonstruowany
na podstawie tej techniki zaliczany jest do grupy modeli nieasymptotycznych, tzn. takich,
w ktorych rozwiazanie zalezy od wymiaru elementu reprezentatywnego, wystepuje wiec
w takim modelu efekt skali. Opracowano i zweryfikowano analitycznie i doswiadczalnie
model tolerancyjny przewodzenia ciepta dla przewodnikéw jedno-i dwukierunkowo pe-
riodycznych.

W opracowanych relacjach modelowych wystepuja funkcje ksztattu h”, ktére musza
by¢ znane, gdyz bez ich znajomosci relacje modelowe nie sa réwnaniami na poszukiwana
temperature i fluktuacje.

Uktad réwnan w modelu jest uktadem réwnan rézniczkowych o statych (usrednio-
nych) wspotczynnikach. Zawiera, zamiast jednego rdwnania na temperature, uktad réw-
nan na temperature usredniona ¢ i fluktuacje y*.

Przeprowadzono weryfikacje doswiadczalna opracowanego modelu. Wyznaczono
rozktad temperatury w kompozycie dla okreslonych warunkdw poczatkowo-brzegowych.
Wyniki doswiadczenia poréwnano z rozwiazaniem rownan modelowych. Na tej podsta-
wie stwierdzono, ze opracowany model w zadowalajacy sposob opisuje przeptyw ciepta
w przewodnikach periodycznych. W pracy zweryfikowano réwniez state materiatowe.
Badania te potwierdzity opis teoretyczny.

Stwierdzono, ze istnieja przypadki, dla ktérych uktad rownan na temperaturg usred-
niona i fluktuacje mozna zredukowac¢ do jednego réwnania na temperature 2, w ktérym
wystepuja state efektywne. W przypadku ciat jednorodnych state te przyjmuja postac
wspotczynnikow znanych z réwnania Fouriera.

Na podstawie rozwiazanych przyktadéw stwierdzono, ze temperatura usredniona
i fluktuacje sa funkcjami wolnozmiennymi wzgledem wymiaru charakterystycznego ko-
morki periodycznosci i moga by¢ traktowane w obrebie komorki jako state. Kazdorazo-
we sprawdzenie tego faktu jest warunkiem stosowania modelu.

Opracowany model stanowi dobra podstawe do uogdlnienia przypadku przeptywu
ciepta, w ktorym uwzgledniono zalezno$¢ statych termicznych nie tylko od miejsca, ale
i od temperatury oraz wilgotnosci.
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TOLERANCE MODELLING OF HEAT CONDUCTION IN PERIODICALLY
NON-HOMOGENEOUS MATERIALS

Abstract. The paper concerns heat flow modeling in chosen periodically non-homoge-
neous materials. There will be applied the tolerance averaging technique to construct an
averaged model of heat conduction for periodically multilayered materials. The set of equa-
tions in the constructed model will be simpler than the classical set of Fourier’s equations.
Apart of that, analytical solutions of chosen initial-boundary problems will be shown and
experimentally verified.
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