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ROZWIAZANIE ZAMKNIETE FIZYCZNYCH
WELASCIWOSCI STATYKI PROSTOKATNEGO WYCINKA
POWLOKI O KSZTALCIE WALCA KOLOWEGO

Roman Misiak
Warszawa

Streszczenie. Artykut dotyczy prostokatnego wycinka powtoki o ksztatcie walca koto-
wego; zawiera rozwiazanie zamknigte spetniajace dowolny uktad warunkéw brzegowych
na wszystkich brzegach wycinka powtoki. W rozwiazaniu obliczono wynikajace z teorii
powtok wszystkie przemieszczenia i sity wewnetrzne w dowolnych przekrojach konstruk-
cji. Wielkosci sit wewnetrznych spetniaja warunki réwnowagi wewnetrznej i zewnetrznej.
Rozpatrzono wycinki pojedyncze oparte na belkach oraz wycinki (sklepienia) wieloprze-
stowe réwniez oparte na belkach.

Stowa kluczowe: wycinek powtoki kotowej, powtoka kotowa, sklepienie dachowe, wielo-
komorowy zbiornik kotowy, uzebrowany cylinder, stropodach

WSTEP

W artykule przedstawiono rozwiazanie zamkniete statyki powloki prostokatnej wy-
cietej z walca kotowego (ktéra dalej bedzie nazywana ,,wycinkiem powtoki kotowej™),
spetniajace dowolny uktad warunkéw brzegowych na wszystkich brzegach powtoki.
W rozwiazaniu obliczono wynikajace z teorii powtok wszystkie przemieszczenia i sity
wewnetrzne w dowolnych przekrojach konstrukcji. Wielkosci sit wewnetrznych spet-
niaja warunki réwnowagi zapisane w uktadzie réwnan (5), ktore podaje Flugge [1972,
s. 22]. Poza tym sprawdzono réwnowage reakcji sit dziatajacych na brzegi powtoki
z suma obciazenia; w wyniku otrzymano dowdd, ze suma rzutdéw sit brzegowych jest
réwna obciazeniu.

Na podstawie przeanalizowanych wynikéw oraz poréwnania obliczen z przyktadami
zawartymi w pracach Flugge [1972] i Girkmann [1957] oceniono, ze otrzymane rozwia-
zanie mozna stosowa¢ w projektowaniu wycinka prostokatnego powtoki kotowe;j.
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Okazane dalej rezultaty niniejszego opracowania sa dowodem, ze rozwiazanie
spetnia dowolny uktad warunkéw brzegowych na wszystkich brzegach. Aby umozliwié¢
rozwiazanie uktadu rownan warunkdéw brzegowych na krawedziach prostych (¢ = 0
i @ = pg), przyjeto, ze trzy takie grupy rownan beda spetnione matematycznie jedynie
w potowie diugosci tych krawedzi. Ocena poprawnosci takiego przyjecia jest wartos¢
sredniej doktadnosci (catki krzywych) przylegania funkcji zaleznych od zmiennej x,
wchodzacych do tych trzech grup réwnan. Natomiast pozostata czwarta grupa, zawierajaca
warunki dotyczace momentow zginajacych myy: y=0, y=) = 0 lub przemieszczen rownych
zeru (jezeli tego typu grupa wystepuje), spetnia te warunki dla dowolnej zmiennej x.

Wartosci sredniej doktadnosci przylegania funkcji zaleznych od zmiennej x otrzymuje
sie w postaci stosunkdw funkcji wchodzacych do warunkow brzegowych dotyczacych:
skrecenia belki (dgg), przemieszczenia poziomego (dg;), ugiecia pionowego (dsp),
naprezenia lub odksztatcenia (dss).

Jako doktadnos¢ wystarczajaca do zastosowania w praktyce przyjeto, ze wyniki
sredniego przylegania wykresow funkcji zalezacych od zmiennej x zwiazanych z wa-
runkami brzegowymi na krawedziach prostych beda w granicach 0,85 < dg, < 1,15.

Oczywiscie nic nie stoi na przeszkodzie, aby przyjac¢ bardziej rygorystyczny wa-
runek niz powyzszy i otrzymaé wigksza doktadnos¢ wynikéw; zwiazane to jest jednak
z ograniczeniem zastosowania przedstawionego rozwiazania, albowiem nie wszyst-
kie (dowolne) proporcje danych doprowadza do oczekiwanych wynikéw doktadnosci.
Warunki brzegowe na krawedziach krzywych (dla x = 0'i x = I — rys. 1) sa spetnione
doktadnie na catej dtugosci zmiennej ¢. Mozna rowniez wprowadzi¢ inne warunki brze-
gowe oraz inne obciazenie niz opisane i postgpowac wedtug analogicznych zasad.

Przekroj poprzeczny i podtuzny schematu konstrukcji sklepienia dachowego oraz do-
datni kierunek obciazenia i dodatnie kierunki jego sktadowych pokazano na rysunku 1.
Mozna stosowac belki nie tylko o przekroju prostokatnym, lecz takze o przekroju dowol-
nym, z dowolnego materiatu konstrukcyjnego. Powtoka réwniez moze by¢ zaprojekto-
wana z dowolnego materiatu konstrukcyjnego.

>
-2

Sz

u ‘.,_
el i gl o

Rys. 1. Schemat konstrukcji sklepienia dachowego
Fig. 1. Arch roof construction scheme
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ROWNOWAGA SIL | PRZEMIESZCZEN

Rownania rownowagi

Sity i momenty sa funkcjami przemieszczen, musza wigc spetniaé trzy pierwsze wa-
runki réwnowagi podane przez Flugge [1972, s. 221], albowiem czwarty warunek jest
tozsamoscia [s. 230].

Uktad réwnan rownowagi:

on

aﬂ+i+px=0 (1-1)

ox d¢
aan—(p+a2 g _am{/, —aamw +pya’=0 (1-2)

o ox  Op ox 4
o’m ’m ’m o?

2(/) +a—>24aq oy g2 s +an,, —p,a*=0 (1-3)

a¢ 6x6¢) 6x8¢) 6)(;2

gdzie: a — promien powierzchni srodkowej w powtoce,
ny — sita normalna, réwnolegta do osi X,
N, — sita scinajaca, rownolegta do osi X,
n, — sita normalna, rownolegta do osi ¢,
Ny, — Sita scinajaca, rownolegta do osi ¢,
m,, — moment zginajacy, rownolegty do osi ¢,
my, — moment skrecajacy, rownolegty do osi ¢,
m,x — moment skrecajacy, rownolegty do osi x,
m, — moment zginajacy, rownolegty do osi x.

Stan blonowy pod wplywem obciazenia g; rownomiernie roztozonego

W stanie btonowym wystepuja jedynie sity: n,g, Nyo, Nyy0, Nyxo-
Sktadowe obciazenia, zgodnie z rysunkiem 1, maja postac: p, = g;cosa, p, = gsSina,

_ . _ ¢)() _ _ . . _ WOZ
Pr = 91Wo2, gd2|e. o ——2 , o= 09— @, Wogo = COSag COSp + SInag Sing, Py =81 Jo
@
dp
(4
— =—Z1Wy.
dp 102

Sity btonowe maja postac (3)—(16) [Flugge 1972, s. 135], a przemieszczenia (3)—(24)
[s. 145]. Po wprowadzeniu wielkosci sktadowych obciazenia otrzymano:

— sity btonowe
dV21 dW02

Nyo = §18Wo2, Nyxo = —0182V51(9Wo2, Nyp0 = —2814-a > Nyx0 = Nygo

i ) dx do
— przemieszczenia btonowe
2
a a a
Uy =&l Ugs vo =82 Vo> wo =8% Wo1Wo2
Et Et Et
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2
gdzie: v,y = %(?2 =),

adV21 :0(4_1\]’

dx
0= P
I, — dtugos¢ tworzacej,
==,

Ly

E — modut sprezystosci materiatu powtoki,
Uy = (2U01 + va&j Wwo,,
dx

dw,
Vo =[(4+4v)Vy, — 20 1—2,
do

w01=2V11—(4+V)V21+1,
U —£(4§3—6§2+1)
0 04 ’

4
" =§<§“ —20340).

Stan blonowo-zgigciowy

Rozwigzanie réwnania Girkmanna. Réwnanie rézniczkowe (1215) [Girkmann
1957, s. 524] uproszczono do postaci:

8 4 8 6 4
B9 V;’+4e4a4a ”:wawnga = J Y=o @)
ox ox 0 o a9

a nastepnie rozwiazano.Rozwiazanie dotyczy powtoki cienkiej, zatem powinien by¢ spet-

niony warunek U > 20, gdzie U =% (t - grubos¢ przekroju powtoki).

Stosujac metode rozdzielenia zmiennych, przewiduje si¢ rozwiazanie w postaci:
2

a

_&
Wr(eg) == g M0 W) ®)
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Po podstawieniu zaleznosci (3) do rownania (2), a nastepnie po przeksztatceniach otrzy-
mano dwa réwnania rdzniczkowe zwyczajne, ktdrych rozwiazania przyjmuja postac:

wq = C4fy + Cofy + Cafy + Cyfy (4-1)
Wp = Wpp + Wap (4-2)

gdzie: wpy = Cgjg + Cioj2 + Caajz + C12la, Wao = Cyajs + Ciajs + Cusj7 + Cugls,
C,—C¢ — state okreslane z warunkéw brzegowych,
f, = e'bcosA(, f, = esinA, 3 = e1cos AL, f, = e5sinAL,
j1= €/°C0SpE, o = €¥Sinfe, ja = €7V°COSAE, 4 = e7VSINgC,
js = eP1cosys &, jg = 1%sinynd, iy = eP1ecosy, jg = ePLsing

0 =430-v*U?,

v — wspobtczynnik Poissona materiatu powtoki,

8
A=0p, p=0-IYMp, MR:I_{%) ,

- Ilczba czesci podziatu okregu kota, m — parzyste catkowite,

f—(p—, W =K@y, B=09y, Bi =mPy> V1 =K%

0
1 1

K:\/E((‘/E+E\/2\/§—lj, n= \/2( B ——\/2 )
27 m 8

Qo =—, B:16€8MR(—j , M =1, K=K
m 16

Przemieszczenie promieniowe, dodatnie, w Kierunku zewnetrznym. Funkcja
btonowo-zgigciowa przemieszczenia promieniowego w zawiera dwie czgsci: btonowsa
i zgieciowa (3). Przyjeto rozwiazanie zawierajace rozdzielenie zmiennych w postaci
iloczynu sum btonowo-zgieciowych. Takie rozwiazanie zapewni spetnienie warunkow
brzegowych na wszystkich krawedziach powtoki:

2
_&i4
Et

gdzie: W = Wy (Wao(g), Wia(g) = Woz + W1, Wag(e) = Wop + Wo.

Funkcja zgieciowa w, powinna mie¢ taka posta¢, aby zapewniata sile n, spetnienie
na krawedziach: x = 0 i x = I, warunkow brzegowych n, =g 1) = 0. Sita n,, bedzie wyzna-
czona z réwnania rdwnowagi (1-3). Zaleznos¢ powinna by¢ przystosowana do spetnienia
rownan rownowagi zawierajacych obciazenie state wzgledem zmiennej x, zatem wiel-
Ko$¢ Woy(=0,1) = 1 (spowoduje przyjecie postaci zgigciowej w Kierunku x: wig = 1 + wj.
Zaleznos¢ funkcji zgieciowej jest rowniez dostosowana do spetnienia réwnan réwnowagi
zawierajacych obciazenie zmienne wzgledem zmiennej ¢, zatem bedzie to zaleznos¢ woy.
W rezultacie:

2

g a
w, = }151 WigWa (5-1)

w (5-1)
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W domenie autora (www.powlokiwybrane.pl) udowodniono, ze rozwiazania (5-1)
i (5-12) spetniaja warunki brzegowe na wszystkich krawedziach powtoki, warunki row-
nowagi wewnetrznej (réwnania 1-1, 1-2, 1-3) oraz warunek réwnowagi obciazenia i re-
akcji podporowych.

Uogolnione sity wewnetrzne. Momenty zginajace m, i m,, otrzymuje si¢ w wyniku
podstawienia (5-1z) do rownania (1195) [Girkmann 1957, s. 516]. Po przyjeciu m, = my,,
otrzymano z rownania rownowagi (1-3) wielkosci n,, i my,,. Z rownania rownowagi (1-2)
Wyznaczono ny,, a na podstawie rownania (1212/5) [Girkmann 1957, s. 523] otrzymano
Nyy, @ Z rOwnania rownowagi (1-1) — wielkos¢ ny.

Wyznaczenie sit n,, my,, ny, i Ny z rownan (1) oznacza, ze uktad rownan rownowagi
sit i przemieszczen (1) jest spetniony. om, om,, om, 10m,,

. . . 1
Sity poprzeczne przyjeto w postaci: ¢,, :_6_+6_’ q, :6_+_6_’ aroz-
a op X X a o@p

pér HR(§=0,1) = gla(N(p COS OKO t Q¢ sin ao)(étzo’l)

Do dalszych operacji zastosowano sity zgigciowe: n,, = n, — Nyg, Ny, = Ny — Ny,
n =n n " l—v dWl dWZO
xpz = Mxp = llxg0s 71 =n ga——a———,
(U o @ oxz XQz 1 434 dx d(/)
oraz my, My, My, = My,

Skladowe przemieszczenia powierzchni srodkowej (U, v i xp)
U=Ug+ Uy, V=Vy+V,

gdzie: u, — wedtug Girkmann [1957, s. 523] z zaleznosci (1195/1) i (1195/2), podstawia-
jac wy, v, z réwnania (1195/3) uproszczonego w funkcji w; [s. 524],
U — przemieszczenie wzdtuz tworzacej, dodatnie w kierunku rosnacych x,
v — przemieszczenie wzdtuz okregu o promieniu a, dodatnie w kierunku rosnacych ¢.

1 ow
Kat obrotu powtoki wedtug rownania (1013) [Girkmann 1957, s. 447]: X, = ;(V - %J

ROZWIAZANIA SZCZEGOLNE

Powyzsze rozwiazanie zastosowano do wycinka prostokatnego powtoki kotowej pod
obciazeniem g; potaczonego na krawedziach prostych monolitycznie z belkami oraz
podpartego na krawedziach kotowych przegubowo-przesuwnie réwnolegle do krawedzi
prostych i nieprzesuwnie wzdtuz krawedzi kotowych. Rozwiazanie tego przypadku z kil-
ku wariantami potaczenia krawedzi prostych z belkami, poréwnania wynikéw obliczen
z przyktadami zawartymi w pracach Flugge [1972] i Girkmann [1957] oraz szczegbty
dotyczace wyzej podanego tekstu czytelnik znajdzie w domenie autora: www.powloki-

wybrane.pl.
Jeden z wariantow zareprezentowano na rysunku 2
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Rys. 2. Wykresy sit wewnetrznych i naprezen
Fig. 2.  Diagrams of internal forces and stresses

METODYKA BADAN

Badania przeprowadzono w postaci obliczen przyktadéw wedtug danych w pracach
Flugge [1972] i Girkmann [1957], a nastepnie poréwnano otrzymane wyniki. Poza tym
dokonano innych obliczen, ktére udowodnity prace przestrzenna konstrukcji.

WYNIKI BADAN

Z poréwnania wynikow obliczen w przewazajacej wigkszosci przypadkow [www.po-
wlokiwybrane.pl, rozdz. 3 ,,Rozwiazanie zamknigte ...” , poz. 5.2.] otrzymuje si¢ zgod-
nos¢ rzeddw wielkosci i ksztattu wykresow sit i naprezen wewngtrznych.

Z niektérych przyktadéw obliczeniowych (z wykresdw rzutéw sit brzegowych na
ptaszczyzny pionowe) dotyczacych konstrukcji zelbetowej wynika, ze bywaja powtoki
pod obciazeniem grawitacyjnym wyrywane z podpor kotowych na odcinku na przyktad

0,3< 2 0,7 oraz wyrywane z naroznikow i rozciagane w rejonach naroznikdw. Efek-

Po l
tem wyrywania powltoki z fragmentéw podp6r kotowych w przypadku ¢g = 90° i Si <2
2

moze by¢ wystapienie rozciagajacej sity potudnikowej w opisanym wyzej odcinku. Na-

tomiast w przypadku ¢q = 20° i Il =7,974 , dotyczacym powtoki usytuowanej migdzy
N

sasiednimi, belka moze by¢ w cah?m przekroju poprzecznym prawie réwnomiernie roz-

ciagana, a gérna czes¢ przekroju poprzecznego powtoki jest strefa $ciskana. Oznacza to,

ze cata konstrukcja staje sie belka przestrzenna, czego dowodzi rozktad sit podporowych:

krawedzie kotowe przenosza okoto 80%, a krawedzie proste przenosza okoto 20% ob-
ciazenia.
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W przypadku powtoki skrajnej w konstrukcji wieloprzestowej potaczonej monoli-

/
tycznie z belkami (po = 90° i -2 =2,828) wystepuje zjawisko zwigkszenia momentu
N

zginajacego belke skrajna w stosﬁnku do zginania belki wewnetrznej, co jest wptywem
skrecenia belki skrajnej (belka wewnetrzna jest jedna z dwoch belek przylegajacych teo-
retycznie do siebie). Okazuje sig, ze w belce skrajnej moment wyznaczony z catkowania
krzywej ugiecia pionowego jest 3,68 razy wigkszy niz w belce wewngtrznej. W zwiazku
z tym rozktad obciazenia na krawedzie konstrukcji jest nastepujacy: koliste — 65,42%,
prosta skrajna — 21,94%, prosta wewngtrzna — 12,64%. Stosunek obciazenia krawg-
dzi skrajnej do obciazenia krawedzi wewnetrznej jest rowny 1,73. Stosunek momentu
zginajacego belke skrajna do momentu zginajacego belke wewnetrzna spowodowany
tylko obciazeniem pionowym (g;) jest réwny 1,61, co jest zblizone do wartosci 1,73.
Pozostata czes¢ z wartosci 3,68 zalezy od wspdtpracy powtoki z belka, to znaczy od
wptywu sity stycznej (T,) wystepujacej na styku powtoki z belka. Wynika z tego, ze
wspOtpraca powtoki z belka przyczynia sie do znacznego zmniejszenia momentu zgi-
najacego belke w przypadku, gdy belka nie jest jednoczesnie skrecana. Inaczej méwiac
—skrecanie belki podczas zginania powoduje zwigkszenie momentu zginajacego w belce.

Inny przypadek powtoki skrajnej dla ¢g = 20° i 11:7,974 opisuje zmiane kierun-
S

ku poziomego momentu zginajacego belke skrajna w rejonie bliskim podparcia belki
(€ =0,085), spowodowana zmiana kierunku oddziatywania rozporu powtoki.

Jedno ze zjawisk wystepujacych w rejonach naroznikéw opisanych wyzej jest znane
w przypadku ptyt prostokatnych opartych na obwodzie — rozciaganie ptyty w rejonach
naroznikéw [Kobiak i Stachurski 1973, s. 495] i wyrywanie naroznikéw [Girkmann 1957,
s. 197]. Z tych zjawisk wynika, ze w przypadku konstrukcji zelbetowej te rejony powin-
ny by¢ dozbrojone lub pogrubione, a w przypadku konstrukcji stalowej rejony narozni-
kowe powinny by¢ przygotowane na przejecie naprezen okoto czterokrotnie wiekszych
(dla przyjetych w przyktadach stosunkéw wymiardéw) niz w pozostatej czesci powtoki.
Poza tym nalezy zauwazy¢, ze ekstremalna sita réwnoleznikowa wystepuje przewaznie
w przekroju bliskim krawedzi kotowej (€ < 0,1), a nie w potowie rozpigtosci tworzacej.

PODSUMOWANIE

Gléwna zaleta przedstawionego rozwiazania jest fakt, ze jest ono zamkniete,
w przeciwienstwie do znanych opracowan Flugge [1972] i Girkmann [1957], w ktdrych
do rozwigzania zastosowano szeregi Fouriera. Szeregi uzyto w takiej postaci, aby wa-
runki brzegowe na krawedziach x = 0 i x = | byty juz spetnione, co umozliwia spetnie-
nie warunkow brzegowych na pozostalej parze brzegéw [Girkmann 1957, s. 538 i 539].
W wyzej wymienionych opracowaniach wielkosci sit wewngtrznych i naprezen w prze-
kroju powtoki wyznaczono jedynie w polowie jej rozpigtosci. Do szeregéw Fouriera
wprowadzono pierwsza harmoniczna n, = 1, co jest za mato, aby uzyska¢ doktadne
rozwiazanie zagadnienia [Flugge 1972, s. 280]; jednoczesnie na zmniejszenie doktadno-
$ci obliczen wptyneto przyjecie wartosci wspétczynnika Poissona v = 0. Poza tym, aby
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uzyskac wystarczajaca doktadno$¢ wynikow, nalezy wprowadzaé¢ nastepne wartosci ny,
co znacznie wydtuza czas pracy i jednoczesnie nie daje pewnosci, ze jest to doktadnosé
wystarczajaca. Zastosowanie szeregow Fouriera Flugge [1972] uzasadnia nastepujaco
,»Nie udato si¢ nam dotychczas (...) przy uzyciu tak prostych srodkéw matematycznych
znalez¢ rozwiazania, ktdre spetnitoby dowolny uktad warunkdw brzegowych na wszyst-
kich brzegach powtoki prostokatnej wycietej z walca kotowego” [s. 250].

Réwniez zastosowanie metody elementéw skonczonych wypada gorzej niz rozwia-
zanie zamknigte, albowiem metoda ta daje wyniki ,,w obszarze”, a nie ,,w punkcie”. Od-
nosnie do metody elementow skonczonych istotna ocena znajduje si¢ w PN-EN 1992-
1-1: 2004 [s. 57, poz. 5.1.1, p. (1)]: ,,Jednakze metody obliczen (np. metoda elementow
skonczonych) stosowane do pewnych szczeg6lnych elementow daja raczej naprezenia,
odksztatcenia i przemieszczenia niz sity wewnetrzne i momenty. Do odpowiedniego
sprawdzenia konstrukcji na podstawie tych wynikoéw nalezy stosowa¢ metody specjal-
ne”. Niniejsze rozwiazanie jest wiasnie taka metoda specjalna. Natomiast w punkcie (2)
[poz. 5.1.1] wyzej wymienionej normy podano, ze w poblizu podpdr, co oznacza w roz-
patrywanej konstrukcji — w rejonach naroznikéw powtoki i w poblizu podpor belek — ...
sa niezbedne analizy lokalne”, co jest zapewnione i dokonywane w przedstawionym tu
rozwiazaniu.

Jezeli nalezy zaprojektowac sklepienie dachowe, stropodach lub strop albo powloke
uzebrowana lub wielokomorowy zbiornik kotowy, to mozna zastosowac¢ przedstawione
rozwiazanie. W ten sposdb mozna takze zaprojektowa¢ uzebrowany cylinder o konstruk-
cji metalowej lub z tworzywa sztucznego, obciazony cisnieniem wewngtrznym lub ze-
wnetrznym, jak na przyktad konstrukcje kadtuba samolotu pokazana schematycznie na
rysunku 3.

Pr

Rys. 3. Schemat uzebrowanego cylindra
Fig. 3.  Ribbed cylinder scheme
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W przypadku wielokomorowego zbiornika kotowego (rys. 4) nalezy to rozwiazanie
uzupetni¢ stanem btonowym i zgieciowym pod wptywem obciazenia cisnieniem cieczy
lub materiatem sypkim oraz wprowadzi¢ odpowiednie warunki brzegowe.

Na rysunku 5 pokazano przyktad stropodachu opartego na belkach i ramach zelbeto-
wych — moze to by¢ tez konstrukcja stalowa.

a
A

Rys. 4. Przekroj wielokomorowego zbiornika

Fig. 4.  Cross-section of a multi-chamber tank
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Rys. 5.  Stropodach oparty na belkach i ramach
Fig. 5.  Ciling roof supported by beams and frames
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CLOSED SOLUTION OF STATIC PHYSICAL PROPERTIES
OF ARECTANGULAR SECTION OF SHELL SHAPE OF A CIRCULAR
CYLINDER

Abstract. The study provides a solution that meets closed system boundary conditions on
all edges of the shell. The solution is calculated under the theory of shells and all displace-
ments and internal forces in any cross-section can be found. The size of the internal forces
complies with the internal and external equilibrium.

Key words: circular shell section, circular shell, roof crown, multi-chamber circular tank,
ribbed cylinder, ciling roof
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