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ELEMENT SKONCZONY LUKU KOLOWEGO
O SREDNIEJ GRUBOSCI - STATYKA | DRGANIA WEASNE

Wojciech Gilewski, Marta Sitek
Politechnika Warszawska, Warszawa

Streszczenie. Niniejszy artykut dotyczy elementu skonczonego tuku kotowego o sred-
niej grubosci (Ar2Ph2). W pracy pokazano sposéb wyprowadzenia ,,fizycznych” funkcji
ksztattu uwzgledniajacych wplyw wiasciwosci fizycznych materiatu, geometrii przekroju
poprzecznego i krzywizny tuku na jego deformacje. Wykazano, ze przy matym kacie roz-
warcia elementu przechodza one w odpowiednie funkcje elementu belkowego Timoshenki.
Rozwiazano seri¢ zadan z zastosowaniem prezentowanego elementu i otrzymano rozwia-
zania sciste w zakresie statyki oraz przyblizone wyniki w zagadnieniu drgan wiasnych.
Wykazano dobra zbieznos¢ elementu w drugim typie zadan.

Stowa kluczowe: metoda elementéw skonczonych, tuk o sredniej grubosci

WSTEP

Budowa zakrzywionych w ptaszczyznie elementéw skonczonych stanowi tematyke
interesujaca wielu badaczy. W ciagu ostatnich lat powstato wiele prac podejmujacych ten
temat. Poczatkowe proby definiowania elementéw tukowych nie przynosity sukceséw,
poniewaz otrzymywano elementy o zbyt duzej sztywnosci na zginanie i scinanie. Ob-
serwowano takze zjawiska blokady przemieszczen, zwiazane ze $cinaniem i sciskaniem/
/rozciaganiem. Pomimo wieloletnich badan ta problematyka jest nadal aktualna. Ostatnie
kilka lat zaowocowato wieloma pracami, w ktdrych probowano ulepszy¢ opracowane
dotad elementy skonczone. W wigkszosci prac przyjmowano izoparametryczne aproksy-
macje wielomianowe pola przemieszczen [Stolarski i Belytschko 1983], a stany pasozyt-
nicze eliminowano poprzez zastosowanie catkowania zredukowanego. Wykorzystywano
rowniez elementy wieloweztowe [Sengupta i Dasgupta 1997, Raveendranath i in. 2001,
Saffari i in. 2008], mieszane modele MES [Zhang 1992, Kim i Kim 1998, Kulikov i Plot-
nikova 2004] oraz aproksymacji typu p [Leung i Zhu 2004].
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Niniejsza praca przedstawia inne podejscie do tej tematyki. Zaprezentowano ele-
ment skonczony tuku kotowego o tzw. fizycznych funkcjach ksztattu, wyprowadzonych
z przemieszczeniowych réwnan rdwnowagi. Za punkt wyjscia do budowy funkcji ksztat-
tu przyjeto réwnania powierzchni walcowej o $redniej grubosci [Mazurkiewicz i Nagor-
ski 1987]. W teorii powtok o sredniej grubosci przyjmuje sig, ze prostoliniowe widkna,
normalne do srodkowej powierzchni w konfiguracji poczatkowej, pozostaja proste po
deformacji. Ponadto naprezenia normalne, wystepujace na powierzchniach réwnolegtych
do srodkowej powierzchni powtoki, sa mate w poréwnaniu z innymi naprezeniami i moga
zosta¢ pominigte. Uwzglednia si¢ natomiast naprezenia styczne o rozkladzie przyjetym
przez Reissnera dla ptyt. W pracy Sitek [2006] zastosowano uproszczenia wspomnianych
rownan powtoki walcowej, co umozliwito opis deformacji tukéw o statym promieniu
krzywizny i dowolnym, lecz statym po dtugosci przekroju poprzecznym. Do uzyskania
»uscislonych” funkcji ksztattu wykorzystano zwiazki konstytutywne ze sprzg¢zeniem sta-
nu membranowego i zginania.

POSTAWOWE ROWNANIA EUKU KOLOWEGO O SREDNIEJ GRUBOSCI

Rozwazany jest tuk kotowy o statym promieniu R, kacie rozwarcia y, rozpietosci
s = y i statym przekroju porzecznym A (rys. 1), dla ktérego zostana podane zaleznosci
opisujace przemieszczenia, odksztatcenia oraz naprezenia.

Rys. 1.  Sktadowe przemieszczenia w tuku kotowym
Fig. 1.  Displacement components in a circular arch

Przyjeto, ze przemieszczenie dowolnego punktu przekroju o wspoirzednej
z € (=0,5h; 0,5h) (gdzie h — wysokos¢ przekroju poprzecznego) mozna uzalezni¢ od
przemieszczenia punktu lezacego na osi obojetnej w nastepujacy sposob:

(0, 2) = u(0) - 20(6); (0, z) = w(0) 1)

gdzie: 6 — wspotrzedna katowa,
u(0) — przemieszczenie obwodowe punktu osi obojetnej,
w(#) — przemieszczenie radialne punktu osi obojetnej,
¢(0) — kat obrotu przekroju poprzecznego wzgledem osi prostopadtej do ptasz-
czyzny tuku.

Stan odksztatcenia opisany jest przez trzy sktadowe stanu odksztatcenia: odksztatcenie
membranowe, krzywizne i odksztatcenie postaciowe. Zwiazki geometryczne maja postac:
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qa)zK(f;?-wwﬂ
1(6) = k[u0)+ ) - o0 @

gdzie K = 1/R - krzywizna tuku.

Zostana tu wykorzystane zwiazki konstytutywne ze sprzezeniem stanu membrano-
wego i zginania. Wzory na site podiuzna, moment zginajacy i Site poprzeczna sa naste-
pujace:

N(6) = EAe(0) + KEJK(6)
M(6) = KEJe(0) + EJk(6)
0(0) = Hy(0) @)

gdzie: E — modut Younga,
G — modut Kirchhoffa,
J — moment bezwtadnosci przekroju,
v — wspotczynnik Poissona.

Lokalne réwnania réwnowagi tuku o $redniej grubosci przybieraja postac:

dN(6) _

K(W - Q(H)j +p(0)=0

K(N(e) - di(:)j +q) =0 (4)
dM (0) _

K2 = 0(0) + m(0) = 0

gdzie: p(0) — obciazenie obwodowe,
q(#) — obciazenie radialne,
m(#) — moment zginajacy.
Energig potencjalna tuku w zadaniach statyki oblicza si¢ jako sume energii sprezystej
i pracy obciazenia zewnetrznego: E, = Es + W; E, = jEsds; W = des, gdzie gestosé
s N

energii sprezystej jest opisana zaleznoscia:
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3 a0 \d
E = % 2 6 \do (5a)
+H(Ku kD ¢j
do

2 2
EAKZ(Z—Z - w) + EJK{%} - 2EJ@K3(‘Z—” - w) +

a gestosc¢ pracy obciazen zewnetrznych

szu+qw+m¢ (5b)

Uwzglednienie masy tuku pozwala zapisa¢ wzdr na energie kinetyczna uktadu
Ey = [E,ds, przy czym gestos¢é energii kinetycznej:
N

~ 1 .
b=l +57)+ o) -
gdzie: oo = [p 4 py = [pzd4,

A A

p — gestos¢ materiatu,
kropka nad sktadowymi przemieszczen oznacza pochodna po czasie t.

SFORMULOWANIE MES

Rozpatrzono ptaski dwuweztowy element skonczony tuku kotowego (Ar2Ph2) o pro-
mieniu R i kacie rozwarcia 2a.. Wprowadzono zmienna bezwymiarowa ¢ = (6 — 6,)/c,

pe (-1,1)(rys. 2).

Rys. 2. Element skonczony tuku kotowego o sredniej grubosci
Fig. 2.  Finite element of a moderately thick arch

Celem niniejszej pracy jest uzyskanie scistych funkcji ksztattu opisujacych prze-

mieszczenia wewnatrz elementu skonczonego u = Lu(go), w(p), ¢(¢)}T. Otrzymuje sie
je z rozwiazania przemieszczeniowego uktadu lokalnych réwnan réwnowagi (4) w ob-
szarze elementu skonczonego. Rzad uktadu determinuje wybér dwuweztowego elementu
skonczonego o szesciu parametrach weztowych. Tymi parametrami sa: przemieszczenie
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obwodowe, przemieszczenie radialne i kat obrotu wzgledem osi prostopadtej do ptasz-
czyzny tuku. Sktadowe wektora przemieszczen weztowych maja w zwiazku z tym skta-
dowe qe = [ula Wi, ¢17 Uy, Wo, ¢2]T

Uktad rdwnan przemieszczeniowych otrzymuje sie¢ po podstawieniu w uktadzie lokal-
nych réwnan rozniczkowych (4) zwiazkdw geometrycznych (2) i konstytutywnych (3).
Mozna go przedstawi¢ w postaci macierzy:

Ly Ly Lys|u p 0
Ly Ly Ly|w|l+|gq|=|0 (6)
Ly Ly Lyl @ m 0

gdzie L (i, j = 1, 2, 3) — operatory rézniczkowe:

2 2
Ly =ﬂd——KUG L, = —K(1+71)j—(p; L = —ﬁd_"‘a

o d@z a d¢)2

2

K d d
L21 = le; L22 = I + ]/lKa’ L23 = (1 + 7/2)_
o d(p d(”

2
v, d

Ly = Ly; Ly = Lyy; Ly =2— -
a do

Operatory te zawieraja mnozniki y; = o= , Obrazujace wplyw wiasci-

wosci fizycznych materiatu, geometrii przekroju poprzecznego i krzywizny tuku na jego
deformacije.

Uktad réwnan (6) rozwiazano za pomoca funkcji przemieszczen. Wyznacznik macie-
rzy operatorow rozniczkowych przybiera postac:

_ Ky, (y> — 71)d6 + 2Ky, (v> = 1)

3

det|L;
e[ﬂ] . a

d* + Kay,(r, - n)d’

skad wynika, ze rdwnanie charakterystyczne jest nastepujace:

d°Z(p)

4 2
¢ L9420 pdZ) (72)
do

+2
d(p4 d¢72

przy czym Z(p) jest poszukiwana funkcja przemieszczen.

Rozwiazaniem réwnania (7a) jest funkcja:

Z(p) = Dy + D¢ + Dysin(a@) + D, cos(ap) + Dsgsin(ap) + Dspcos(a) (7b)
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Sktadowe pola przemieszczen mozna opisa¢ wzorami:

u(@) = L Z(p); w(@) = LZ(9); #(9) = LisZ(9) (7c)

przy czym

L = _7_22d4 +1nn -1 - 2)d2 -na’
o

1 = OB o - )a )

£

K
Lz = —a—sz4 -K(n + 72)d2 - K}’laz

sa operatorami rézniczkowymi utworzonymi jako dopetnienie algebraiczne elementow
macierzy [L;].
Po wykonaniu rézniczkowania funkcji (7b) zgodnie z (7d) i podstawieniu do (7c)
otrzymano:
u(p) = 0’ NG - & neCy — &’ (1+ 1) (1 — 12)sin(ap)Cs +
— (L4 72)(11 ~ 72)cos(@p)C +
+a(n = 12)[2y2cos(@p) — a(l + 72)gsin(ep)|Cs +
—a(y = 12)[2y2sin(ap) + a(l + y;)pcos(ap)|Cs

8
w(p) = —a(n —12)Cs - a 1+ 7)1 — v2)cos(a)Cs +

+a’ (1 + 7)1 — r2)sin(ap)Cy +
—a(y = 12)[(1+ 3py)sin(ag) + a(l + y,)pcos(ap)|Cs +
—a(y = »2)(1+ 3y2)cos(a@) — a(l + r,)psin(a@)]Cy

) = -Ka'7C, - Ka' 19Cy — 2Ka(y — v2)(cos(a)Cs — sin(ap)Cy)

Uwzglednienie sktadowych wektora g° jako warunkdw brzegowych pozwala na obli-
czenie statych Cq, Cy, C3, C4, Cs, Cg W zaleznosciach (8) i uzyskanie scistych fizycznych
funkcji ksztattu. Macierz funkcji ksztattu ma budowe blokowa:

NI N, Nj
N°=[N',N’], N =|N5 N3, Ni 9)
N3 N3y Nis
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Otrzymane funkcje ksztattu maja skomplikowana budowe i z tego wzgledu nie wszyst-
kie zostana zapisane jawnie w niniejszej pracy. Przyktadowo funkcja Nll | ma postac:

Nll1 = %[A + By + Csin(a@) + Dcos(ag) + Epsin(ag) + Focos(ap))
gdzie:
M = pa(l+n)(¢* +07) + 251 - 1) (n = 72) + 2a(L+ 1) (128" = 1) +
+ nac* (4, +1-13),
4 = —pascfse(l - ) + a(l+ 7)] - 25°c(v, = 1),

B = pasc(1+ y,)(sc + @),

1
C = —(r2 - nac’(ae+s) = s’ (1= 1)1 = 72) + 1’ (rac + ) +

+as(l+ }/2){(71 %) - %71052(72 - l)}

D= as’c(l+ n){—%% (1+72)+ n} +s1+ ) -n) - +n)]+

+ %ylaz (L+7,) (e +5) + %lescz(l - }/22),
1 1
E= _O’S(cz T 1)(1 + 1) - 1)+ 571052 (r, +1)* (03 + Ots) + 57/10520(1 - 722),

F = %ylazscz (1 - 7/22) - %710530(1 + 722) - 50‘37172’

przy czym s = sin(ag), ¢ = cos(ap).

Warto zauwazy¢, ze pomimo rozbudowanej postaci, przy R — oo, te funkcje ksztattu moz-
na uprosci¢ do funkcji ksztattu elementu preta Timoshenki o szesciu stopniach swobody:

im N = Lo
lim Nyy = 2(1 ?)
lim N}, = 0
R—o
lim Nj; = 0
R—o

lim Ny, =0
R—o

Architectura 12 (1) 2013
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6EJ(1— ) + a2H(2 —3p+ ¢a3)

am N = 4B3EJ +d’H)

o 3aE(1-@)+dH(- -9 + )
lim N23 =
R 4(3E] +a’H)

. 1
Jim ¥ = o

3aH(—1 + (02)
limNy = ————~
R—eo 4(3EJ + azH)
. GEJ(1-¢)+ azH(—l -20+ 3¢2)
llm N33 =
R—eo

4(3E) +a’H)
gdzie a = Ra jest potowa diugosci preta.

Funkcje ksztattu zawarte w podmacierzy N* zgodnie z zapisem (9) przedstawiono
na rysunkach 3-5, przy danych liczbowych: R =4,0 m, & = n/6, b = 0,4 m, h = 0,6 m,
E =310'"Pa,v=0,17, k = 5/6.

Przeanalizowano zmiennos¢ funkcji w zaleznosci od kata rozwarcia tuku 2a. Przyjeto
przedziat « € (0, 180°), co daje mozliwosé analizy elementéw od prostoliniowych do
kotowych. Jak wida¢ na rysunkach 6-8, przy a = 0 funkcje znajdujace si¢ na diago-
nali macierzy ksztattu sa liniowe. Mozna przesledzi¢, dla jakiej wartosci kata konczy
sig zakres stosowalnosci liniowych funkcji ksztattu. Dla wigkszosci funkcji jest to tylko
wartos¢ a = 0, poniewaz charakteryzuja sie duza zmiennoscia w zaleznosci od tego para-
metru. Aproksymacja liniowa w szerszym zakresie jest poprawna jedynie dla Nq;. Warto
réwniez zauwazy¢, ze dla matych katéw funkcje pokrywaja sie z funkcjami ksztattu preta
Timoshenki (co zostato analitycznie dowiedzione wczesniej).

—
— —
=
[*
e

-1

Rys. 3. Funkcje ksztattu
Fig. 3. Shape functions
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Rys. 4. Funkcje ksztattu
Fig. 4.  Shape functions

Rys. 5. Funkcje ksztattu
Fig. 5.  Shape functions
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-1

1 Ocpl -1 0 o 1
Rys. 6. Wplyw kata rozwarcia 2a, o € (0, ©) na funkcje ksztaltu N, N}, N

Fig. 6. Influence of subtended angle 2¢, a € (0, ©) on shape functions Nlll, Nllz, Nll3

Rys. 7. Wplyw kata rozwarcia 2a, a € (0, n) na funkcje ksztattu N;I, Néz, N;3

Fig. 7. Influence of subtended angle 2¢, o € (0, ©) on shape functions Nél, Néz, N;3

-1 0 o 1

Rys. 8. Wptyw kata rozwarcia 2a, a € (0, n) na funkcje ksztattu N;I, Néz, Ngl,3

Fig. 8.  Influence of subtended angle 2a, a € (0, ) on shape functions N;I, Néz, N313
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Przeprowadzono analizg zaleznosci funkcji ksztattu od stosunku wysokosci przekroju
do promienia tuku. Przyjmuje sie¢ [Mazurkiewicz i Nagorski 1987], ze teoria dzwiga-
row cienkich obowiazuje dla h/s < 1/50. Dzwigary, ktérych wymiary spetniaja warunek
h/s e (1/50, 1/5), naleza do dzwigaréw o $redniej grubosci. Na rysunkach 9-11 mozna
zauwazy¢ dwa przedziaty zmiennosci funkgcji: (0, 0,1) i (0,1, 1). Posta¢ funkcji ksztattu
w pierwszym przedziale znacznie rozni si¢ od postaci z przedziatu drugiego. Otrzymane
wyniki sa wobec tego zgodne z klasyfikacja dzwigarow cienkich i o sredniej grubosci.

Na bazie otrzymanych funkcji mozna wyprowadzi¢ zaleznosci na $cista macierz
sztywnosci K& i wektor obciazen weztowych QF oraz uscislona macierz mas M€,

Zgodnie z rdwnaniami (2), zaleznos¢ migdzy odksztatceniami a przemieszczeniami
wyraza sig wzorem £° = Bq® = DN®q°® z macierza operatoréw rézniczkowych:

Kd/aa -K 0

D= 0 0 —Kd/a (10)
K Kdla -1
| (/ 1 |
I'II.'

0,05 0,05
h h
R R
0,01 . I (0,01 |

-1 0 o 1 -1 0 o 1 1

Rys. 9.  Wplyw stosunkl{ wysiokoéci przekroju do promienia tuku h/R € (0,01, 1) na funkcje
ksztaltu Ny, Nip Nis

Fig. 9. Influence of thickness to radius ratio h/R € (0,01, 1) on shape functions Nlll, Nllz, Nll3

0,05 0.05
h h
R R
0,01 0,01 1 !
1 0 o 1 - 0 o 1

Rys. 10. Wptyw stosunku wsokoéci przekroju do promienia tuku h/R € (0,01, 1) na funkcje
ksztattu NL, Néz, Ny

Fig. 10. Influence of thickness to radius ratio h/R € (0,01, 1) on shape functions N;] : Néz,Ni3
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10 e 1 4 0 o I
Rys. 11. Wplyw stosunku wysok0s0| przekroju do promienia tuku h/R e (0,01, 1) na funkcje

ksztattu N31, N32, N33
Fig. 11. Influence of thickness to radius ratio h/R < (0,01, 1) on shape functions N31, N32, N33

Zaktadajac, ze mamy do czynienia z materiatem liniowo-sprezystym, mozna zapisac¢
rownania konstytutywne (3) w postaci ¢® = E€®, z macierza sprezystosci:

EA KEJ 0
E=|KEJ EJ O (11)
0 0 H

Macierz sztywnosci elementu skonczonego Ar2Ph2 obliczono wedtug wzoru:
K¢ = [BEB“ds (12)
Wektor zastepczych obciazen weztowych wyznaczono z zaleznosci:

e _ J‘NeTpeds (13)

e— T
przy czym p” = [p q m]". _
Obliczono réwniez konsekwentna macierz mas ze wzoru:

Me — J‘NeTmeNe ds (14)

gdzie: m® = diag(uy My th), Mo = PA, 1, = pJ.

Jawna posta¢ sktadowych powyzszych macierzy nie zostaje tu podana ze wzgledu na
ich skomplikowana budowe.

Macierz sztywnosci elementu skonczonego Ar2Ph2 wyprowadzono $cisle z rownan
rozniczkowych tuku kotowego. Dlatego daje sciste rozwiazania w zadaniach statyki.
Macierz mas obliczono natomiast zgodnie ze standardowa procedura MES jako macierz
konsekwentna. W zwiazku z tym w przypadku rozwiazywania zagadnien drgan wiasnych
mozna otrzymac rozwiazania przyblizone.
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Mozna pokaza¢, ze element tukowy Ar2Ph2 nadaje sie do modelowania pretéw pro-
stych. W przejsciu granicznym, przy R —oo, wyprowadzone powyzej rownania na: ma-
cierz sztywnosci (12), wektor obciazen weztowych (13) i macierz mas (14), przybieraja
posta¢ odpowiednich macierzy elementu skonczonego preta prostego sredniej grubosci
0 szesciu stopniach swobody i dtugosci 2a = 2aR [Sitek 2006].

PRZYKLADY OBLICZEN - STATYKA

Element skonczony Ar2Ph2 zastosowano do rozwiazania Kilku zadan statyki. Wybra-
no zadania rozniace sie warunkami brzegowymi i rodzajem obciazenia. Dane liczbowe
przyjete w zadaniu: R=4,0m, y = 272/3,b=0,4m,h=0,6 m, E=3- 10 Pa,v=0,17,
k = 5/6. Obciazenie konstrukcji P = 103 N, M = 10° Nm. Ze wzgledu na symetrie lub
antysymetrie zadan rozwiazywano schematy potdéwkowe (przy rozpietosci tuku 0,5y)
z odpowiednimi warunkami brzegowymi (rys. 12).

f | Cj)/%}: N i

d) O.SPl e) f) 0.5M

Rys. 12. Schematy obliczeniowe wykorzystane w analizie statycznej tukow
Fig. 12. Computational schemes used in static analysis of arches

W tabeli 1 podano znormalizowane wartosci niezerowych przemieszczen weztowych
obliczonych jako & = u/s, w = w/s, ¢ = ¢/w. Wyniki otrzymane przy uzyciu jednego
elementu skonczonego prezentowanego w tej pracy poréwnano z wynikami przedsta-
wionymi w pracy Litewki i Rakowskiego [1997] (wykorzystano w niej 4-elementowa
siatke podziatu), otrzymanymi za pomoca pakietu obliczeniowego ABAQUS (zastoso-
wano dyskretyzacje dziesiecioelementowa z dwuweztowych elementéw belkowych B21
[ABAQUS 6.8-3 Documentation]) oraz z przyblizonym rozwiazaniem otrzymanym me-
toda sit przy zatozeniach EA — o0 i H — o,

Element skonczony Ar2Ph2 daje wyniki $ciste (zastosowano 1 element skonczony).
Ze wzgledu na krzywizne preta elementy belkowe B21, jako elementy o liniowych funk-
cjach ksztattu, dopiero przy gestej siatce dyskretnej daja wyniki zblizone do analitycz-
nych. Rozwiazania przedstawione w pracy Litewki i Rakowskiego [1997] sa wynikiem
podziatu modelu na cztery elementy skonczone i w wigkszosci przypadkow daja wiekszy
btad niz element Ar2Ph2.
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Tabela 1. Wyniki obliczen w zadaniach statyki, podano liczbe wykorzystanych elementéw skon-
czonych n
Table 1. Results of static computations, number of finite elements used n is given

Litewka
Schemat Wielkosé¢ i Rakowski B21 Metoda sit Ar2Ph2
Scheme \Volume [1997] (n=10) Force method (n=1)
(n=4)
a wz[xloﬂ 0,249 0,278 0,242 0,249
_ -6
u2[><10 } 0,125 0,125 0,114 0,124
b
’z[xlo‘ﬁ} 0,378 0,374 0,368 0,371
_ —6
2[><10 } 0,095 0,110 0,092 -0,093
¢ — -6
¢2[><10 } 1,082 1,079 1,037 1,084
— -6
q[xlo } - 0,330 0,341 0,330
d
*z[xloﬂ 0,305 0,280 0,255 0,279
- -6
¢1[><10 } - 1,082 1,089 1,074
_ —6
e [x10°] 0,288 0,284 0,277 0,281
- -6
z[xm } 0,806 0,797 0,812 0,793
q?l[xm’q - 0,718 0,739 0,719
f *z[xlo“’} 0,202 0,230 0,203 0,198
— —6
z[xm } 1,361 1,360 1,338 1,367

PRZYKLADY OBLICZEN - DRGANIA WELASNE

Element skonczony Ar2Ph2 wykorzystano réwniez do analizy drgan wiasnych kon-
strukcji tukowych. W obliczeniach wykorzystano konsekwentna macierz mas (wzér 14).
Jako ze nie jest ona $cista, w tego typu zadaniach otrzymuje sie wyniki przyblizone.
Ustalenie siatki podziatu wystarczajacej do uzyskania wynikéw z zatozona doktadnoscia
przeprowadzono, opierajac sie na analizie zbieznosci.

Sprawdzano zbiezno$¢ pierwszej i drugiej czestosci drgan wiasnych w schemacie ob-
liczeniowym tuku przegubowo podpartego (rys. 13a). Przyjeto dane liczbowe: R = 1 m;
h=0,2m; y =7/6; E=3-10Pa; v =0,3; k = 5/6; p = 2000 kg-m~. W tabeli 2 podano
uzyskane wartosci przy 2, 4, 8 i 16-elementowej siatce podziatu. Ponadto przyjeto roz-
wiazanie przy najgestszej siatce jako poréwnawcze i obliczono réznice wzgledna pozo-
statych wynikow: ¢/ = (a)i’ HE_ gt ) / atd™ -100%.
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a) b)

Rys. 13. Schematy obliczeniowe wykorzystane w zadaniach drgan wiasnych tukéw
Fig. 13. Computational schemes used in free vibrations analysis of arches

Tabela 2. Dwie pierwsze czestosci drgan wiasnych tuku przegubowo podpartego (rys. 13a)
Table 2. The lowest two natural frequencies of a hinged-hinged arch (Fig. 13a)

Liczba ES 2 4 8 16
o 7549,8 7379,8 7339,4 7329,6
o' 23848 20023 19403 19245
el 3,00 0,68 013 0
e 23,91 4,04 0,82 0

Z tego poréwnania wynika, ze wystarczy przyja¢ podziat tuku na 4 elementy skon-
czone, by uzyskac réznice wzgledna mniejsza niz 1% w przypadku pierwszej czestosci
wiasnej i mniejsza niz 5% dla drugiej czestosci. Taka dyskretyzacje przyjmowano w ko-
lejnych zadaniach.

Rozwiazano dwa zadania drgan tukéw o sredniej grubosci: przegubowo podpartego
i utwierdzonego na obydwu koncach (rys. 13a i 13b). Wyniki otrzymane przy podziale
tuku na 4 elementy skonczone Ar2Ph2 poréwnano z rozwiazaniem pokazanym w pracy
Leung i Zhu [2004] oraz przy podziale na n elementéw skonczonych pretowych B21
o liniowych funkcjach ksztattu z programu ABAQUS (liczbe elementéw zastosowanych
w kazdym przypadku podano w tab. 3).

Tabela 3. Wptyw kata rozwarcia tuku na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych tuku kotowego przegu-
bowo podpartego (rys. 13a), podano liczbe wykorzystanych elementéw skonczonych n

Table 3. Influence of subtended angle on first natural frequency of a hinged-hinged arch (Fig. 13a),
number of finite elements used n is given

v Ar2Ph2 Leung i Zhu B21
(n=14) [2004] o n
30° 2340,33 2339,82 2348,2 10
90° 229,73 229,66 230,13 20
120° 115,68 115,64 115,98 20
180° 37,853 37,86 37,939 30
300° 4,1840 4,18 4,1889 40

Architectura 12 (1) 2013



34 W. Gilewski, M. Sitek

Rozpatrzono kilka katdw rozwarcia y tuku przy statych pozostatych cechach geome-
trycznych i fizycznych modelu. Przyjeto dane liczbowe: R=12in=0,3048 m; h=0,25in=
= 0,00635 m; k = 0,8497; p = 0,2736 slugs ftin™ = 2,925.-10° kg:m=3; v = 0,3;
E =3,04 -10" psi = 2,096 - 10! Pa.

Wyniki zawarte w tabelach 3 i 4 swiadcza o przewadze elementu Ar2Ph2 nad ele-
mentem B21 w tego typu zadaniach. Niezaleznie od rozpigtosci uku kazdy przypadek
policzono z uzyciem tylko czterech elementéw Ar2Ph2. Natomiast w przypadku elemen-
tu B21 wraz ze wzrostem rozpigtosci nalezato zastosowaé coraz gestsza siatke podziatu.
Dopiero zachowanie statej dtugosci elementu skonczonego gwarantowato otrzymanie
wyniku zblizonego do poprawnego. Rozwiazanie z wykorzystaniem elementu skonczo-
nego z pracy Leung i Zhu [2004] wydaje si¢ by¢ zanizone dla mniejszych katow .

Tabela 4. Wptyw kata rozwarcia tuku na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych tuku kotowego utwier-
dzonego (rys. 13b), podano liczbe wykorzystanych elementdw skonczonych n

Table 4. Influence of subtended angle on first natural frequency of a hinged-hinged arch (Fig.
13b), number of finite elements used n is given

” Ar2ph2 B21
(n=4) ' n
30° 2657,79 2642,4 10
90° 377,78 377,97 20
120° 197,85 198,23 20
180° 73,195 73,338 30
300° 16,802 16,816 40

Rozpatrzono drgania wtasne poprzeczne symetryczne pierscienia kotowego zacho-
dzace w plaszczyznie tuku. Obliczono pierwsza czgstotliwosé drgan wiasnych symetrycz-
nych. Ze wzgledu na symetri¢ zadania do obliczen przyjgto schemat statyczny ¢wiartki
pierscienia z odpowiednimi warunkami brzegowymi (rys. 13c).

Pret podzielono na dwa elementy skonczone Ar2Ph2. Rozwiazanie poréwnano
z dwoma rozwiazaniami numerycznymi (obliczeniami zawartymi w pracy Saffari i in.
[2008] i modelem ztozonym z 20 elementéw skonczonych B21) oraz z rozwiazaniem
analitycznym z pozycji Weaver i inni [1990]. Sprawdzono, jak bgda sig¢ zmienia¢ wyniki
w zaleznosci od proporcji h/R.

Przyjeto dane liczbowe: R =12 in = 0,3048 m; h = 0,0375 in = 0,0009525 m; v = 0,3;
E =19 10° Ibfin"? = 1,31-10'! Pa; p = 0,171:107% Ib-in~3 = 1827 kg-m~3; k = 0,85.

W tabeli 5 zapisano czgstotliwosci drgan wiasnych przy réznych stosunkach h/R.
Ustalono dzigki temu, czy rozpatrywany element skonczony dobrze zamodeluje drgania
nie tylko tukéw o $redniej grubosci, ale réwniez cienkich. Jak mozna zauwazy¢, ele-
ment Ar2Ph2 w przypadku najcienszego analizowanego preta, przy h/R = 1/150, dat wy-
nik zgodny z analitycznym. Podobne rezultaty otrzymano dla przypadku h/R = 1/100
i /R = 1/50. Rozbieznosci w wynikach przy wigkszych stosunkach h/R wynikaja z tego,
ze w pracy Weaver i inni [1990] rozwazano drgania tukow cienkich, nie uwzgledniajac
wptywu sit poprzecznych na drgania konstrukcji.
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Tabela 5. Wptyw stosunku h/R na pierwsza czgstotliwosé¢ drgan wiasnych poprzecznych symetrycz-
nych pierscienia kotowego, podano liczbe wykorzystanych elementéw skonczonych n

Table 5. Influence of h/R ratio on first symmetric natural frequency of a circular ring, number of
finite elements used n is given

hR ?;2:2)2 Saﬁa’éni L”'Z)[ZOOS] (nB:Z;O) Weaver i in. [1990]
15 670,73 671,52 667,70 684,979
1/10 340,83 340,92 340,59 342,489
1120 171,07 1711 171,17 171,244
1/50 68,49 68,49 68,569 68,489
1/100 34,25 34,24 34,202 34,249
1/150 22,83 22,83 22,862 22,833

Poréwnujac dane z tabeli 5, mozna réwniez zauwazy¢ duza zgodnos$¢ wynikéw
z przedstawionymi w pracy Saffari i inni [2008]. Ponadto ponownie elementy pretowe
B21 wymagaja najgestszej siatki dyskretnej do zamodelowania zadania i uzyskania war-
tosci bliskich uzyskanym elementom Ar2Ph2. Wraz ze wzrostem wartosci h/R czestotli-
wosci z trzeciej kolumny coraz bardziej odbiegaja od pozostatych przy zatozonym po-
dziale na 20 elementéw.

PODSUMOWANIE

Przedmiotem niniejszej pracy jest budowa tukowego elementu skonczonego o fi-
zycznych funkcjach ksztattu w sformutowaniu przemieszczeniowym. Punktem wyjscia
do rozwazan byty réwnania powtoki walcowej o statej grubosci. Dokonano przejscia
do réwnan tuku kotowego i wprowadzono uogdlnienie, dzigki ktéremu mozna analizo-
wac prety o dowolnym przekroju poprzecznym. Zastosowano zwiazki konstytutywne,
uwzgledniajace sprzezenie stanu membranowego i zginania. Wyprowadzone funkcje fi-
zyczne, mimo ze maja skomplikowana forme algebraiczno-trygonometryczna, przecho-
dza w odpowiednie funkcje ksztattu elementu preta Timoshenki przy R — 0. Analiza
funkcji ksztattu od o wykazata duza zmiennos¢ charakteru funkcji wraz ze wzrostem
wartosci kata. Wykazuje to przewage wyprowadzonych funkcji ksztattu oraz potwierdza
niewielki zakres stosowalnosci funkcji liniowych. Na podstawie analizy funkcji fizycz-
nych od stosunku h/R pokazano, ze moga one zosta¢ wykorzystane do modelowania row-
niez dzwigarow cienkich.

Uzyskana scista macierz sztywnosci i wektor obciazen weztowych oraz konsekwent-
na macierz mas postuzyty do rozwiazania kilku zadan statyki i drgan wtasnych. Otrzy-
mano doktadne wartosci poszukiwanych przemieszczen od sit skupionych. Rozwiazano
zagadnienie wiasne tuku przy kilku réznych warunkach brzegowych. Wyniki skonfron-
towano z danymi opublikowanymi przez innych autoréw. We wszystkich przypadkach,
niezaleznie od parametréw « i h/R, prezentowany tu element skonczony dat najlepsze
rezultaty.
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FINITE ELEMENT OF MODERATELY THICK ARCH - STATICS AND FREE
VIBRATIONS

Abstract. The present paper is dedicated to the finite element of moderately thick arch
(Ar2Ph2). So-called “physical” shape functions, stiffness matrix, load vector and mass ma-
trix are derived. The shape functions are based on the displacement differential equations
of the arch. The finite element is exact for static analysis. Convergence analysis for free
vibration is presented with promising results.

Key words: finite element method, moderately thick arch
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