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ELEMENT SKO CZONY UKU KO OWEGO 
O REDNIEJ GRUBO CI – STATYKA I DRGANIA W ASNE

Wojciech Gilewski, Marta Sitek
Politechnika Warszawska, Warszawa

Streszczenie. Niniejszy artyku  dotyczy elementu sko czonego uku ko owego o red-
niej grubo ci (Ar2Ph2). W pracy pokazano sposób wyprowadzenia „  zycznych” funkcji 
kszta tu uwzgl dniaj cych wp yw w a ciwo ci  zycznych materia u, geometrii przekroju 
poprzecznego i krzywizny uku na jego deformacj . Wykazano, e przy ma ym k cie roz-
warcia elementu przechodz  one w odpowiednie funkcje elementu belkowego Timoshenki. 
Rozwi zano seri  zada  z zastosowaniem prezentowanego elementu i otrzymano rozwi -
zania cis e w zakresie statyki oraz przybli one wyniki w zagadnieniu drga  w asnych. 
Wykazano dobr  zbie no  elementu w drugim typie zada .

S owa kluczowe: metoda elementów sko czonych, uk o redniej grubo ci

WST P

Budowa zakrzywionych w p aszczy nie elementów sko czonych stanowi tematyk  
interesuj c  wielu badaczy. W ci gu ostatnich lat powsta o wiele prac podejmuj cych ten 
temat. Pocz tkowe próby de  niowania elementów ukowych nie przynosi y sukcesów, 
poniewa  otrzymywano elementy o zbyt du ej sztywno ci na zginanie i cinanie. Ob-
serwowano tak e zjawiska blokady przemieszcze , zwi zane ze cinaniem i ciskaniem/
/rozci ganiem. Pomimo wieloletnich bada  ta problematyka jest nadal aktualna. Ostatnie 
kilka lat zaowocowa o wieloma pracami, w których próbowano ulepszy  opracowane 
dot d elementy sko czone. W wi kszo ci prac przyjmowano izoparametryczne aproksy-
macje wielomianowe pola przemieszcze  [Stolarski i Belytschko 1983], a stany paso yt-
nicze eliminowano poprzez zastosowanie ca kowania zredukowanego. Wykorzystywano 
równie  elementy wielow z owe [Sengupta i Dasgupta 1997, Raveendranath i in. 2001, 
Saffari i in. 2008], mieszane modele MES [Zhang 1992, Kim i Kim 1998, Kulikov i Plot-
nikova 2004] oraz aproksymacji typu p [Leung i Zhu 2004].1
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Niniejsza praca przedstawia inne podej cie do tej tematyki. Zaprezentowano ele-
ment sko czony uku ko owego o tzw.  zycznych funkcjach kszta tu, wyprowadzonych 
z przemieszczeniowych równa  równowagi. Za punkt wyj cia do budowy funkcji kszta -
tu przyj to równania powierzchni walcowej o redniej grubo ci [Mazurkiewicz i Nagór-
ski  1987]. W teorii pow ok o redniej grubo ci przyjmuje si , e prostoliniowe w ókna, 
normalne do rodkowej powierzchni w kon  guracji pocz tkowej, pozostaj  proste po 
deformacji. Ponadto napr enia normalne, wyst puj ce na powierzchniach równoleg ych 
do rodkowej powierzchni pow oki, s  ma e w porównaniu z innymi napr eniami i mog  
zosta  pomini te. Uwzgl dnia si  natomiast napr enia styczne o rozk adzie przyj tym 
przez Reissnera dla p yt. W pracy Sitek [2006] zastosowano uproszczenia wspomnianych 
równa  pow oki walcowej, co umo liwi o opis deformacji uków o sta ym promieniu 
krzywizny i dowolnym, lecz sta ym po d ugo ci przekroju poprzecznym. Do uzyskania 
„u ci lonych” funkcji kszta tu wykorzystano zwi zki konstytutywne ze sprz eniem sta-
nu membranowego i zginania.

POSTAWOWE RÓWNANIA UKU KO OWEGO O REDNIEJ GRUBO CI

Rozwa any jest uk ko owy o sta ym promieniu R, k cie rozwarcia , rozpi to ci 
s =  i sta ym przekroju porzecznym A (rys. 1), dla którego zostan  podane zale no ci 
opisuj ce przemieszczenia, odkszta cenia oraz napr enia.

Przyj to, e przemieszczenie dowolnego punktu przekroju o wspó rz dnej 
0,5 ; 0,5z h h  (gdzie h – wysoko  przekroju poprzecznego) mo na uzale ni  od 

przemieszczenia punktu le cego na osi oboj tnej w nast puj cy sposób:

1 2, ;    , v z u z v z w  (1)

gdzie:  – wspó rz dna k towa,
u( ) – przemieszczenie obwodowe punktu osi oboj tnej,
w( ) – przemieszczenie radialne punktu osi oboj tnej,

( ) – k t obrotu przekroju poprzecznego wzgl dem osi prostopad ej do p asz-
czyzny uku.

Stan odkszta cenia opisany jest przez trzy sk adowe stanu odkszta cenia: odkszta cenie 
membranowe, krzywizn  i odkszta cenie postaciowe. Zwi zki geometryczne maj  posta :

Rys. 1.  Sk adowe przemieszczenia w uku ko owym
Fig. 1.  Displacement components in a circular arch
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du
K w

d

d
K
d

dw
K u

d
 (2)

gdzie K = 1/R – krzywizna uku.

Zostan  tu wykorzystane zwi zki konstytutywne ze sprz eniem stanu membrano-
wego i zginania. Wzory na si  pod u n , moment zginaj cy i si  poprzeczn  s  nast -
puj ce:

N EA KEJ

M KEJ EJ

Q H  (3)

gdzie: E – modu  Younga, 
G – modu  Kirchhoffa, 
J – moment bezw adno ci przekroju,
v – wspó czynnik Poissona. 

Lokalne równania równowagi uku o redniej grubo ci przybieraj  posta :

0
dN

K Q p
d

0
dQ

K N q
d

0
dM

K Q m
d

 

(4)

gdzie: p( ) – obci enie obwodowe,
q( ) – obci enie radialne,
m( ) – moment zginaj cy.

Energi  potencjaln  uku w zadaniach statyki oblicza si  jako sum  energii spr ystej 
i pracy obci enia zewn trznego: Ep = Es + W; d ; d ,s s

s s
E E s W W s  gdzie g sto  

energii spr ystej jest opisana zale no ci :
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a g sto  pracy obci e  zewn trznych

W pu qw m  (5b)

Uwzgl dnienie masy uku pozwala zapisa  wzór na energi  kinetyczn  uk adu 
dk k

s
E E s, przy czym g sto  energii kinetycznej:

2 2 2
0 2

1
2kE u w  (5c)

gdzie: 
2

0 2d ; d
A A

A z A ,

 – g sto  materia u, 
kropka nad sk adowymi przemieszcze  oznacza pochodn  po czasie t.

SFORMU OWANIE MES

Rozpatrzono p aski dwuw z owy element sko czony uku ko owego (Ar2Ph2) o pro-
mieniu R i k cie rozwarcia 2 . Wprowadzono zmienn  bezwymiarow  0 ,  

1, 1  (rys. 2).

Celem niniejszej pracy jest uzyskanie cis ych funkcji kszta tu opisuj cych prze-

mieszczenia wewn trz elementu sko czonego 
T

, , .e u wu  Otrzymuje si  
je z rozwi zania przemieszczeniowego uk adu lokalnych równa  równowagi (4) w ob-
szarze elementu sko czonego. Rz d uk adu determinuje wybór dwuw z owego elementu 
sko czonego o sze ciu parametrach w z owych. Tymi parametrami s : przemieszczenie 

2 2
2 2 3

2

2
1
2s

du d d duEAK w EJK EJ K w
d d d d

E
dwH Ku K
d

(5a)

Rys. 2.  Element sko czony uku ko owego o redniej grubo ci
Fig. 2. Finite element of a moderately thick arch
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obwodowe, przemieszczenie radialne i k t obrotu wzgl dem osi prostopad ej do p asz-
czyzny uku. Sk adowe wektora przemieszcze  w z owych maj  w zwi zku z tym sk a-
dowe T

1 1 1 2 2 2, , , , , e u w u wq . 
Uk ad równa  przemieszczeniowych otrzymuje si  po podstawieniu w uk adzie lokal-

nych równa  ró niczkowych (4) zwi zków geometrycznych (2) i konstytutywnych (3). 
Mo na go przedstawi  w postaci macierzy:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
0
0

L L L u p
L L L w q
L L L m

 (6)

gdzie Lij (i, j = 1, 2, 3) – operatory ró niczkowe:

2 2
1 2

11 12 1 132 2;   1 ;   K d d dL K L K L
dd d

2

21 12 22 1 23 22;   ;   1K d dL L L K L
dd

2
2

31 13 32 23 33 2;   ;   dL L L L L
d

Operatory te zawieraj  mno niki 1 ,EA
H

 
2

2
EJK
H

, obrazuj ce wp yw w a ci-
wo ci  zycznych materia u, geometrii przekroju poprzecznego i krzywizny uku na jego 
deformacj .

Uk ad równa  (6) rozwi zano za pomoc  funkcji przemieszcze . Wyznacznik macie-
rzy operatorów ró niczkowych przybiera posta :

6 4 22 2 1 2 2 1
2 2 13

2
det jl

K K
L d d K d

sk d wynika, e równanie charakterystyczne jest nast puj ce:

6 4 2
2 4

6 4 22 0
d Z d Z d Z
d d d

 (7a)

przy czym Z( ) jest poszukiwan  funkcj  przemieszcze . 

Rozwi zaniem równania (7a) jest funkcja:

1 2 3 4 5 6sin cos sin cosZ D D D D D D  (7b)
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Sk adowe pola przemieszcze  mo na opisa  wzorami:

* * *
11 12 13;   ;   u L Z w L Z L Z

 
(7c)

przy czym

* 4 2 22
11 2 1 2 12

* 32 1 2
12 1 2

* 4 2 22
13 1 2 12

2L d d

L d d

KL d K d K
 

(7d)

s  operatorami ró niczkowymi utworzonymi jako dope nienie algebraiczne elementów 
macierzy [Lij].

Po wykonaniu ró niczkowania funkcji (7b) zgodnie z (7d) i podstawieniu do (7c) 
otrzymano:

2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 3

2
2 1 2 4

1 2 2 2 5

1 2 2 2 6

1 sin

1 cos

2 cos 1 sin

2 sin 1 cos

u C C C

C

C

C

2
1 2 2 2 1 2 3

2
2 1 2 4

1 2 2 2 5

1 2 2 2 6

1 cos

1 sin

1 3 sin 1 cos

1 3 cos 1 sin

w C C

C

C

C

  

(8)

2 2
1 1 1 2 1 2 5 62 cos sinK C K C K C C

Uwzgl dnienie sk adowych wektora qe jako warunków brzegowych pozwala na obli-
czenie sta ych C1, C2, C3, C4, C5, C6 w zale no ciach (8) i uzyskanie cis ych  zycznych 
funkcji kszta tu. Macierz funkcji kszta tu ma budow  blokow :

11 12 13
1 2

21 22 23

31 32 33

[ , ],

i i i

e i i i i

i i i

N N N

N N N

N N N

N N N N

 

(9)
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Otrzymane funkcje kszta tu maj  skomplikowan  budow  i z tego wzgl du nie wszyst-
kie zostan  zapisane jawnie w niniejszej pracy. Przyk adowo funkcja 1

11N  ma posta :

1
11

1 sin cos sin cosN A B C D E F
M

gdzie:

4 2 3 22
1 2 2 1 2 2 2 1

2 2
1 2 2

1 2 1 2 1

4 1 ,

M c s c s

c

3
1 2 2 2 11 1 2 ,A sc sc s c

1 21 ,B sc sc

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
2 1 2 1 2

1 1 1 1
2

11 1 ,
2

C c c s cs c

s

2 2
2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 22
1 2 1 2

11 1 1
2

1 11 1 ,
2 2

D s c s c

c s sc

2 2 3 2 22
2 1 2 1 2 1 2

1 11 1 1 1 ,
2 2

E s c c s c

2 2 2 3 2 3
1 2 1 2 1 2

1 11 1 ,
2 2

F sc c s

przy czym s = sin( ), c = cos( ).

Warto zauwa y , e pomimo rozbudowanej postaci, przy R  , te funkcje kszta tu mo -
na upro ci  do funkcji kszta tu elementu pr ta Timoshenki o sze ciu stopniach swobody:

1
11

1
12

1
13

1
21

1lim (1 )
2

lim 0

lim 0

lim 0

R

R

R

R

N

N

N

N
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gdzie a = R  jest po ow  d ugo ci pr ta.

Funkcje kszta tu zawarte w podmacierzy N1 zgodnie z zapisem (9) przedstawiono 
na rysunkach 3–5, przy danych liczbowych: R = 4,0 m,  = /6, b = 0,4 m, h = 0,6 m, 
E = 3·1010 Pa, v = 0,17, k = 5/6.

Przeanalizowano zmienno  funkcji w zale no ci od k ta rozwarcia uku 2 . Przyj to 
przedzia  0, 180 , co daje mo liwo  analizy elementów od prostoliniowych do 
ko owych. Jak wida  na rysunkach 6–8, przy  = 0 funkcje znajduj ce si  na diago-
nali macierzy kszta tu s  liniowe. Mo na prze ledzi , dla jakiej warto ci k ta ko czy 
si  zakres stosowalno ci liniowych funkcji kszta tu. Dla wi kszo ci funkcji jest to tylko 
warto   = 0, poniewa  charakteryzuj  si  du  zmienno ci  w zale no ci od tego para-
metru. Aproksymacja liniowa w szerszym zakresie jest poprawna jedynie dla N11. Warto 
równie  zauwa y , e dla ma ych k tów funkcje pokrywaj  si  z funkcjami kszta tu pr ta 
Timoshenki (co zosta o analitycznie dowiedzione wcze niej).

Rys. 3.  Funkcje kszta tu
Fig. 3.  Shape functions

·
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R

R
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N
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1
21N
1
22N
1
23N

·

Rys. 4.  Funkcje kszta tu
Fig. 4.  Shape functions

Rys. 5.  Funkcje kszta tu 
Fig. 5.  Shape functions

·

1
31N
1
32N
1
33N
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Rys. 6.  Wp yw k ta rozwarcia 2 ,   na funkcje kszta tu 1
11N , 1

12N , 1
13N

Fig. 6.  In  uence of subtended angle 2 ,   on shape functions 
 

1
11N , 1

12N , 1
13N

Rys. 7.  Wp yw k ta rozwarcia 2 ,   na funkcje kszta tu 1
21N , 1

22N , 1
23N

Fig. 7.  In  uence of subtended angle 2 ,   on shape functions 
1
21N , 1

22N , 1
23N

Rys. 8.  Wp yw k ta rozwarcia 2 ,   na funkcje kszta tu       ,       ,     

Fig. 8.  In  uence of subtended angle 2 ,  on shape functions       ,       ,1
31N 1

32N 1
33N

1
31N 1

32N 1
33N
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Przeprowadzono analiz  zale no ci funkcji kszta tu od stosunku wysoko ci przekroju 
do promienia uku. Przyjmuje si  [Mazurkiewicz i Nagórski 1987], e teoria d wiga-
rów cienkich obowi zuje dla h/s < 1/50. D wigary, których wymiary spe niaj  warunek 
h/s (1/50, 1/5), nale  do d wigarów o redniej grubo ci. Na rysunkach 9–11 mo na 
zauwa y  dwa przedzia y zmienno ci funkcji: i . Posta  funkcji kszta tu 
w pierwszym przedziale znacznie ró ni si  od postaci z przedzia u drugiego. Otrzymane 
wyniki s  wobec tego zgodne z klasy  kacj  d wigarów cienkich i o redniej grubo ci. 

Na bazie otrzymanych funkcji mo na wyprowadzi  zale no ci na cis  macierz 
sztywno ci Ke i wektor obci e  w z owych Qe oraz u ci lon  macierz mas Me.

Zgodnie z równaniami (2), zale no  mi dzy odkszta ceniami a przemieszczeniami 
wyra a si  wzorem e = Beqe = DNeqe z macierz  operatorów ró niczkowych:

0
0 0

1

Kd K
Kd

K Kd
D  (10)

Rys. 9.  Wp yw stosunku wysoko ci przekroju do promienia uku h/R  na funkcje 
kszta tu        ,       ,    

Fig. 9.  In  uence of thickness to radius ratio h/R   on shape functions       ,       , 

1
11N

1
12N

1
13N

1
11N

1
12N

1
13N

Rys. 10.  Wp yw stosunku wysoko ci przekroju do promienia uku h/R   na funkcje 
kszta tu       ,       ,           

Fig. 10.  In  uence of thickness to radius ratio h/R   on shape functions       ,       ,   

1
21N 1

22N 1
23N

1
21N 1

22N 1
23N
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Zak adaj c, e mamy do czynienia z materia em liniowo-spr ystym, mo na zapisa  
równania konstytutywne (3) w postaci e = E e, z macierz  spr ysto ci:

0
0

0 0

EA KEJ
KEJ EJ

H
E  (11)

Macierz sztywno ci elementu sko czonego Ar2Ph2 obliczono wed ug wzoru:

de eT e

s
sK B EB  (12)

Wektor zast pczych obci e  w z owych wyznaczono z zale no ci:

eT

s
de e sQ N p  (13)

przy czym pe = [p q m]T. 
Obliczono równie  konsekwentn  macierz mas ze wzoru:

de eT e e

s
sM N m N  (14)

gdzie: 0 0 2 0 2diag , , .e A Jm

Jawna posta  sk adowych powy szych macierzy nie zostaje tu podana ze wzgl du na 
ich skomplikowan  budow .

Macierz sztywno ci elementu sko czonego Ar2Ph2 wyprowadzono ci le z równa  
ró niczkowych uku ko owego. Dlatego daje cis e rozwi zania w zadaniach statyki. 
Macierz mas obliczono natomiast zgodnie ze standardow  procedur  MES jako macierz 
konsekwentn . W zwi zku z tym w przypadku rozwi zywania zagadnie  drga  w asnych 
mo na otrzyma  rozwi zania przybli one.

Rys. 11.  Wp yw stosunku wysoko ci przekroju do promienia uku h/R   na funkcje 
kszta tu       ,       ,         

Fig. 11.  In  uence of thickness to radius ratio h/R   on shape functions       ,       ,           

1
31N 1

32N 1
33N

1
31N 1

32N 1
33N
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Mo na pokaza , e element ukowy Ar2Ph2 nadaje si  do modelowania pr tów pro-
stych. W przej ciu granicznym, przy R , wyprowadzone powy ej równania na: ma-
cierz sztywno ci (12), wektor obci e  w z owych (13) i macierz mas (14), przybieraj  
posta  odpowiednich macierzy elementu sko czonego pr ta prostego redniej grubo ci 
o sze ciu stopniach swobody i d ugo ci 2a = 2 R [Sitek 2006]. 

PRZYK ADY OBLICZE  – STATYKA

Element sko czony Ar2Ph2 zastosowano do rozwi zania kilku zada  statyki. Wybra-
no zadania ró ni ce si  warunkami brzegowymi i rodzajem obci enia. Dane liczbowe 
przyj te w zadaniu: R = 4,0 m,  = 2 /3, b = 0,4 m, h = 0,6 m, E = 3 · 1010 Pa, v = 0,17,  
k = 5/6. Obci enie konstrukcji P = 103 N, M = 103 Nm. Ze wzgl du na symetri  lub 
antysymetri  zada  rozwi zywano schematy po ówkowe (przy rozpi to ci uku 0,5 ) 
z odpowiednimi warunkami brzegowymi (rys. 12). 

W tabeli 1 podano znormalizowane warto ci niezerowych przemieszcze  w z owych 
obliczonych jako , , .u u s w w s  Wyniki otrzymane przy u yciu jednego 
elementu sko czonego prezentowanego w tej pracy porównano z wynikami przedsta-
wionymi w pracy Litewki i Rakowskiego [1997] (wykorzystano w niej 4-elementow  
siatk  podzia u), otrzymanymi za pomoc  pakietu obliczeniowego ABAQUS (zastoso-
wano dyskretyzacj  dziesi cioelementow  z dwuw z owych elementów belkowych B21 
[ABAQUS 6.8-3 Documentation]) oraz z przybli onym rozwi zaniem otrzymanym me-
tod  si  przy za o eniach EA   i H  .

Element sko czony Ar2Ph2 daje wyniki cis e (zastosowano 1 element sko czony). 
Ze wzgl du na krzywizn  pr ta elementy belkowe B21, jako elementy o liniowych funk-
cjach kszta tu, dopiero przy g stej siatce dyskretnej daj  wyniki zbli one do analitycz-
nych. Rozwi zania przedstawione w pracy Litewki i Rakowskiego [1997] s  wynikiem 
podzia u modelu na cztery elementy sko czone i w wi kszo ci przypadków daj  wi kszy 
b d ni  element Ar2Ph2.

Rys. 12.  Schematy obliczeniowe wykorzystane w analizie statycznej uków
Fig. 12.  Computational schemes used in static analysis of arches
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PRZYK ADY OBLICZE  – DRGANIA W ASNE

Element sko czony Ar2Ph2 wykorzystano równie  do analizy drga  w asnych kon-
strukcji ukowych. W obliczeniach wykorzystano konsekwentn  macierz mas (wzór 14). 
Jako e nie jest ona cis a, w tego typu zadaniach otrzymuje si  wyniki przybli one. 
Ustalenie siatki podzia u wystarczaj cej do uzyskania wyników z za o on  dok adno ci  
przeprowadzono, opieraj c si  na analizie zbie no ci.

Sprawdzano zbie no  pierwszej i drugiej cz sto ci drga  w asnych w schemacie ob-
liczeniowym uku przegubowo podpartego (rys. 13a). Przyj to dane liczbowe: R = 1 m; 
h = 0,2 m;  = /6; E = 3 · 1010 Pa; v = 0,3; k = 5/6;  = 2000 kg·m–3. W tabeli 2 podano 
uzyskane warto ci przy 2, 4, 8 i 16-elementowej siatce podzia u. Ponadto przyj to roz-
wi zanie przy najg stszej siatce jako porównawcze i obliczono ró nic  wzgl dn  pozo-
sta ych wyników: / / / /

16 16 100%.I II I II I II I II
i ie

Tabela 1.  Wyniki oblicze  w zadaniach statyki, podano liczb  wykorzystanych elementów sko -
czonych n

Table 1.  Results of static computations, number of  nite elements used n is given

Schemat
Scheme

Wielko
Volume

Litewka 
i Rakowski 

[1997] 
(n = 4)

B21
(n = 10)

Metoda si
Force method

Ar2Ph2
(n = 1) 

a
6

2 10w 0,249 0,278 0,242 0,249

b

6
2 10u 0,125 0,125 0,114 0,124

6
2 10 –0,378 –0,374 –0,368 –0,371

c

6
2 10u –0,095 –0,110 –0,092 –0,093

6
2 10 1,082 1,079 1,037 1,084

d

6
1 10 – –0,330 –0,341 –0,330

6
2 10w 0,305 0,280 0,255 0,279

e

6
1 10 – 1,082 1,089 1,074

6
2 10u 0,288 0,284 0,277 0,281

6
2 10 –0,806 –0,797 –0,812 –0,793

f

6
1 10 – –0,718 –0,739 –0,719

6
2 10u –0,202 –0,230 –0,203 –0,198

6
2 10 1,361 1,360 1,338 1,367
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Z tego porównania wynika, e wystarczy przyj  podzia  uku na 4 elementy sko -
czone, by uzyska  ró nic  wzgl dn  mniejsz  ni  1% w przypadku pierwszej cz sto ci 
w asnej i mniejsz  ni  5% dla drugiej cz sto ci. Tak  dyskretyzacj  przyjmowano w ko-
lejnych zadaniach.

Rozwi zano dwa zadania drga  uków o redniej grubo ci: przegubowo podpartego 
i utwierdzonego na obydwu ko cach (rys. 13a i 13b). Wyniki otrzymane przy podziale 
uku na 4 elementy sko czone Ar2Ph2 porównano z rozwi zaniem pokazanym w pracy 

Leung i Zhu [2004] oraz przy podziale na n elementów sko czonych pr towych B21 
o liniowych funkcjach kszta tu z programu ABAQUS (liczb  elementów zastosowanych 
w ka dym przypadku podano w tab. 3). 

Rys. 13.  Schematy obliczeniowe wykorzystane w zadaniach drga  w asnych uków
Fig. 13.  Computational schemes used in free vibrations analysis of arches

Tabela 2.  Dwie pierwsze cz sto ci drga  w asnych uku przegubowo podpartego (rys. 13a)
Table 2.  The lowest two natural frequencies of a hinged-hinged arch (Fig. 13a)

Liczba ES 2 4 8 16
I
i 7549,8 7379,8 7339,4 7329,6
II
i 23848 20023 19403 19245
I
ie 3,00 0,68 0,13 0
II
ie 23,91 4,04 0,82 0

Tabela 3.  Wp yw k ta rozwarcia uku na pierwsz  cz sto  drga  w asnych uku ko owego przegu-
bowo podpartego (rys. 13a), podano liczb  wykorzystanych elementów sko czonych n

Table 3.  In  uence of subtended angle on  rst natural frequency of a hinged-hinged arch (Fig. 13a), 
number of  nite elements used n is given

Ar2Ph2
(n = 4) 

Leung i Zhu 
[2004] 

B21
I n

30° 2340,33 2339,82 2348,2 10

90° 229,73 229,66 230,13 20

120° 115,68 115,64 115,98 20

180° 37,853 37,86 37,939 30

300° 4,1840 4,18 4,1889 40
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Rozpatrzono kilka k tów rozwarcia  uku przy sta ych pozosta ych cechach geome-
trycznych i  zycznych modelu. Przyj to dane liczbowe: R = 12 in = 0,3048 m; h = 0,25 in =
= 0,00635 m; k = 0,8497;  = 0,2736 slugs ft·in–4 = 2,925·105 kg·m–3; v = 0,3; 
E = 3,04 ·107 psi = 2,096 · 1011 Pa.

Wyniki zawarte w tabelach 3 i 4 wiadcz  o przewadze elementu Ar2Ph2 nad ele-
mentem B21 w tego typu zadaniach. Niezale nie od rozpi to ci uku ka dy przypadek 
policzono z u yciem tylko czterech elementów Ar2Ph2. Natomiast w przypadku elemen-
tu B21 wraz ze wzrostem rozpi to ci nale a o zastosowa  coraz g stsz  siatk  podzia u. 
Dopiero zachowanie sta ej d ugo ci elementu sko czonego gwarantowa o otrzymanie 
wyniku zbli onego do poprawnego. Rozwi zanie z wykorzystaniem elementu sko czo-
nego z pracy Leung i Zhu [2004] wydaje si  by  zani one dla mniejszych k tów . 

Rozpatrzono drgania w asne poprzeczne symetryczne pier cienia ko owego zacho-
dz ce w p aszczy nie uku. Obliczono pierwsz  cz stotliwo  drga  w asnych symetrycz-
nych. Ze wzgl du na symetri  zadania do oblicze  przyj to schemat statyczny wiartki 
pier cienia z odpowiednimi warunkami brzegowymi (rys. 13c). 

Pr t podzielono na dwa elementy sko czone Ar2Ph2. Rozwi zanie porównano 
z dwoma rozwi zaniami numerycznymi (obliczeniami zawartymi w pracy Saffari i in. 
[2008] i modelem z o onym z 20 elementów sko czonych B21) oraz z rozwi zaniem 
analitycznym z pozycji Weaver i inni [1990]. Sprawdzono, jak b d  si  zmienia  wyniki 
w zale no ci od proporcji h/R. 

Przyj to dane liczbowe: R = 12 in = 0,3048 m; h = 0,0375 in = 0,0009525 m; v = 0,3; 
E = 19 · 106 lbf·in–2 = 1,31·1011 Pa;  = 0,171·10–3 lb·in–3 = 1827 kg·m–3; k = 0,85. 

W tabeli 5 zapisano cz stotliwo ci drga  w asnych przy ró nych stosunkach h/R. 
Ustalono dzi ki temu, czy rozpatrywany element sko czony dobrze zamodeluje drgania 
nie tylko uków o redniej grubo ci, ale równie  cienkich. Jak mo na zauwa y , ele-
ment Ar2Ph2 w przypadku najcie szego analizowanego pr ta, przy h/R = 1/150, da  wy-
nik zgodny z analitycznym. Podobne rezultaty otrzymano dla przypadku h/R = 1/100 
i h/R = 1/50. Rozbie no ci w wynikach przy wi kszych stosunkach h/R wynikaj  z tego, 
e w pracy Weaver i inni [1990] rozwa ano drgania uków cienkich, nie uwzgl dniaj c 

wp ywu si  poprzecznych na drgania konstrukcji. 

Tabela 4.  Wp yw k ta rozwarcia uku na pierwsz  cz sto  drga  w asnych uku ko owego utwier-
dzonego (rys. 13b), podano liczb  wykorzystanych elementów sko czonych n

Table 4.  In  uence of subtended angle on  rst natural frequency of a hinged-hinged arch (Fig. 
13b), number of  nite elements used n is given

Ar2Ph2
(n = 4)

B21
I n

30° 2657,79 2642,4 10

90° 377,78 377,97 20

120° 197,85 198,23 20

180° 73,195 73,338 30

300° 16,802 16,816 40
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Porównuj c dane z tabeli 5, mo na równie  zauwa y  du  zgodno  wyników 
z przedstawionymi w pracy Saffari i inni [2008]. Ponadto ponownie elementy pr towe 
B21 wymagaj  najg stszej siatki dyskretnej do zamodelowania zadania i uzyskania war-
to ci bliskich uzyskanym elementom Ar2Ph2. Wraz ze wzrostem warto ci h/R cz stotli-
wo ci z trzeciej kolumny coraz bardziej odbiegaj  od pozosta ych przy za o onym po-
dziale na 20 elementów. 

PODSUMOWANIE

Przedmiotem niniejszej pracy jest budowa ukowego elementu sko czonego o  -
zycznych funkcjach kszta tu w sformu owaniu przemieszczeniowym. Punktem wyj cia 
do rozwa a  by y równania pow oki walcowej o sta ej grubo ci. Dokonano przej cia 
do równa  uku ko owego i wprowadzono uogólnienie, dzi ki któremu mo na analizo-
wa  pr ty o dowolnym przekroju poprzecznym. Zastosowano zwi zki konstytutywne, 
uwzgl dniaj ce sprz enie stanu membranowego i zginania. Wyprowadzone funkcje  -
zyczne, mimo e maj  skomplikowan  form  algebraiczno-trygonometryczn , przecho-
dz  w odpowiednie funkcje kszta tu elementu pr ta Timoshenki przy R  . Analiza 
funkcji kszta tu od  wykaza a du  zmienno  charakteru funkcji wraz ze wzrostem 
warto ci k ta. Wykazuje to przewag  wyprowadzonych funkcji kszta tu oraz potwierdza 
niewielki zakres stosowalno ci funkcji liniowych. Na podstawie analizy funkcji  zycz-
nych od stosunku h/R pokazano, e mog  one zosta  wykorzystane do modelowania rów-
nie  d wigarów cienkich.

Uzyskana cis a macierz sztywno ci i wektor obci e  w z owych oraz konsekwent-
na macierz mas pos u y y do rozwi zania kilku zada  statyki i drga  w asnych. Otrzy-
mano dok adne warto ci poszukiwanych przemieszcze  od si  skupionych. Rozwi zano 
zagadnienie w asne uku przy kilku ró nych warunkach brzegowych. Wyniki skonfron-
towano z danymi opublikowanymi przez innych autorów. We wszystkich przypadkach, 
niezale nie od parametrów  i h/R, prezentowany tu element sko czony da  najlepsze 
rezultaty.

Tabela 5.  Wp yw stosunku h/R na pierwsz  cz stotliwo  drga  w asnych poprzecznych symetrycz-
nych pier cienia ko owego, podano liczb  wykorzystanych elementów sko czonych n

Table 5.  In  uence of h/R ratio on  rst symmetric natural frequency of a circular ring, number of 
 nite elements used n is given

h/R Ar2Ph2
(n = 2)

Saffari i in. [2008] 
(n = 2)

B21
(n = 20) Weaver i in. [1990]

1/5 670,73 671,52 667,70 684,979

1/10 340,83 340,92 340,59 342,489

1/20 171,07 171,1 171,17 171,244

1/50 68,49 68,49 68,569 68,489

1/100 34,25 34,24 34,292 34,249

1/150 22,83 22,83 22,862 22,833
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FINITE ELEMENT OF MODERATELY THICK ARCH – STATICS AND FREE 
VIBRATIONS

Abstract. The present paper is dedicated to the  nite element of moderately thick arch  
(Ar2Ph2). So-called “physical” shape functions, stiffness matrix, load vector and mass ma-
trix are derived. The shape functions are based on the displacement differential equations 
of the arch. The  nite element is exact for static analysis. Convergence analysis for free 
vibration is presented with promising results. 
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