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Streszczenie. Wytrzyma o  betonu na ciskanie odgrywa podstawow  rol  w projek-
towaniu, wykonawstwie i u ytkowaniu konstrukcji elbetowych. Artyku  dotyczy sza-
cowania niepewno ci wyników bada  wytrzyma o ci betonu na próbkach sze ciennych. 
Wysoka jako  uzyskiwanych wyników z bada  jest niezmiernie wa na do prawid owej 
oceny badanego materia u. O jako ci wyniku mo na mówi , je li znana jest niepewno  
pomiaru. Jej znajomo  pozwala dokonywa  porównania wyników bada  uzyskiwanych 
dla ró nych klas betonu przez ró ne laboratoria. W pierwszej cz ci pracy uporz dko-
wano i przedstawiono wiadomo ci w zakresu teorii niepewno ci wraz z szacowaniem 
niepewno ci wyników pomiarów. Na podstawie opisanej teorii opracowano wzór (11) do 
okre lania niepewno ci rozszerzonej wytrzyma o ci betonu (fcm). Artyku  zawiera wyniki 
bada  wraz z wst pn  ich ocen . Celem bada  by a wery  kacja hipotezy badawczej do-
tycz cej ulepszenia kryterium oceny parametrów mechanicznych betonu. W nast pnym 
artykule zaproponowane kryteria oceny cech mechanicznych betonu, wynikaj ce z teorii 
niepewno ci, porównane zostan  z kryterium oceny wyniku, które bazuje na statystycz-
nym rachunku b du pomiaru.

S owa kluczowe: wytrzyma o  betonu, niepewno  wyniku, ocena wytrzyma o ci, klasa 
wytrzyma o ci

WST P

Jako  betonu powszechnie stosowanego w budownictwie ocenia si  na podsta-
wie jego wytrzyma o ci na ciskanie. Jest to podstawowa cecha betonu, która po-
zwala go jednoznacznie sklasyfikowa  i oceni  pod wzgl dem wytrzyma o ciowym 
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[ Ajdukiewicz i in. 1998, Czarnecki i in. 2004, Drobiec i in. 2010]. Estymacj  wytrzy-
ma o ci betonu przeprowadza si  zasadniczo na podstawie bada  niszcz cych próbki 
formowane lub próbki in situ wycinane z konstrukcji. Podstaw  wyj cia do dokonania 
oceny ilo ciowej okre lonej partii wyrobu jest okre lenie redniej wytrzyma o ci be-
tonu z bada  (fcm). Wytrzyma o  betonu bywa znacznie zró nicowana, co spowodo-
wane jest m.in.: jako ci  i wie o ci  cementu, zawilgoceniem kruszywa, stopniem 
i sposobem zag szczania lub desegregacj  mieszanki betonowej podczas transportu 
[Nagrodzka-Godycka 1999, Jamro y 2005, Zieli ski 2010]. Istotny wp yw na wytrzy-
ma o  wywieraj  tak e ró nego rodzaju domieszki i dodatki do betonu oraz warunki 
jego piel gnacji. Z uwagi na ten fakt rednia wytrzyma o  betonu nie jest parametrem 
wystarczaj cym do okre lenia bezpiecze stwa konstrukcji. Niezb dne jest podanie tzw. 
wytrzyma o ci gwarantowanej (f G

c,cube), która okre la klas  betonu – obecnie klas  wy-
trzyma o ci [Nagrodzka-Godycka 1999]. Wytrzyma o  gwarantowana szacowana jest 
na podstawie wnioskowania statystycznego dotycz cego badanych próbek i wynikaj -
cej z tego redniej wytrzyma o ci betonu wraz z odchyleniem standardowym nieprze-
kraczaj cym 20% wytrzyma o ci redniej, co oznacza, e wspó czynnik zmienno ci 
musi spe nia  warunek v < 0,2.

Kontrola cech u ytkowych betonu wa na jest dla producentów betonu, jak równie  
dla zak adów prefabrykacji oraz wykonawców inwestycji budowlanych. Kontrolne ba-
dania wytrzyma o ci s  wykonywane na próbkach pobranych losowo z danej partii 
betonu. Cz stotliwo  pobierania próbek nie powinna by  mniejsza ni  1 próbka na 
100 zarobów, 1 próbka na 50 m3 betonu, 1 próbka na zmian  robocz  i nie mniej ni  
3 próbki z danej partii betonu. Przy czym przez parti  betonu nale y rozumie  warto  
mniejsz  z dwóch warunków: ilo ci betonu dostarczonego na ka d  kondygnacj  lub 
grup  p yt/belek lub s upów/ cian jednej kondygnacji b d  ilo ci betonu nie wi kszej 
ni  400 m3 i nie wi kszej ni  ilo  potrzebna na tygodniowe betonowanie [PN-EN 206-
-1:2003]. Przez parti  betonu rozumie si  tak e jego ilo  wyprodukowan  w okresie 
nie d u szym ni  1 miesi c, z takich samych sk adników, w ten sam sposób i w takich 
samych warunkach [Ajdukiewicz i in. 1998, Czarnecki i in. 2004]. Pobieranie próbek 
do kontroli zgodno ci zale y od rodzaju produkcji i od tego, czy beton obj ty jest 
systemem certyfikacji, czy nie. Sposób zag szczania próbek w formach i warunki ich 
przechowywania powinny by  takie same jak w wykonywanym elemencie elbeto-
wym, z uwzgl dnieniem ewentualnej obróbki cieplnej [Ajdukiewicz i in. 1998, PN-EN 
12390-2:2011].

WYZNACZANIE WYTRZYMA O CI BETONU

Wytrzyma o  betonu na ciskanie okre laj  maksymalne napr enia ciskaj ce 
w jednoosiowym stanie napr enia. Dlatego pojedynczy pomiar wytrzyma o ci oblicza 
si , dziel c najwi ksze obci enie w postaci si y przez przekrój poprzeczny próbki 
[Brunarski 1994, Ajdukiewicz i in. 1998, Drobiec i in. 2010, PN-EN 12390-3:2011]. 
Wyniki bada  wytrzyma o ci zaokr gla si  do 0,1 MPa [Ajdukiewicz i in. 1998, Na-
grodzka-Godycka 1999]. Wed ug normy PN-EN 12390-3:2011 oraz Drobiec i innych 
[2010], wytrzyma o  na ciskanie nale y wyrazi  z zaokr gleniem do 0,5 MPa. Do 
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prób ciskania stosuje si  prasy wytrzyma o ciowe z wa nym wiadectwem wzorcowa-
nia. Si a niszcz ca powinna by  okre lona z dok adno ci  do 1% dla celów badawczych 
i 3% w badaniach technicznych [Abramowicz 1991]. Powierzchnie próbek stykaj ce 
si  z p ytami oporowymi pras musz  by  g adkie i bez odchylenia od p aszczyzn do-
cisku. W przeciwnym razie stosuje si  odpowiednie zabiegi, aby ten warunek spe ni  
[PN-EN 12390-3:2011].

W celu wyznaczenia powierzchni docisku mierzone s  wymiary próbek, z regu-
y z dok adno ci  do 0,1 mm. Je eli próbki wykonywane s  w formach spe niaj -

cych warunki normowe tolerancji, to mo na pos ugiwa  si  wymiarami nominalnymi 
próbki [Ajdukiewicz i in. 1998, Nagrodzka-Godycka 1999]. Norma PN-EN 12390-3 
dopuszcza stosowanie pomiaru wymiarów próbek z dok adno ci  do 0,5% wymiaru. 
Dla próbek sze ciennych zaleca si  wykonanie trzech pomiarów wymiarów w ka dym 
kierunku prostopad ym celem okre lenia warto ci rednich, z których wyznacza si  
pole powierzchni docisku. Wed ug PN-EN 12390-1:2011, dla próbek sze ciennych to-
lerancja dla wymiaru deklarowanego mi dzy górn  zag adzon  powierzchni  a doln  
z formy powinna by  mniejsza ni  1,0%, a dla pozosta ych wymiarów uzyskanych 
z formy – mniejsza ni  0,5%. W przypadku form precyzyjnych dla próbek sze cien-
nych tolerancja wymiaru deklarowanego zmontowanej formy wynosi 0,25%. Umownie 
przyj to, e wytrzyma o  betonu na ciskanie powinna by  badana na próbkach sze-
ciennych o boku 150 mm, ustawianych prostopadle do kierunku betonowania i cen-

tralnie wzgl dem p yt pras ciskaj cych.

PODSTAWY TEORETYCZNE NIEPEWNO CI POMIARÓW

Niepewno  pomiaru jest ci le powi zana z wynikami pomiarów. Jest to liczbowo 
wyra ona miara jako ci wyniku, która charakteryzuje rozrzut warto ci wyników wokó  
wielko ci mierzonej. Inaczej mówi c, niepewno  okre la przedzia  wokó  wielko ci 
mierzonej, który zawiera z okre lonym prawdopodobie stwem warto  oczekiwan .

Mo na mówi  o niepewno ci pojedynczego pomiaru lub niepewno ci dla serii 
pomiarów, dotycz cej zwykle warto ci redniej. Obliczanie i wyra anie niepewno ci 
pomiaru jest konieczne w celu porównywalno ci wyników pomiarów ze sob  oraz 
z warto ciami odniesienia podawanymi w normach. Ponadto ujawnienie informacji ilo-
ciowej o dok adno ci pomiarów pozwala oszacowa  wiarygodno  wyników bada . 

Niepewno  pomiarów jest niezb dna tak e przy wykorzystywaniu wyników w obli-
czeniach in ynierskich.

Istnieje kilka rodzajów niepewno ci pomiarów. Ze wzgl du na pochodzenie para-
metrów zastosowanych do szacowania niepewno ci wyró nia si  niepewno  typu A, 
pochodz c  od odchylenia standardowego, oraz niepewno  typu B, która opiera si  na 
innym rozk adzie prawdopodobie stwa ni  rozk ad normalny, zazwyczaj prostok tnym 
lub trójk tnym [Jaworski i in. 1999, Szyd owski 2001]. Proponowan  klasyfikacj  nie-
pewno ci ilustruje rysunek 1.

Niepewno  pomiaru obejmuje dwa sk adniki: niepewno  przypadkow  oraz niepew-
no  systematyczn  (wzorcowania i eksperymentatora). Wszystkie rodzaje niepewno ci 
sk adaj  si  na niepewno  ca kowit . Niepewno  systematyczna dotyczy  poprawki 
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i wynika z wzorcowania przyrz du, ewentualnie z udzia u obserwatora. Natomiast nie-
pewno  przypadkowa wynika ze wskaza  przyrz du i objawia si  wyst powaniem sta-
tystycznego rozrzutu wyników [Szyd owski 2001].

METODYKA SZACOWANIA NIEPEWNO I W POMIARACH

Sposób szacowania niepewno ci pomiarów jest do  z o ony i wymaga dobrego zro-
zumienia tego zagadnienia. W wielu sytuacjach pomocne mo e okaza  si  tak e do wiad-
czenie osób, które zajmuj  si  tego rodzaju rachunkami. Przyk adowy tok post powania 
przedstawiono na rysunku 2.

Za wynik ko cowy pomiarów w badaniach przyjmuje si  zazwyczaj warto  red-
niej arytmetycznej. W pomiarach bezpo rednich przyjmuje si  niepewno  standardow  
(przypadkow ) typu A, która jest zgodna z odchyleniem standardowym redniej wed ug 
wzoru:

2

1

1

n

i
i
x x

u x
n n

 (1)

gdzie: u(x) – niepewno  standardowa,
 xi – wynik i-tego pomiaru,
 x– – warto  rednia,
 n – liczba pomiarów.
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wzorca
standard 

wzorcowania
calibration 

obserwatora
observer 
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Niepewno  rozszerzona 
Expanded uncertainty 

poprawki i ich 
niepewno ci 
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uncertainties

Niepewno  ca kowita
Total uncertainty 

Rys. 1. Klasy  kacja niepewno ci pomiarowych wynikaj ca z literatury
Fig. 1. Classi  cation of uncertainty in measurements on the basis of literature
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Pomiar po redni polega na wyznaczaniu warto ci wielko ci mierzonej (y) przez obli-
czenie jej jako warto ci funkcji, zwanej funkcj  pomiaru zawieraj cej wielko ci wej cio-
we (zmierzone).

W pomiarach po rednich wyró nia si  niepewno  standardow  z o on  uc( y). Nie-
pewno  z o ona jest po czeniem niepewno ci typu A oraz typu B. Istniej  pomiary 
po rednie nieskorelowane i skorelowane. Okre lenie niepewno ci standardowej z o onej 
pomiarów nieskorelowanych jest prostsze. Mo na j  oszacowa  z zale no ci:

2

1

n

c i i
i

u y c u x  (2)

gdzie: uc(y) – niepewno  standardowa z o ona,
 ci – wspó czynnik wra liwo ci i-tego pomiaru,
 u(xi) – niepewno  standardowa i-tego sk adnika

Wspó czynniki wra liwo ci mog  by  okre lane eksperymentalnie: mierzy si  wów-
czas zmian  (Y) wywo an  przez pojedyncz  zmian  okre lonej wielko ci wej ciowej 

Rys. 2. Schemat blokowy okre lania niepewno ci w pomiarach
Fig. 2. Block diagram of uncertainty calculation in measurements
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(Xi), podczas gdy pozosta e wielko ci wej ciowe pozostaj  sta e. Z definicji wspó czyn-
niki ci s  pochodnymi cz stkowymi funkcji wzgl dem rozpatrywanych wielko ci wej-
ciowych. Parametry te opisuje zale no :

1 1 ...i n n
i i

f fc X x X x
x X

 (3)

gdzie: xi – estymata wielko ci wej ciowej,
 Xi – warto  wielko ci wej ciowej.

Bardzo cz sto jednak mamy do czynienia z pomiarami po rednimi skorelowanymi. 
Wówczas mo na wykona  obliczenia niepewno ci z o onej uproszczone lub cis e. W obli-
czeniach uproszczonych niepewno  standardowa, dotycz ca warto ci redniej, odpowiada 
z o onej niepewno ci standardowej pomiarów skorelowanych. Wynik jest przybli ony, ale 
akceptowany w obliczeniach in ynierskich. W obliczeniach cis ych posta  niepewno ci 
z o onej jest bardziej rozbudowana i uwzgl dnia wspó czynnik korelacji dwu zmiennych
r(xi, xj), w który uwik ana jest kowariancja u(xi, xj):
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Niepewno  typu B, pochodz ca od wzorcowania i obserwatora, opiera si  zazwyczaj 
na rozk adzie równomiernym. G ównym przyczynkiem niepewno ci pomiarów, w któ-
rych nie wyst puje rozrzut, jest niepewno  wzorcowania [Szyd owski 2001]. Niepew-
no  t  mo na okre li  za pomoc  wzoru:

2

33
dd xxu x  (7)

gdzie: dx – dzia ka elementarna przyrz dów pomiarowych.

Natomiast niepewno  eksperymentatora jest ilo ciow  ocen  niepewno ci wy-
niku spowodowan  przyczynami znanymi obserwatorowi, ale od niego niezale nymi. 
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 Eksperymentator sam dokonuje okre lenia ex na podstawie swojego do wiadczenia 
i wiedzy. Niepewno  tego rodzaju przedstawia si  równaniem:

2

33
ee xxu x  (8)

Niepewno  ca kowita w pomiarach po rednich okre lana jest z nast puj cego wzoru:

2 2 21 1
3 3tot c d eu x u y x x  (9)

gdzie: utot(x) – niepewno  standardowa ca kowita,
 uc(y) – niepewno  standardowa z o ona (przypadkowa),
 dx – niepewno  systematyczna (wzorcowania),
 ex – niepewno  systematyczna (eksperymentatora).

W pomiarach bezpo rednich niepewno  ca kowit  oblicza si  w analogiczny sposób 
jak dla pomiarów po rednich, lecz zamiast cz onu niepewno ci z o onej uc(y) podstawia 
si  niepewno  standardow  u(x). W praktyce rozk ad wielko ci mierzonej najcz ciej 
charakteryzuje si  rozk adem normalnym przy du ej próbie lub rozk adem t-Studenta 
w przypadku próby ma ej. St d niepewno  rozszerzona oznacza wielko  definiuj c  
przedzia  ufno ci obejmuj cy du  cz  rozk adu warto ci mierzonej. Niepewno  roz-
szerzon  opisuje zale no :

totU x k u x  (10)

gdzie: k –  kwantyl rozk adu normalnego lub t-Studenta, zwany wspó czynnikiem roz-
szerzenia; dla poziomu ufno ci oko o 95% i du ej próby (np. gdy n > 20–30) 
k = 2, przy ma ej próbie (np. gdy n = 6) k = 2,57.

OPRACOWANE SPOSOBY SZACOWANIA NIEPEWNO CI 
WYTRZYMA O CI BETONU NA CISKANIE

Przy okre laniu niepewno ci parametrów wytrzyma o ciowych betonu nale y mie  
wiadomo , e niepewno  w tym przypadku sk ada si  z niepewno ci pomiaru si y 

i niepewno ci pomiaru powierzchni przekroju próbki (docisku). O ile pomiaru si y doko-
nuje si  w sposób bezpo redni, to pomiar powierzchni próbki sze ciennej na podstawie 
jej wymiarów jest pomiarem po rednim. Niepewno  rozszerzon  pomiaru si y mo na 
atwo uzyska  z aktualnego wiadectwa wzorcowania maszyny wytrzyma o ciowej u y-

tej w badaniach. Nale y przy tym zwróci  uwag , aby wybra  niepewno  w a ciw  dla 
wyst puj cego zakresu si  w badaniach. Bardziej problematyczne staje si  oszacowanie 
niepewno ci z o onej pola powierzchni badanych próbek, gdy  nale y wzi  pod uwag  
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kilka mo liwo ci i czynników. Skoro niepewno  wytrzyma o ci betonu (fcm) sk ada si  
z niepewno ci pomiaru si y i niepewno ci pomiaru powierzchni docisku, to proponuje si  
zastosowa  zasad  superpozycji. Szczegó owa metodyka oblicze  tym sposobem b dzie 
przedstawiona w kolejnym artykule.

Alternatywnym sposobem do poprzedniego oszacowania niepewno ci rozszerzonej 
wytrzyma o ci betonu na ciskanie próbek sze ciennych jest proponowany wzór:

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

cm cm NP
U N U P U N U PU f f r
N P N P

 (11)

gdzie: cmU f  – niepewno  rozszerzona wytrzyma o ci redniej betonu,
 cmf  – rednia warto  wytrzyma o ci betonu z próby,
 ( )U N  – niepewno  rozszerzona warto ci redniej si y z próby,
 ( )U P  – niepewno  rozszerzona warto ci redniej pola docisku z próby,
 N  – warto  rednia si y niszcz cej,
 P – warto  rednia pola docisku,
 rNP – wspó czynnik korelacji zmiennych N i P.

WYNIKI BADA  I WST PNA ICH OCENA

Badania wytrzyma o ci betonu na ciskanie wykonano w jednej z wytwórni prefa-
brykacji przy produkcji ci g ej betonu. Badaniom poddano beton zwyk y o projektowa-
nej klasie wytrzyma o ci C40/50. Badania cech mechanicznych betonu przeprowadzono 
w 28. dniu od zabetonowania dla 30 próbek. Wymiary powierzchni docisku mierzone 
by y suwmiark  elektroniczn  o rozdzielczo ci 0,1 mm. W badaniach zastosowano pras  
hydrauliczn  o zakresie si y do 2000 kN i rozdzielczo ci 0,1 kN. Niepewno  rozsze-
rzona si y niszcz cej z aktualnego wiadectwa wzorcowania prasy przy wspó czynniku 
rozszerzenia k = 2 wynosi a U(N) = 0,25%. Otrzymano nast puj ce wyniki:
– rednia wytrzyma o  fcm = 59,935 MPa
– najmniejsza warto  fci,min = 53,717 MPa
– odchylenie standardowe sn = 2,969 MPa

Po rednie obliczenia do wyznaczenia niepewno ci wytrzyma o ci betonu (fcm) ze 
wzoru (11) przedstawiaj  si  nast puj co:
– wynik pomiaru si y niszcz cej N  = 1,3485 ±0,0034 MN
– wynik pomiaru powierzchni docisku P = 0,022509 ±0,000256 m2

Ostateczny wynik wytrzyma o ci betonu na ciskanie wynosi: fcm = 59,935 ±0,698 MPa.
Zgodno  betonu zosta a potwierdzona wed ug kryterium zawartym w normie

PN- 88/B-06250, z którego otrzymujemy:

59,935 MPa 50,0 1,64 2,969 54,869 MPacm ck n nf f k s
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Uzyskana wytrzyma o  charakterystyczna na ciskanie betonu pozwala wst pnie za-
klasyfikowa  badany materia  do za o onej klasy wytrzyma o ci C40/50. Szczegó owa 
analiza wyników i ich szacowanie niepewno ci zostan  przedstawione w kolejnym arty-
kule.

PODSUMOWANIE

W praktyce zachodzi konieczno  sprawdzania za o onych cech u ytkowych projek-
towanego betonu w ró nych celach, konieczno  kontroli jako ci betonu towarowego 
w w z ach betonowych, konieczno  weryfikacji wytrzyma o ci betonu przy betonowa-
niu na budowie, a tak e konieczno  sprawdzania wytrzyma o ci potrzebnej do rozformo-
wania elementów prefabrykowanych po obróbce cieplnej i dalszej ich kontroli jako ci.

Problem przeliczania wytrzyma o ci uzyskiwanych na ró nym kszta cie i wielko ci 
próbek zosta  ju  opanowany. Niepewno  wytrzyma o ci betonu (fcm) nie jest zagadnie-
niem trudnym, lecz z o onym, gdy  na jej wielko  wp ywa kilka czynników, zw aszcza 
dok adno  stosowanych urz dze  pomiarowych, tzn. klasa maszyny wytrzyma o ciowej 
i rozdzielczo  suwmiarek elektronicznych. Wytrzyma o  betonu (fcm) bywa zró nicowa-
na, st d istnieje potrzeba szacowania jej niepewno ci. Teoria niepewno ci pozwala osza-
cowa  warto  redni  wytrzyma o ci betonu z wi ksz  dok adno ci, ni  jest to zalecane 
w normach przedmiotowych. Powszechne podawanie wyników wytrzyma o ci betonu 
bez ujawniania ich niepewno ci w literaturze fachowej wskazuje na potrzeb  wdro enia 
niepewno ci wyników do praktyki. Post powanie takie mo e podwy szy  obecne stan-
dardy i pozwoli na porównywalno  wyników uzyskiwanych w ró nych laboratoriach.
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UNCERTAINTY OF STRENGTH FOR CUBICAL SAMPLES CONCRETE

Abstract. Strength of concrete play fundamental role in design engineering, construction, 
and development of reinforced concrete buildings. High quality of test results in inves-
tigations to estimate research material accurate is very important. The paper contains an 
analysis of calculation procedure for uncertainty of results and medium strength for cubical 
samples concrete. Expression of uncertainty in measurements gives possibility to compare 
test results obtained from different laboratory. The paper is addressed to engineers who 
carry on concrete compression tests and interpreted the results.

Key words: strength of concrete, result of uncertainty, estimation of strength, class of 
strength
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