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ROZWIAZYWANIE CIENKICH PLYT ZEBROWANYCH
METODA ELEMENTOW KONSTRUKCYJNYCH

Mykhaylo Delyavskyy, Aleksandra Niespodziana,
Dariusz Buchaniec
Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy

Streszczenie. W pracy podjeto probe wymodelowania elementu ptytowo-zebrowego.
Wspdtdziatanie ptyty i zebra zapewnia sig, spelniajac rownania réwnowagi statycznej sit
normalnych i stycznych wystepujacych na dolnej powierzchni ptyty i gérnej powierzchni
zebra. Nastepnie uogo6lnia sig opis elementu ptytowego, uwzgledniajac nieznane przemiesz-
czenia poziome. Otrzymane réwnanie ugigcia elementu ptytowego zawiera nieznane sity
oddziatywania dolnej powierzchni ptyty. Rozwiazaniem réwnania jest suma catki ogolnej
rownania jednorodnego i catki szczegolnej réwnania niejednorodnego. Catkg 0g6lna przy-
jeto w postaci symetrycznej. Rozwiazanie szczegélne wyznacza sie, dokonujac rozktadow
w szeregi funkcyjne obciazen ptyty i sit wspotdziatania. W kolejnym etapie modelowania
powtarza si¢ ten proces dla zebra. Potaczenie tych dwu opiséw — plyty i zebra, definiuje
model elementu ptytowo-zebrowego.

Slowa kluczowe: ptyty zebrowane, belka Eulera, metoda elementéw konstrukcyjnych, pty-
ty niejednorodne

WSTEP

Aktualnosé wybranego tematu

W wielu projektach i realizacjach inzynierskich stosuje si¢ ptaskie dzwigary po-
wierzchniowe, ktore ulegaja wygieciu. W celu zwigkszenia sztywnosci na zginanie ptyty
cienkie wzmacnia si¢ pretami (hazywajac je ptytami zelbetowymi) lub taczy, najcze-
sciej jednostronnie, z innymi elementami. Takie uktady nazywa si¢ ptytowo-zebrowy-
mi, gdy ich zasadniczymi elementami sa ptyta i zebro (czyli tzw. belki drugorzedne),
lub ptytowo-kratowymi badz dzwigarami zespolonymi (ptyta zelbetowa i dzwigar sta-
lowy). Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono kilka schematow ptyt zebrowanych stosowa-

nych w budownictwie.
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Rys. 1. Plyta zebrowana jednokierunkowo [Brzoska 1965]
Fig. 1. Unidirectional ribbed plate

Rys. 2. Przyktadowe ksztatty ptyt zebrowanych wielokierunkowo zbrojonych [Starosolski 2005]
Fig. 2. Example shapes of multidirectional reinforced ribbed plates

Zagadnienie wspolpracy plyty z belka jest istotne, poniewaz przy obciazeniu kon-
strukcji jednoczesnie wystepuja dwa zwiazane stany — gigtny i tarczowy, wywotane nie-
symetria struktury konstrukcji. Rozwiazanie tego problemu w sposdb analityczny jest
uciazliwe, poniewaz wiaze si¢ z trudnosciami matematycznymi.

Celem pracy jest przedstawienie nowej, analityczno-numerycznej metody rozwiazy-
wania cienkich ptyt zebrowanych obciazonych dowolnie przy réznych warunkach brze-

gowych.
Istota metody elementéw konstrukcyjnych

Obecnie powszechnie stosuje sic metode elementéw skonczonych do dyskretyzacji
przestrzennej konstrukcji inzynierskich. Metoda ta zyskata wielu sympatykdw i jest najle-
piej oprogramowana. Mozna jednak dostrzec pewne jej wady, jak na przyktad doktadnos¢
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obliczen. W pracy sprobowano zbudowaé¢ nowa analityczno-numeryczng metodg rozwia-

zywania zagadnien inzynierskich, ktéra w istocie bytaby zblizona do metody elementéw

skonczonych, lecz odrozniata si¢ od niej wigksza doktadnoscia obliczen. Metode te na-

zwano metoda elementow konstrukcyjnych (MEK), poniewaz z elementéw konstruk-

cyjnych buduje sie¢ model uktadu, spetniajacy warunki brzegowe na odpowiednich kra-

wedziach elementow. Metoda rozwiazania uktadéw ptytowo-pretowych, zwana metoda

elementow konstrukcyjnych, sktada sie z nastepujacych etapow:

— podziatu konstrukcji na elementy konstrukcyjne,

— budowy modelu matematycznego na poziomie elementu,

— modelowania konstrukcji za pomoca elementow konstrukcyjnych poprzez zapis
wszystkich warunkdw brzegowych na krawedziach elementu,

— budowy i uwarunkowania globalnej macierzy uktadu,

— wyhboru algorytmu rozwiazania uktadu réwnan granicznych.

W celu budowy matematycznego modelu ptytowego elementu konstrukcyjnego nale-
zato opracowac¢ metode rozwiazania cienkich ptyt izotropowych obciazonych dowolnie
przy réznych warunkach brzegowych. Metoda bazuje na rozwiazaniach pasma ptyto-
wego w ramach teorii sprezystosci ciata ortotropowego [Delyavskyy 1995, Delyavskyy
i in. 1999] i polega na: 1) wyrazeniu ugiecia ptyty w postaci sumy iloczynéw nieznanych
funkcji od jednej zmiennej mnozonej przez funkcje trygonometryczne oraz od drugiej
zmiennej mnozonej przez harmoniki, 2) okresleniu funkcji ksztattu i funkcji obciaze-
nia ugiecia, przemieszczen poziomych, momentow i sit tnacych w plycie, 3) budowie
macierzy ksztattu wszystkich statycznych i kinematycznych charakterystyk ptyty oraz
4) budowie i ortogonalizacji globalnej macierzy uktadu.

MODEL MATEMATYCZNY IZOTROPOWEJPLYTY ZEBROWANEJ
Budowa elementu konstrukcyjnego

Nalezy rozwazy¢ uktad ztozony z cienkiej ptyty izotropowej wzmocnionej od spodu
zebrami (rys. 3), nastepnie podzieli¢ go na elementy zawierajace czes¢ plyty i jedno
zebro, nazwane elementami konstrukcyjnymi ptytowo-zebrowymi. Mozna tu wyrézni¢
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Rys. 3. Schemat ptyty zebrowanej
Fig. 3.  Diagram of ribbed plate
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nastepujace rodzaje elementdw konstrukcyjnych (rys. 4): 1 — element lewostronnie
zebrowany, 2 — srodkowo zebrowany, 3 — prawostronnie zebrowany.

Przystepujac do opisu analitycznego modelu, dzieli si¢ go myslowo na ptyte i zebro.
W miejscu styku powierzchni ptyty i zebra wyodrebnia sig sity normalne i styczne. Po-
wyzsze wielkosci statyczne reprezentuja sity wspotdziatania ptyty z zebrem (rys. 5).

1 3

= T

Rys. 4. Rodzaje elementéw konstrukcyjnych
Fig. 4.  Different kinds of construction elements
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Rys. 5. Schemat obciazenia sitami wspotdziatania
Fig. 5. Diagram of load of interaction forces
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Sity przytozone do powierzchni dolnej plyty oznacza sig przez S5 (x,, x,), i =1+3,
natomiast sity przytozone do powierzchni gérnej zebra — przez 0 (z,), i=1+3. Za Bu-
chaniec [2006] zaktada sie, ze sity te zmieniaja si¢ tylko wzdtuz zeber, a w kierunku
poprzecznym sa state. Przyjmuje si¢ rdwniez, ze na ptycie wystepuja tylko sity wspot-
dziatania w miejscu styku z zebrem, a w pozostatej czesci sa rowne zeru.
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Roéwnanie cienkiej plyty izotropowej z uwzglednieniem sit stycznych

Pole przemieszczen w ptycie zginanej niesymetrycznie opisuja zaleznosci [Dely-
avskyy i Buchaniec 2005]:

Uy (X, X, Xg) = =X W(X}, X)), —U, (X, X,)
U, = =XW(X,, X,) , = U,(x,, X, 1)
€ (-h/2, h/2)
gdzie: w (x,, X,) — ugigcie piyty,
U, (x,, x,), U,(x,, X,) — nieznane funkcje przesunigcia poziomego,

h, — grubos¢ ptyty.
Rownanie plyty zginanej przyjmuje posta¢ réwnania rézniczkowego niejednorodnego:

-8 h .
V2V2w=q D33 +$S1(3’,)1 )
3
gdzie: p= _Er sztywnos¢ plyty na zginanie,
12(1-v%)

g — obciazenie zewnetrzne przytozone do gérnej powierzchni ptyty,
E — modut Younge’a,
v — wspbtczynnik Poissona.

Rozwiazaniem réwnania (2) jest catka ogdlna réwnania jednorodnego (znana w lite-
raturze) oraz catka szczegélna réwnania niejednorodnego. Catki szczeg6lnej réwnania
(2) poszukuje si¢ w postaci:

w 4 -
Wk = ZZ[A,Efz)ch(ﬂkM ) 5{’()‘) (xz)J+ZBA(,” cos S x, @ (x,) +
k=1 v=1 k=1
+y [an cos 81x, cos cﬁz]sz ®3)
m=1 n=1

gdzie: @} (x,) oraz ®{(x,) sanieznanymi funkcjami.

Catke 0g6lna réwnania jednorodnego wybiera sie w postaci symetryczne;j:

o 4
:ZZ{ o€ ( o )cos§ x2+Rk(v)ch(/1k[f£)x2)cos&,{,l]xl} (4)
k=1 v=1
gdzie: R,m) — nieznane parametry, okreslane z warunkéw brzegowych na krawedziach
piyty,
2m—1 2n—-1 mr. nr
ol :mﬁ; o = @n=) c = ; Y= — parametry rozkladu.
2a, 2a, a, a,
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Roéwnanie zebra zginanego z uwzglednieniem sit stycznych

W rozwazaniach przyjegto model belki Eulera z uwzglednieniem sit scinania przytozo-
nych do jej powierzchni. Réwnanie wygigtej osi takiej belki ma posta¢ [Buchaniec 2009]:

0! ()
T3 5hy

Vi :F+8D 713, (5)

W ostatecznej postaci catka szczeg6lna réwnania (5) przyjmuje postac:

= & 5h
W = P b Al 4)* il
kzZ'[ oy [ ko) T ] ﬂkmAk(‘)} h(’ikmzl)}"'
k(\)

5h (6)

B +—2-B""8Y |cos 81"z
8D(V)

.
D—E

Opis elementu plytowo-zebrowego

Réwnanie ugiecia ptyty zebrowanej uzyskano, sumujac catkg 0g6Ina réwnania jedno-
rodnego i catke szczegdlna réwnania niejednorodnego. Dotaczajac catke og6lna rowna-
nia, uzyskuje sie wyrazenie na ugiecie ptyty zebrowanej wyrazone tylko przez nieznane

wspotczynniki R :

_N 0 [t d (2] m
w= ZZR,((V) K, @) (x,)+cos 0] xz]ch(/t,m )

k=1 v=1
4 4
21 [ 700 @ {1]
+ZZ R [Lk(v)q)k(v) (x,)+ chﬂk(v)x2 J Cos O, X, + @
k=1 v=1
+Z{N§1")<D(,;)(x2) + ZQ cos &1%) O}cosé
m=1 n=

Pozostate sktadowe pola przemieszczen (przemieszczenia poziome) wynosza:

D U (X5 %55 %)

M

© 4 4
1] [2]
ZRk(v)Uk(v)(Xl’ X2’ X )+ZZ k(v)Uk(v (X]’ XZ’ X )+
k=

1 T

v=1 1 v=1 m=1 n=1
0 4 4 * X (8)
= ZRk(v) k(v)(xw Xy, X )+ZZRk(v) k(v)(Xl’ Xy, X )+szmn(xl’ X5 Xs)
k=1 v=1 k=1 v=1 m=1 n=1
Whprowadzone funkcje: U/} (x,, x,,x;); Vi (x5 x5050)5 U (X0 X5 X0)3 Vi (X X, X

nazwano odpowiednio funkcjami ksztattu oraz funkcjami obciazenia przemieszczen p02|o-
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mych u,, u, ptytowego elementu zebrowanego. Znajomos¢ pola przemieszczen umozli-
wia okreslenie wielkosci statycznych w ptycie.

Opisany model matematyczny cienkiej ptyty zebrowanej jest rozwigzaniem $cistym
w ramach teorii ptyt cienkich.

PRZYKELAD OBLICZENIOWY
Plyta korytkowa swobodnie podparta w naroznikach

Rozpatrzono ptyte korytkowa. Ptyta jest swobodnie podparta w naroznikach (rys. 6).
Wymiary piyty: L, = 4m, L,= 4m, h, = 0,1m. Wymiary zebra I, = 4m, h,=0,3m,
b = 0,1 m. Zaktada sie, ze ptyta i zebra wykonane sa z materiatu 0 module Younge’a
E = 205 GPa i wspotczynniku Poissona v = 0,3. Przyjmuje sie, ze ptyta obciazona jest na
gornej powierzchni obciazeniem rownomiernie roztozonym o wartosci g = 10 kN-m~2,

| L1 |

Rys. 6.  Plyta korytkowa obciagzona réwnomiernie i podparta w naroznikach
Fig. 6.  Tray plate loaded uniformly and supported in the corners

Ptyte korytkowa mozna zbudowaé, taczac lewostronnie i prawostronnie zebrowane
elementy konstrukcyjne. Na skutek tego, ze konstrukcja jest symetryczna, wymagane
jest, zeby: @ (-x,) = @ p(xz). Nalezy spetni¢ nastepujace warunki brzegowe:

— nawszystkich krawedziach momenty i uogélnione sity tnace sa réwne zeru, oprécz
naroznikow, gdzie wystepuja zerowe przemieszczenia pionowe i momenty zgina-
jace,

— na wspdlnej krawedzi dwoch elementéw musza by¢ spetnione warunki ciagtosci
ugie¢, katow obrotdw, momentow i sit tnacych.

Powyzsze warunki pozwalaja uzyskac¢ ugiecie ptyty dla catej powierzchni. Interpre-
tacja graficzna moga byc¢ wykresy przemieszczen pionowych sporzadzone w przekrojach
krawgdziowym oraz srodkowym (rys. 7-9). Wartosci ugie¢ podano w tabelach 1-3.

Architectura 10 (2) 2011
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Wartos¢ ugiecia w srodku krawedzi poprzecznej (krawedz zebrowana) jest rézna od
zera i wynosi 0,0108 cm, co odpowiada modelowi pracy konstrukcji jako ptyty potaczo-
nej z belka swobodnie podparta w naroznikach. Dodatkowo wyliczono strzatke ugigcia

. . 5 ql*
dla belki wolnopodpartej ze wzoru f = Q(JZE_J =0,007 cm. Powyzszy rezultat suge-
ruje, ze ugiccie ptyty z zebrem jest mniejsze niz samej belki wolnopodpartej. Maksy-
malne ugigcie w podiuznym przekroju srodkowym ptyty wynosi 0,174 cm, a w podtuz-
nym przekroju krawedziowym — 0,188 cm. Ten sam przyktad analizowano numerycznie
w programie Robot Millenium. Ekstremalne ugiecie ptyty wyniosto 0,202 cm. Btad

wzgledny wynosi zatem 7,5%.

PODSUMOWANIE

Opracowano analityczno-numeryczna metode rozwiazywania ptyt zebrowanych
w ramach teorii ptyt cienkich. Zbudowano model matematyczny ptyty cienkiej izotropo-
wej wzmocnionej jednostronnie belkami Eulera. Opracowana metodg ilustruje przyktad
obliczeniowy ptyty korytkowej obciazonej rownomiernie na powierzchni i swobodnie
podpartej w naroznikach. Maksymalne wartosci ugigc obliczone opracowana metoda roz-
nia sie 0 7,5% od obliczonych metoda elementéw skonczonych.
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SOLVING THIN FINNED PLATES USING STRUCTURAL ELEMENTS
METHOD

Abstract. This paper attempts to model a plate-fin element. The cooperation of the rib and
the plate is provided by satisfying the equation of static equilibrium subjected to axial and
tangent forces. The forces occur in bottom and top surfaces of the rib. Moreover, descrip-
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tion of the plate element is generalized considering unknown horizontal displacements. The
obtained equation of deflection of the fin element contains unknown forces of reactions of
the bottom surface of the plate. A sum of general integral of homogeneous equation and
particular integral of non-homogeneous equation is a solution of the equation. It can be
assumed that the general integral is in symmetric form. Particular integral is solved by
decompositions in functional series of loads of the plate and interaction forces. Next stage
of modeling considers the above process for the rib. Putting these two descriptions together
— the plate and the rib, allows to define the plate-rib element method.

Key words: ribbed plates, Euler beam, construction elements method, non-homogenous
plates
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