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ROZWI ZYWANIE CIENKICH P YT EBROWANYCH  
METOD  ELEMENTÓW KONSTRUKCYJNYCH

Mykhaylo Delyavskyy, Aleksandra Niespodziana, 
Dariusz Buchaniec
Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy

Streszczenie. W pracy podj to prób  wymodelowania elementu p ytowo- ebrowego. 
Wspó dzia anie p yty i ebra zapewnia si , spe niaj c równania równowagi statycznej si  
normalnych i stycznych wyst puj cych na dolnej powierzchni p yty i górnej powierzchni 
ebra. Nast pnie uogólnia si  opis elementu p ytowego, uwzgl dniaj c nieznane przemiesz-

czenia poziome. Otrzymane równanie ugi cia elementu p ytowego zawiera nieznane si y 
oddzia ywania dolnej powierzchni p yty. Rozwi zaniem równania jest suma ca ki ogólnej 
równania jednorodnego i ca ki szczególnej równania niejednorodnego. Ca k  ogóln  przy-
j to w postaci symetrycznej. Rozwi zanie szczególne wyznacza si , dokonuj c rozk adów 
w szeregi funkcyjne obci e  p yty i si  wspó dzia ania. W kolejnym etapie modelowania 
powtarza si  ten proces dla ebra. Po czenie tych dwu opisów – p yty i ebra, de  niuje 
model elementu p ytowo- ebrowego. 

S owa kluczowe: p yty ebrowane, belka Eulera, metoda elementów konstrukcyjnych, p y-
ty niejednorodne

WST P 

Aktualno  wybranego tematu

W wielu projektach i realizacjach in ynierskich stosuje si  p askie d wigary po-
wierzchniowe, które ulegaj  wygi ciu. W celu zwi kszenia sztywno ci na zginanie p yty 
cienkie wzmacnia si  pr tami (nazywaj c je p ytami elbetowymi) lub czy, najcz -
ciej jednostronnie, z innymi elementami. Takie uk ady nazywa si  p ytowo- ebrowy-

mi,  gdy ich zasadniczymi elementami s  p yta i ebro (czyli tzw. belki drugorz dne), 
lub p ytowo-kratowymi b d  d wigarami zespolonymi (p yta elbetowa i d wigar sta-
lowy). Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono kilka schematów p yt ebrowanych stosowa-
nych w budownictwie.1
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Rys. 1. P yta ebrowana jednokierunkowo [Brzoska 1965]
Fig. 1. Unidirectional ribbed plate 

Rys. 2. Przyk adowe kszta ty p yt ebrowanych wielokierunkowo zbrojonych [Starosolski 2005]
Fig. 2. Example shapes of multidirectional reinforced ribbed plates

Zagadnienie wspó pracy p yty z belk  jest istotne, poniewa  przy obci eniu kon-
strukcji jednocze nie wyst puj  dwa zwi zane stany – gi tny i tarczowy, wywo ane nie-
symetri  struktury konstrukcji. Rozwi zanie tego problemu w sposób analityczny jest  
uci liwe, poniewa  wi e si  z  trudno ciami matematycznymi. 

Celem pracy jest przedstawienie nowej, analityczno-numerycznej metody rozwi zy-
wania cienkich p yt ebrowanych obci onych dowolnie przy ró nych warunkach brze-
gowych.

Istota metody elementów konstrukcyjnych

Obecnie powszechnie stosuje si  metod  elementów sko czonych do dyskretyzacji 
przestrzennej konstrukcji in ynierskich. Metoda ta zyska a wielu sympatyków i jest najle-
piej oprogramowana. Mo na jednak dostrzec pewne jej wady, jak na przyk ad dok adno  
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oblicze . W pracy spróbowano zbudowa  now  analityczno-numeryczn  metod  rozwi -
zywania zagadnie  in ynierskich, która w istocie by aby zbli ona do metody elementów 
sko czonych, lecz odró nia a si  od niej wi ksz  dok adno ci  oblicze . Metod  t  na-
zwano metod  elementów konstrukcyjnych (MEK), poniewa  z elementów konstruk-
cyjnych buduje si  model uk adu, spe niaj cy warunki brzegowe na odpowiednich kra-
w dziach elementów. Metoda rozwi zania uk adów p ytowo-pr towych, zwana metod  
elementów konstrukcyjnych, sk ada si  z nast puj cych etapów:

podzia u konstrukcji na elementy konstrukcyjne,
budowy modelu matematycznego na poziomie elementu, 
modelowania konstrukcji za pomoc  elementów konstrukcyjnych poprzez zapis 
wszystkich warunków brzegowych na kraw dziach elementu,
budowy i uwarunkowania globalnej macierzy uk adu, 
wyboru algorytmu rozwi zania uk adu równa  granicznych.
W celu budowy matematycznego modelu p ytowego elementu konstrukcyjnego nale-

a o opracowa  metod  rozwi zania cienkich p yt izotropowych obci onych dowolnie 
przy ró nych warunkach brzegowych. Metoda bazuje na rozwi zaniach pasma p yto-
wego w ramach teorii spr ysto ci cia a ortotropowego [Delyavskyy 1995, Delyavskyy
i in. 1999] i polega na: 1) wyra eniu ugi cia p yty w postaci sumy iloczynów nieznanych 
funkcji od jednej zmiennej mno onej przez funkcje trygonometryczne oraz od drugiej 
zmiennej mno onej przez harmoniki, 2) okre leniu funkcji kszta tu i funkcji obci e-
nia ugi cia, przemieszcze  poziomych, momentów i si  tn cych w p ycie, 3) budowie 
macierzy kszta tu wszystkich statycznych i kinematycznych charakterystyk p yty oraz 
4) budowie i ortogonalizacji globalnej macierzy uk adu.

MODEL  MATEMATYCZNY  IZOTROPOWEJ P YTY  EBROWANEJ

Budowa elementu konstrukcyjnego

Nale y rozwa y  uk ad z o ony z cienkiej p yty izotropowej wzmocnionej od spodu  
ebrami (rys. 3), nast pnie podzieli  go na elementy zawieraj ce cz  p yty i jedno 
ebro, nazwane elementami konstrukcyjnymi p ytowo- ebrowymi. Mo na tu wyró ni  

–
–
–

–
–

Rys. 3. Schemat p yty ebrowanej
Fig. 3. Diagram of ribbed plate
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nast puj ce rodzaje elementów konstrukcyjnych (rys. 4): 1 – element lewostronnie 
ebrowany, 2 – rodkowo ebrowany, 3 – prawostronnie ebrowany. 

Przyst puj c do opisu analitycznego modelu, dzieli si  go my lowo na p yt  i ebro.  
W miejscu styku powierzchni p yty i ebra wyodr bnia si  si y normalne i styczne. Po-
wy sze wielko ci statyczne reprezentuj  si y wspó dzia ania p yty z ebrem (rys. 5).

1 3

2

Rys. 4. Rodzaje elementów konstrukcyjnych
Fig. 4. Different kinds of construction  elements

Rys. 5. Schemat obci enia si ami wspó dzia ania
Fig. 5. Diagram of load of interaction forces

Si y przy o one do powierzchni dolnej p yty oznacza si  przez ( )( )
3 1 2, , 1 3,r
iS x x i = ÷   

natomiast si y przy o one do powierzchni górnej ebra – przez ( )( )
3 1 , 1 3.r
i z iτ = ÷  Za Bu-

chaniec [2006] zak ada si , e si y te zmieniaj  si  tylko wzd u  eber, a w kierunku 
poprzecznym s  sta e. Przyjmuje si  równie , e na p ycie wyst puj  tylko si y wspó -
dzia ania w miejscu styku z ebrem, a w pozosta ej cz ci s  równe zeru.
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Równanie cienkiej p yty izotropowej z uwzgl dnieniem si  stycznych 

Pole przemieszcze  w p ycie zginanej niesymetrycznie opisuj  zale no ci [Dely-
avskyy i Buchaniec 2005]:

u1 (x1, x2, x3) = –x3w (x1, x2),1
 – U1(x1, x2)

u2 = –x3w (x1, x2),1
 – U2(x1, x2)                                                                                    (1)

( )3 1 1/2, /2x h h∈ −

gdzie: w (x1, x2) – ugi cie p yty, 
U1(x1, x2), U2(x1, x2) – nieznane funkcje przesuni cia poziomego, 
h1 – grubo  p yty.

Równanie p yty zginanej przyjmuje posta  równania ró niczkowego niejednorodnego:

( )
2 2 ( )33 1

13,12

r
rq S hw S

D D
−

∇ ∇ = +                                                                                       (2)

gdzie:  
3

212(1 )
EhD
v

=
−

  – sztywno  p yty na zginanie, 

 q – obci enie zewn trzne przy o one do górnej powierzchni p yty,
 E – modu  Younge’a, 
  – wspó czynnik Poissona.

Rozwi zaniem równania (2) jest ca ka ogólna równania jednorodnego (znana w lite-
raturze) oraz ca ka szczególna równania niejednorodnego. Ca ki szczególnej równania 
(2) poszukuje si  w postaci: 

( )
4

( ) [1] ( ) ( ) [1] ( )
( ) ( ) 1 ( ) 2 1 2

1 1 1
* ( ) cos ( )r r r r

k v k v k v k k k
k v k

w A ch x x B x xλ δ
∞ ∞

= = =

= Φ + Φ +

[1] [2]
1 2

1 1
cos cosmn m n

m n
Q x xδ δ

∞ ∞

= =

+                                                                               (3)

gdzie: ( ) ( )
( ) 2 2( ) oraz ( )r r
k v kx xΦ Φ  s  nieznanymi funkcjami.

Ca k  ogóln   równania jednorodnego wybiera si  w postaci symetrycznej:

( ) ( ){ }
4

[1] [1] [2] [2] [2] [1]
0 ( ) ( ) 1 2 ( ) ( ) 2 1

1 1
cos cosk v k v k k v k v k

k v
w R ch x x R ch x xλ δ λ δ

∞

= =

= +                            (4)

gdzie: [ ]
( )
j
k vR  – nieznane parametry, okre lane z warunków brzegowych na kraw dziach

            p yty, 

[1] [2] [1] [2]

1 2 1 2

(2 1) (2 1); ; ;
2 2m n m n
m n m n
a a a a

π πδ π δ π γ γ− −= = = =  – parametry rozk adu. 
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Równanie ebra zginanego z uwzgl dnieniem si  stycznych

W rozwa aniach przyj to model belki Eulera z uwzgl dnieniem si  cinania przy o o-
nych do jej powierzchni. Równanie wygi tej osi takiej belki ma posta  [Buchaniec 2009]:

( )

( )( )~
( )33 2

1111 13,1( )

5
8

rr
r

r r

h
D D

= +
τν τ                                                                                            (5)

W ostatecznej postaci ca ka szczególna równania (5) przyjmuje posta :

( )4

4
( ) ( )** [1] ( )* [1]2
* ( ) ( ) ( ) ( ) 1( ) [1]

1 1 ( )

51 1
8

r r r
k v k v k v k vr

k v k v

hv A A ch z
D

λ λ
λ

∞

= =

= + +

                                                                                                                                   (6)
4

( )** ( )* [1] [1]2
1( ) ( )[1]

1

51 1 cos
8

r r
k k k kr r

k k

hB B z
D D

δ δ
δ

∞

=

+ +

Opis elementu p ytowo- ebrowego

Równanie ugi cia p yty ebrowanej uzyskano, sumuj c ca k  ogóln  równania jedno-
rodnego i ca k  szczególn  równania niejednorodnego. Do czaj c ca k  ogóln  równa-
nia, uzyskuje si  wyra enie na ugi cie p yty ebrowanej wyra one tylko przez nieznane 
wspó czynniki [ ]

( )
j
k vR :

( )[1] ( ) ( ) [2] [1]
( ) ( ) ( ) 2 2 ( ) 1

1 1
4 4

[2] ( ) ( ) [2] [1]
( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 1

1 1

( ) ( ) [2] 0 [1]
2 2 1

1 1

( ) cos

( ) cos

( ) cos cos

r r
k v k v k v k k v

k v

r r
k v k v k v k v k

k v

r r
m m mn n m

m n

w R K x x ch x

R L x ch x x

N x Q x x

δ λ

λ δ

δ δ

∞ ∞

= =

= =

∞ ∞

= =

= Φ + +

+ Φ + +

+ Φ +

                                      (7)

Pozosta e sk adowe pola przemieszcze  (przemieszczenia poziome) wynosz :

4 4
[1] [1] [2] [2]

1 ( ) ( ) 1 2 3 ( ) ( ) 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

4 4
[1] [1] [2] [2]

2 ( ) ( ) 1 2 3 ( ) ( ) 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

k v k v k v k v mn
k v k v m n

k v k v k v k v mn
k v k v m n

u R U x x x R U x x x U x x x

u R V x x x R V x x x V x x x
  (8)

Wprowadzone funkcje: [ ] [ ]
( ) 1 2 3 ( ) 1 2 3( , , ); ( , , );j j
k v k vU x x x V x x x  Umn(x1, x2, x3); Vmn(x1, x2, x3), 

nazwano odpowiednio funkcjami kszta tu oraz funkcjami obci enia przemieszcze  pozio-
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mych u1, u2 p ytowego elementu ebrowanego. Znajomo  pola przemieszcze  umo li-
wia okre lenie wielko ci statycznych w p ycie.

Opisany model matematyczny cienkiej p yty ebrowanej jest rozwi zaniem cis ym 
w ramach teorii p yt cienkich.

PRZYK AD  OBLICZENIOWY

P yta korytkowa swobodnie podparta w naro nikach 

Rozpatrzono p yt  korytkow . P yta jest swobodnie podparta w naro nikach (rys. 6).
Wymiary p yty: L1 = 4 m, L2 = 4 m, h1 = 0,1 m. Wymiary ebra l1 = 4 m, h2 = 0,3 m, 
b = 0,1 m. Zak ada si , e p yta i ebra wykonane s  z materia u o module Younge’a
E = 205 GPa i wspó czynniku Poissona v = 0,3. Przyjmuje si , e p yta obci ona jest na 
górnej powierzchni obci eniem równomiernie roz o onym o warto ci q = 10 kN·m–2.

q(x1,x 2)

L1

L2

Rys. 6. P yta korytkowa obci ona równomiernie i podparta w naro nikach
Fig. 6. Tray plate loaded uniformly and supported in the corners

P yt  korytkow  mo na zbudowa , cz c lewostronnie i prawostronnie ebrowane 
elementy konstrukcyjne. Na skutek tego, e konstrukcja jest symetryczna, wymagane 
jest, eby: l(–x2) = p(x2). Nale y spe ni  nast puj ce warunki brzegowe: 

na wszystkich kraw dziach momenty i uogólnione si y tn ce s  równe zeru, oprócz 
naro ników, gdzie wyst puj  zerowe przemieszczenia pionowe i momenty zgina-
j ce,
na wspólnej kraw dzi dwóch elementów musz  by  spe nione warunki ci g o ci 
ugi , k tów obrotów, momentów i si  tn cych. 
Powy sze warunki pozwalaj  uzyska  ugi cie p yty dla ca ej powierzchni. Interpre-

tacj  gra  czn  mog  by  wykresy przemieszcze  pionowych sporz dzone w przekrojach 
kraw dziowym oraz rodkowym (rys. 7–9). Warto ci ugi   podano w tabelach 1–3.

–

–
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Warto  ugi cia w rodku kraw dzi poprzecznej (kraw d  ebrowana) jest ró na od 
zera i wynosi 0,0108 cm, co odpowiada modelowi pracy konstrukcji jako p yty po czo-
nej z belk  swobodnie podpart  w naro nikach. Dodatkowo wyliczono strza k  ugi cia 

dla belki wolnopodpartej ze wzoru 
45 0,007 cm.

384
qlf
EJ

= ⋅ =  Powy szy rezultat suge-

ruje, e ugi cie p yty z ebrem jest mniejsze ni  samej belki wolnopodpartej. Maksy-
malne ugi cie w pod u nym przekroju rodkowym p yty wynosi 0,174 cm, a w pod u -
nym przekroju kraw dziowym – 0,188 cm. Ten sam przyk ad analizowano numerycznie 
w programie Robot Millenium. Ekstremalne ugi cie p yty wynios o 0,202 cm. B d 
wzgl dny wynosi zatem 7,5%.

PODSUMOWANIE

Opracowano analityczno-numeryczn  metod  rozwi zywania p yt ebrowanych 
w ramach teorii p yt cienkich. Zbudowano model matematyczny p yty cienkiej izotropo-
wej wzmocnionej jednostronnie belkami Eulera. Opracowan  metod  ilustruje przyk ad 
obliczeniowy p yty korytkowej obci onej równomiernie na powierzchni i swobodnie 
podpartej w naro nikach. Maksymalne warto ci ugi  obliczone opracowan  metod  ró -
ni  si  o 7,5% od obliczonych metod  elementów sko czonych.
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SOLVING THIN FINNED PLATES USING STRUCTURAL ELEMENTS 
METHOD 

Abstract. This paper attempts to model  a plate-  n element. The cooperation of the rib and 
the plate is provided by satisfying the equation of static equilibrium subjected to axial and 
tangent forces. The forces occur in bottom and top surfaces of the rib. Moreover, descrip-
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tion of the plate element is generalized considering unknown horizontal displacements. The 
obtained equation of de  ection of the  n element contains unknown forces of reactions of 
the bottom surface of the plate. A sum of general integral of homogeneous equation and 
particular  integral of non-homogeneous equation is a solution of the equation. It can be 
assumed that the general integral is in symmetric form. Particular  integral is solved by 
decompositions in functional series of loads of the plate and interaction forces. Next stage 
of modeling considers the above process for the rib. Putting these two descriptions together 
– the plate and the rib, allows to de  ne the plate-rib element method. 

Key words: ribbed plates, Euler beam, construction elements method, non-homogenous 
plates
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