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ANALIZA STATECZNOSCI BELKI TIMOSHENKI
SPOCZYWAJACEJ NA PODLOZU SPREZYSTYM

Agnieszka Dudzik, Paulina Obara
Politechnika Swigtokrzyska w Kielcach

Streszczenie. W pracy poddano analizie belk¢ Timoshenki, spoczywajaca na dwuparame-
trowym podlozu sprezystym. Wyprowadzone zostato rézniczkowe réwnanie rOwnowagi
dynamicznej belki $ciskanej zachowawcza sita osiowa oraz zostala przeprowadzona ana-
liza rozwiazania tego rownania, w zalezno$ci od wzajemnych relacji migdzy jego wspot-
czynnikami. Wyprowadzona zostata formalnie $cista macierz sztywnosci podstawowego
elementu belkowego, a rozwijajac otrzymang macierz w szereg potggowy, wzgledem argu-
mentow wystepujacych w niej funkcji, wyznaczona zostata macierz sztywnosci elementu
pracujacego z udziatem sprezystego podloza i stalej sity osiowej. Wykazano, ze macierze
MES, otrzymane przy wykorzystaniu tzw. fizycznych funkcji ksztaltu, stanowig liniowe
przyblizenie macierzy formalnie $cistej. Wyznaczony zostat rowniez wzor na sit¢ krytyczna
dla belki swobodnie podpartej, wspotpracujacej z podtozem sprezystym.

Slowa kluczowe: statecznosc, sita krytyczna, podtoze sprezyste, belka Timoshenki

WSTEP

Matematycznym modelem podloza jest relacja migdzy obcigzeniem podioza (g)
a przemieszczeniem (w) jego powierzchni (relacja g—w). Wszystkie modele podtoza
mozemy podzieli¢ na modele analogowe (symulujace ugiecie obciazonej powierzchni
podtoza) i masywu gruntowego (podtoze definiowane jest jako trojwymiarowe kontinu-
um, ktore opisuje zachowanie si¢ zalegajacych pod fundamentem gruntéw). Najprostszy
z modeli analogowych to model Winklera, zdefiniowany zatozeniem, ze osiadanie do-
wolnego punktu powierzchni podtoza jest wprost proporcjonalne do obcigzenia w tym
punkcie. Modelami analogowymi, ktére lepiej niz model Winklera opisuja ksztatty ugieé
obcigzonej powierzchni podtoza, sa modele dwuparametrowe, ktore wprowadzajg nowe
elementy strukturalne. Do powszechnie znanych zalicza si¢: model Filonienki-Borodi-
cza, model Hetenyi’ego, model Pasternaka, model Switki-Murawskiego. W przypadku
modeli masywu gruntowego zaleznos¢ g—w uzyskuje si¢ w ramach analitycznego lub
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18 A. DudZzik, P. Obara

numerycznego rozwiagzania zagadnienia réwnowagi modelu pod dzialaniem obcigze-
nia w matym obszarze powierzchni. Klasyczna podgrupe modeli analogowych masywu
gruntowego stanowia modele tzw. potprzestrzeni sprezystej, na przyktad potprzestrzen
Boussinesqa czy Bookera-Davisa-Balaama. Istnieja rowniez modele uproszczone, ktore
powstaja na skutek natozenia na cialo sprezyste wiezow kinematycznych lub kinetycz-
nych. Wsrdd tego typu modeli podtoza do najpopularniejszych zalicza si¢ model Wiasowa
i model Kolara-Nemeca. Szczegotowa klasyfikacja modeli podtoza zostata przedstawio-
na przez Dembickiego i innych [1988] oraz Gryczmanskiego i Jurczyka [1995]. Sposoby
modelowania przedstawili rowniez Jemielita i Szczes$niak [1992].

W pracy poddano analizie statecznosci belki krepe, spoczywajace na podtozu sprezy-
stym. Rozpatrywany jest zmodyfikowany analogowy model Wlasowa o dwoch parame-
trach podatnosci podtoza sprezystego: podatnosci pionowej (k,,) oraz poziomej (k,) — ry-
sunek la. W warunkach réwnowagi rozniczkowego elementu uwzgledniony jest wptyw
pionowej reakcji podtoza, proporcjonalnej do pionowego przemieszczenia kwﬂ/(x, t),
oraz reakcji poziomej, proporcjonalnej do poziomego przemieszczenia dolnego wtdkna
belki i skierowanej przeciwnie k(p(f)(x,t), przy czym ky, = k,h/2. Model matematyczny
dwuparametrowego podloza Wiasowa dla spoczywajacej na nim belki krgpej mozemy
wigc zapisaé w postaci:

2
q(x,z)zkww(x,t)—ku%(p(x,z) 0

gdzie: h — wysokos¢ przekroju belki,
¢ — calkowity usredniony kat obrotu przekroju belki.

Rys. 1. Belka na podtozu sprezystym — a, usredniony kat odksztatcenia postaciowego ks (x, t) -b
b

Fig. 1. Beam on elastic fondation — a, average angle of non-dilatational strain K{/ (x, t) -
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Analiza statecznosci belki Timoshenki... 19

W rozwazaniach uwzglgdniono réwniez wptyw odksztatcen postaciowych. Zatozenie
to prowadzi do wprowadzenia usrednionego kata odksztatcenia postaciowego Kk (x, ),
czyli kata, o jaki obrdci sie plaski przekrdj belki wzgledem prostej prostopadtej do osi
odksztalconej (rys. 1b):

) &
X

i (x.) =

Przyjeto nastepujace charakterystyki belki: £ — modut Younga, G — modut Kirchhof-
fa, A — pole przekroju, J — moment bezwladnosci, / — dtugos¢ belki, S — sita $ciskajaca,
o — czgstos¢ drgan wlasnych, k — wspolezynnik zalezny od ksztaltu przekroju, p — ge-
sto$¢ materiatu, oraz { — parametr, uwzgledniajacy wpltyw odksztatcalnosci postaciowej.

ROZNICZKOWE ROWNANIE ROWNOWAGI DYNAMICZNEJ (rys. 2)
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Rys. 2. Roézniczkowy wycinek odksztatconej osi belki
Fig. 2.  Differential sector of deformed beam axis

Przyjmujac zatozenie podtuznej nieodksztatcalnosci oraz niewielkich krzywizn osi
w konfiguracji aktualnej (cos(]) =1, sin@p= (b), réwnania rownowagi dynamicznej in-
finitezymalnego wycinka belki spoczywajacej na podlozu sprezystym, z udziatem du-
zych sil osiowych S (rys. 2), zapisane w przemieszczeniach, mozemy przedstawié
W postaci:

2 ~ 2
YA —%(a—w—q)jw " o-m=0

ox>  k \ox "4 A3)
2 2- 2

G4 a_w_a_<p Sa—;V—A oW C X kivtg=0
ox?  ox ox ot

Bedziemy poszukiwaé rozwiazan uktadu (3). Po wprowadzeniu zmiennej bezwymia-
rowej &=x/I, &e(0,1), nieznane uogdlnione przemieszczenia w(&, 1), ¢(&, ) przy-
jeto w postaci:

Architectura 9 (1) 2010



20 A. DudZzik, P. Obara

(e 1) = w(E)e’ @)
P& 1)=0(g)e™

Z réwnan réwnowagi (3) otrzymano rézniczkowe réwnanie amplitud ruchu harmo-
nicznego:

WY@+ (M0 +070 =200 =g )W @)+ (M -2 ) (1+2gL w©) =0 (5)

oraz rownanie amplitud catkowitego usrednionego kata obrotu przekroju belki:

1 2 1 4p2 4 4p2\ T
o(&)=- C(1-02C) WM (&) + (1+ A2 =222 )W (& 6
©) ,(HW)[( ) )+ ) (@) ©
przy czym:
4 2 24 2
m:kwl;ﬂ k, I o Ap(ol;xzz 1 ;Gzzi;QZKEJ ™
E)CT 4 B EJ 1-6%¢ EJ GAI?

W przypadku analizy statecznosci zaktadamy, ze elementy sa niewazkie (p = 0), wo-
bec czego rownanie (5) przyjmie postac:

w (&) +24w" (€)+Bw(E)=0 8)
gdzie:
2A=02 -2 =ad; B=ady? (1+x4§) B>0 )

Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego jednorodnego (8) jest funkcja:
w(&) = el + Cyel + Cyeh + C e (10)

w ktorej wspolezynniki k;, i = 1, 2, 3, 4, sg pierwiastkami rdwnania charakterystycznego
i wynosza:

by =t ks kyy =K (11)

gdzie:

ki =-A+A*-B; ky=-A- Az—B,aC,-,i=1,2,3,4sqd0wolnymista{ymi.

(12)

W zaleznos$ci od wzajemnych relacji migdzy wspdtczynnikami 4 i B, opisanymi za-

leznosciami (9), pierwiastki (11) moga by¢ liczbami rzeczywistymi, urojonymi lub ze-
spolonymi.
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Analiza statecznosci belki Timoshenki... 21

Analiza otrzymanego rozwiazania

W uktadzie wspotrzednych prostokatnych 24 i B (rys. 3) parabola B = A2 oraz o$ 24
dzielg ptaszczyzng 24 B na trzy obszary (parametr B — wzor (9), jest dodatnio okreslony),
w ktorych zachodza nastepujace zaleznosci migdzy wspdtczynnikami:

—obszar I: 24 > 0; 0<B <4

— obszar II: B > A2,

—obszarIll: 24 <0; 0<B< A2,

Ponadto mozemy wyodrebni¢ granice poszczegdlnych obszardw, na ktorych zacho-
dza nastgpujace zaleznosci:

— granica obszarow I-1I: 24 > 0; B= Az,

— granica obszaréw II-111: 24 < 0; B = 42,

Tak interpretowany rysunek 3 jest obszarem geometrycznym wszystkich mozliwych
przypadkdw wartosci i wzajemnych stosunkow wspotczynnikow réwnania (8).

AB
B=4"

2 I[ 2
k2}>0*k1,:=il’3@ k,zz-liczby kf <0—k,,=tip,
k,>0 —k,,=*m, zespolone k,<0 —k,,=*im,

24

Rys. 3. Podziat ptaszczyzny 24 B na obszary
Fig. 3.  Division of 24B plane in free areas

Na podstawie zaleznosci (9), biorac pod uwagg, ze wspotczynniki podatnosci podtoza
(k, 1 k,,) oraz parametr {, okreslajacy odksztatcalnos¢ postaciowa, sa wielkosciami nie-
ujemnymi, mozna stwierdzi¢, ze:

— jezeli wspodtczynniki 4 i B spetniaja warunki dla obszaru I, wowczas mamy do czy-
nienia z analizg statecznos$ci belki Timoshenki wspotpracujacej z podtozem sprezystym,

— w przypadku elementéw poddanych dziataniu sit rozciagajacych wspotczynniki 4 i
B spehniaja nierdéwnosci charakteryzujace obszar III,

— spetnienie warunkow charakteryzujacych obszar Il wystapi wowczas, gdy belki kre-
pe spoczywajace na podlozu sprezystym beda poddane analizie statycznej.

Rozwiazanie réwnania (8) w obszarach Ii I1I

W przypadku gdy wspétezynniki 24 i B przyjmuja warto$ci z obszaru I, wspdtezynni-
ki k12 i k22 sq liczbami rzeczywistymi ujemnymi, a wigc pierwiastki & » i k3 4 maja warto-
$ci urojone, natomiast w obszarze II1 k12 i k22 sq liczbami rzeczywistymi dodatnimi, stad
k1 5 1 k3 4 maja warto$ci rzeczywiste. Dla obu przypadkow catke ogdlna (10) doprowadzié
mozna do postaci, w ktérej argumenty sa liczbami rzeczywistymi:

— obszar |

w(&) = C cos p&+C, sin p &+ C; cosmE+C, sinm§ (13)

Architectura 9 (1) 2010



22 A. DudZzik, P. Obara

gdzie:
plz\/—m+A; m1=\/m+14 (14)
— obszar III
w(&) = C; cosh ps&+ C sinh ps&+ C; coshm;€ + C, sinhmy§ (1)
gdzie:
py=\NA*—B—A; my=\—VA4*-B-4 (16)

Jezeli uwzglednimy zwiazki migdzy parametrami p; i m; oraz odpowiednie zaleznosci
trygonometryczne, to catk¢ ogdlna (10) w obszarach I i IIl mozemy zapisaé ostatecznie
w jednej postaci:

w(&) = C; cosh p& + C, sinh p& + C; cos m& + C, sinmé, 17)

Podstawiajac odpowiednie pochodne funkcji (17) do wzoru (6), dostajemy wzor na
catkowity usredniony kat obrotu przekroju belki:

o(&) = %[ClD sinh p& + C, D cosh p&+ C;H sinm& — C, H cos mE] (18)
gdzie:

p= AZ—B—A; m=\/\/A2—B+A; D=ep3+dp; H:em3—dm;

(1-0%)C 1o
+Ade T 1l

(19)

Rozwiazanie réwnania (8) w obszarze 11
W przypadku gdy wspotczynniki 24 i B przyjmuja wartosci z obszaru II, wspdtczyn-

nik k12 i k22 sa liczbami zespolonymi, wigc pierwiastki k5 i k3 4 sa réwniez liczbami
zespolonymi postaci:

1 1 1 !
k , =+YB| cos—v+isin=v |; k;, =+YB| cos—v—isin—v (20)
’ 2 2 ’ 2 2
gdzie v — argument liczby zespolonej, przy czym:

cosv=——L @1

VB
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Analiza statecznosci belki Timoshenki... 23

tak wigc catka ogdlna (10) bedzie miata postac:
w(§) = C, cosh p,E cosm,y& + C, cosh p,&sinm,&+ 22)
+ Gy sinh p,& cosm,& + C, sinh p,Esinm,&

gdzie:

1 JB+ 4

; m2=4BsinEU= 2

(23)

JB-4
2

1
)2 =(‘/§coszuz

SCISLA MACIERZ SZTYWNOSCI BELKI KREPEJ UWZGLEDNIAJACA
WSPOLPRACE Z PODLOZEM SPREZYSTYM (rys. 4)

=1
5

S

M@:())( TE ]l )M(ézz)
W(E=0)

w(s=1)
F F

Rys. 4. Podstawowy element belkowy
Fig. 4.  The basic beam element

Rozwigzujac odpowiednie zagadnienie brzegowe przy wymuszonych przemieszcze-
niach weztowych, otrzymamy formalnie $cista macierz sztywnosci Il rzedu dla podsta-
wowego elementu (rys. 4), uwzgledniajaca wspotprace belki ze sprezystym podtozem.
W tym celu korzystamy z funkcji ugigcia (17) i wzoru na usredniony kat obrotu przekroju
(18). Wystepujace w tych wzorach state C; sg wyznaczane z warunkow brzegowych:

WE=0)=w; 0 =0)=p; wE=1=w; &= =0, (24)

ktére prowadza do uktadu czterech rownan:

1 0 1 0 Gl | w
0 D 0 H G| | 1o (25)
cosh p sinh p cosm sinm G B w;

Dsinhp Dcoshp —-Hsinm Hcosm| |C, lg;
Znajac rozktad sit przekrojowych w elemencie:

—%wl(%)

(v (8)-0(8)7]

M(8)=

_G4
K/

(26)
7€)
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24 A. DudZzik, P. Obara

mozemy okresli¢ sity przyweztowe (rys. 4):

W= (E=0); @ =M(E=0) W,=W(E=1); ®,=-M(E=]) @D

Poniewaz belka jest $ciskana sita osiowa (S), wigc zgodnie ze schematem z rysunku 2
oraz zalozeniem matych przemieszczen sit¢ o kierunku prostopadtym do nieodksztatco-
nej osi belki zapiszemy w postaci:

r(e)- 2 Lt 0-0(0)] o

Definicje (27) pozwalaja na zapisanie zwigzkow migdzy wielkosciami geometryczny-
mi a wielko$ciami statycznymi w nastgpujacej postaci macierzowej:

R=K:-r (29)

gdzie: r — wektor przemieszczen przekrojow skrajnych, r = {w;, @;, w;, 9;},
R — wektor sit przyweztowych, R = {W;, ©; W, Oj},

s Fy
—= F, -— F
i
EJ| F, Fl -F, Fl (30)
= ﬁ F K — $cisla macierz sztywnosci belki Timoshenki
—76 -F, 75 -F; poddanej dziataniu sily $ciskajacej i wspot-
pracujacej z podlozem sprezystym, przy
L £ Kl -F Kl i czym:

L =2DH (1-cosh pcosm)+(D? = H? )sinh psinm,

F, = (Dp+ Hm)(D cosh psinm— H sinh pcosm),

F, = (Dp+ Hm)(H sinh p— Dsin m),

F,=DH [(Dp—Hm)(coshpcosm—1)+(Dm+Hp)sinhpsin m], @D
F, = DH(Dp + Hm)(cosh p —cosm),

Fy = DH(Dp + Hm)(H sinh p cosm+ D cosh psinm),

Fy = DH(Dp + Hm)(Dsinh p + H sinm)

gdzie wielkos$ci D, H, p i m okreslajg wzory (19).

Macierz sztywnosci (30) moze stuzy¢ do scistej analizy belki Timoshenki spoczywa-
jacej na sprezystym podtozu. Sformutowanie to jest ktopotliwe rachunkowo z uwagi na
uwiktanie funkcje parametréw zadania. Dokonujac rozwinigcia Scistej (w ramach przyje-
tych zalozen) macierzy sztywnosci (30) w szeregi potegowe wzgledem parametréw opi-
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Analiza statecznosci belki Timoshenki... 25

sujacych wiasciwosci podtoza (1,1 4,) oraz wzgledem parametru opisujacego intensyw-
no$¢ obcigzenia $ciskajacego (o), otrzymamy odpowiednio: macierz sztywnosci liniowej
(K), macierz sztywnosci geometrycznej (K¢) oraz macierze sprezystego podtoza zwiaza-
ne odpowiednio: z translacja elementu (wptyw podatnosci pionowej podtoza sprezyste-
20) K" i z obrotem elementu (wptyw podatnos$ci poziomej podtoza sprezystego) K®:

K=K-SK;+K" +K’ (32)
gdzie:
2 . 12 4, 4,
/ / / /
K= 6 4 -6 2] 36C 2 [ =2 I ||EJ
- IRTSLYd 2
_2 6 2 -6 1+12C _i D) i - /
/ / / /
| 6 20 -6 4] | 2 =2 1
36 5 36, 4, 4,
/ / / /
K 1 3 4, -3 / 6C(1+6§) 2 I =2 1
G130 YY)
01236 5 36 4] s@+g) |8, 4,
/ / / /
| 3 / -3 4] | 2 I =2 1]
[13+2940+168002  11+2315+126002  3(3 +84 + 5600)> 713+378§+2520§2_
/ 6 21 12
1142318 +126082 l+21§+126§21 13+3780 +2520¢> 71+28C+168§21
K" = 1 6 3 12 4 2 B
35(1+12¢)° | 3(3+84C +5600)° 13+3780+25208>  13+2948+1680L>  11+2318+12608° YR
21 12 / 6
_13+378(+25208 71+28C+168§21 _11+2318 +1260¢° 1+21§+126C21
L 12 4 6 3 ]
[42 21-1260¢ 42 42-2520¢ ]
/ 6 / 12
21-1260¢ 14+210§+5040g21 _42-25200 _14+840C—10080C21
Ko L | 6 3 12 12 s B
35(1+12¢)*| _42 _ 42-2520 4 211260 ? P2
/ 12 / 6
42-2520¢ _14+840§—10080§21 _ 21-1260( 14+210§+5040§2[
12 12 6 3 J

Pozostate wyrazy rozwinigcia przedstawiaja samozroéwnowazone uktady reakcji we-
ztowych o silnie malejacych wartosciach i moga by¢ pominigte. Wymienione macierze
mozna uzyskaé, aproksymujac pola przemieszczen fizycznymi funkcjami ksztattu (tzn.
funkcjami, ktdre opisujg stan przemieszczenia elementu skonczonego spowodowany
jednostkowymi przemieszczeniami wezlow oraz ktore zaleza od parametrow fizycznych
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26 A. DudZzik, P. Obara

i geometrycznych elementu — sg to kombinacje odpowiednich wielomianéw Hermite’a).
Macierze te zawierajg czlony korekcyjne, wyrazajace wptyw odksztatcalnosci posta-
ciowej na wartosci sit weztowych spowodowanych jednostkowymi przemieszczeniami
weztowymi. Tym samym wyjasniony zostal zwiazek migdzy przyblizonym podej$ciem
skonczenie elementowym a $cisla liniowa analizg statecznosci. Dysponujac wyznaczony-
mi macierzami, mozna przeprowadza¢ analize¢ statecznosci uktadow na podtozu sprezy-
stym wedtug algorytmu klasycznej metody przemieszczen lub w ujeciu MES.

SILA KRYTYCZNA BELKI SWOBODNIE PODPARTEJ

Statecznos$¢ (lub jej brak) okreslonego potozenia réwnowagi zwigzana jest w istot-
ny sposob z intensywnoscia danego rodzaju obcigzenia zewngetrznego. Przejscie ze stanu
roéwnowagi statecznej do niestatecznej uwarunkowane jest obcigzeniem pewna wartoscia
obcigzenia Sy, nazywana sitg krytyczna. Jest to najmniejsza wartosé, ktora utrzymuje ele-
ment w odksztalconej postaci rownowagi. W przypadku wyboczenia funkcja ugiecia bel-
ki wyrazona jest wzorem (13), a warunkiem na to, aby opisywata ona réwnanie wygietej
osi, jest spelnienie odpowiednich warunkéw brzegowych. Dla belki swobodnie podpartej
warunki brzegowe, dotyczace ugigcia i momentow zginajacych na koncach elementu:

w€=0)=0; ME=0)=0; wE=1)=0; ME=1)=0 (33)

prowadza do uktadu jednorodnych réwnan na state catkowania:

1 0 1 0 G 0
Dk 0 —Hm 0 C, 0
. . : = 34)
coshk sinh & cosm sinm G 0
Dkcoshk Dksinhk —Hmcosm —Hmsinm| |C, 0

Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan jest zerowanie si¢ wyznacznika podsta-
wowego uktadu (34), co prowadzi do réwnania:

—sinmsinh k(Hm+ Dk)* =0 (35)
ktdérego spehienie jest warunkiem bifurkacji stanu rOwnowagi rozwazanego elementu.
Roéwnanie ma rozwiazania dla:

m=nm, gdzien=1,2, 3... (36)

skad, po wykorzystaniu zaleznosci (19) oraz dokonaniu odpowiednich przeksztatcen,
otrzymamy wzor na site krytyczna Sciskanej belki krepej, spoczywajacej na poditozu
sprezystym:

c d+n*n’ EJ
n’n’ 1+C(d+n2n2) ’

Sie =

T

(37
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Analiza statecznosci belki Timoshenki... 27

Na postawie wzoru (37) dla dowolnych charakterystyk belki oraz podtoza sprezyste-
go wyznaczy¢ mozna wartosci sity krytyczne;.

PRZYKLADY

W celu ilustracji rozwazanego problemu przyjete zostaly nastepujace dane: £ =31 GPa,
v=02,k=121=6m,b=05m, k,=49,05 MN'm™, k,= 11,77 MN'-m >, h=0,6-2,2 m.

Na rysunku 5a pokazany zostal wplyw zadanego podloza sprezystego na wartosci
krytyczne belki, wyznaczone na podstawie wzoru (37), w zaleznosci od { (parametr za-
lezny od smuktos$ci, wspotczynnika Poissona oraz rodzaju przekroju, im wigkszy, tym
mniejsza smuklos¢). W przypadku belki, dla ktérej moglibySmy zastosowac teori¢ Ber-
noulliego (£ = 0,0016), wptyw sprezystego podtoza jest znaczny, bowiem rdznica wynosi
67%, natomiast dla £ = 0,0267 réznica wynosi 4%. Tak wigc mozemy wnioskowacé, ze
wplyw podloza sprezystego jest duzy w przypadku belek o wigkszej smuktosci, a maleje
wraz ze zmniejszaniem si¢ smuktosci belek, czyli wzrastaniem parametru &.
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Rys. 5. Sciste wartosci krytyczne obciazen dla belki swobodnie podpartej
Fig. 5.  The critical values of loads for the simply-supported beam
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W celu uzasadnienia zastosowania do analizy elementéw krgpych teorii uwzglednia-
jacej odksztatcalno$¢ postaciowq przekrojow na rysunku 5b przedstawiono krytyczne
wartos$ci obcigzenia dla belki wspotpracujacej z podtozem sprezystym przy zastosowaniu
teorii Bernoulliego (bez uwzglednienia odksztatcalnosci postaciowej przekrojow) oraz
teorii Timoshenki. Blad obliczen wzrasta wraz ze wzrostem parametru & (0,5-25%).

Na rysunku 6 przedstawione zostaly wartosci pierwszej sity krytycznej dla belki swo-
bodnie podpartej w zaleznos$ci od €. Podany zostat wynik $cisty obliczony na podstawie
wzoru (37) oraz wyniki przyblizone otrzymane przy wykorzystaniu macierzy elementu
skonczonego (32). Obliczenia wykonano w programie Mathematica. Przy czym, przy
wykorzystaniu formalizmu MES, okreslamy odpowiedz belki Timoshenki spoczywajacej
na sprezystym podtozu w sposob przyblizony. Zadanie jest zlinearyzowane w odniesieniu
do formalnie $cistej macierzy (30) i wymaga zaggszczania siatki podziatlu w celu otrzy-
mania doktadniejszych wynikow.
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Rys. 6. Wartosci krytyczne obcigzen: $ciste i przyblizone
Fig. 6.  The critical values of loads: exact and approximate

WNIOSKI

1. Wptyw podtoza sprezystego na krytyczne wartosci obcigzen maleje wraz za zmniej-
szaniem si¢ smuktosci belek, czyli wzrostem parametru C.

2. W analizie statecznosci belki krgpej wspotpracujacej z podtozem sprezystym nale-
zy stosowac teori¢ uwzgledniajaca odksztatcalnos$¢ postaciowa.

3. Wykorzystujac macierze elementu skonczonego — wzor (32), do wyznaczania kry-
tycznych wartosci obcigzenia, mozna zauwazy¢, ze zbiezno$¢ do wyniku $cistego, obli-
czonego na podstawie wzoru (37), jest tym lepsza, im mniejszy parametr C.
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THE STABILITY ANALYSIS OF TIMOSHENKO BEAM ON ELASTIC
FOUNDATION

Abstract. The paper presents the analysis of Timoshenko beam on two-parameter elastic
foundation. The differential equation for dynamic equilibrium of beam compressed by con-
servative axial force has been derived and its solution has been analyzed depending on
mutual relationships between its coefficients. The exact stiffness matrix of the basic beam
element has been derived formally, and by the power series expansion of this matrix in rela-
tion to the arguments of the functions occuring in it the stiffness matrix of working element
with elastic foundation and constant axial force has been determined. It has been demon-
strated that the FEM matrices obtained with the use of so-called physical shape functions
are the linear approximation of the formally exact matrix. In addition, a formula for critical
force is found for the case of free supported beam on elastic foundation.

Key words: stability, critical force, elastic foundation, Timoshenko beam
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