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Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki bada  d ugo ci zatopionego odskoku hy-
draulicznego. Do wiadczenia przeprowadzono na modelu budowli pi trz cej z wyp y-
wem wody spod zasuwy i nieck  wypadow . Geometria modelu i warunki hydrauliczne 
w do wiadczeniach by y typowe dla ma ych jazów wyst puj cych w terenie. Pomierzone 
d ugo ci odskoku porównano z obliczonymi wzorami innych autorów oraz równaniami 
zalecanymi do stosowania w praktyce projektowej. Opracowano równania wi ce bez-

wymiarow  d ugo  odskoku 0
0

1

L
h

λ =  z hydraulicznymi parametrami strumienia: q, v1,

Fr1. Wyniki do wiadcze  wykaza y, e wzrost stopnia zatopienia odskoku hydraulicznego 
wp ywa na ograniczenie jego d ugo ci.

S owa kluczowe: modelowanie  zyczne, jaz, d ugo  odskoku hydraulicznego

WST P

Odskok hydrauliczny, towarzysz cy przej ciu strumienia z ruchu podkrytycznego 
w nadkrytyczny, jest tematem wielu prac badawczych wykonywanych g ównie ze wzgl -
du na du e praktyczne znaczenie wiedzy o tym zjawisku w hydrotechnice. Na wypadzie 
budowli wodnych odskok wykorzystuje si  do rozpraszania energii. Zmniejsza on pr d-
ko  przep ywu w dolnym stanowisku i ogranicza erozj  dna i skarp naturalnego koryta 
rzeki poni ej budowli. Jednym ze sposobów utrzymywania odskoku w obr bie wypadu 
budowli jest zatopienie go w niecce wypadowej. Warunkiem poprawnego zaprojektowa-
nia niecki jest znajomo  podstawowych parametrów odskoku, tzn. g boko ci sprz o-
nych (h1 i h2) oraz jego d ugo ci (L0).

D ugo  odskoku (L0) mierzona jest od przekroju wyst powania pierwszej g boko ci 
sprz onej (h1) do przekroju ko cowego, którego po o enie trudno jest jednoznacznie 
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okre li . Wp ywa na to mi dzy innymi wysoki stopie  turbulencji w odskoku i bezpo-
rednio za nim, nieustannie zmieniaj cy cechy przep ywu strumienia. Jedn  z propozycji 

definiowania ko ca odskoku jest przekrój, w którym obserwuje si  stagnacj  mas wody 
na powierzchni swobodnej strumienia [Hager i in. 1990]. Odcinek strumienia od przekro-
ju wyst powania g boko ci (h1) do przekroju stagnacji wody na swobodnej powierzchni 
strumienia nazywany jest d ugo ci  walca wodnego (L0). D ugo  ta jest najw a ciwsz  
wielko ci  charakteryzuj c  odskok, gdy  jest stosunkowo atwa do okre lenia. Ró ne 
formu y opisuj ce d ugo  walca (L0), powstaj cego na p askim, poziomym dnie, za-
mieszczono w tabeli 1. Uzale niaj  one j  od g boko ci sprz onych h1 i h2 i liczby 
Froude’a (Fr1) w przekroju wyst powania pierwszej g boko ci sprz onej. W tabeli 1 
przytoczono tak e równania zalecane do stosowania w praktyce projektowej [D bkowski 
i in. 1982].

Tabela 1. Równania opisuj ce d ugo  odskoku (L0) na poziomym dnie [ ertousov 1962, D bkow-
ski i in. 1982, Hager i in. 1990]

Table 1. Equations describing length of hydraulic jump (L0) on the horizontal bottom [ ertousov 
1962, D bkowski at al. 1982, Hager at al. 1990]

Autor – Author Równanie
Equation

Numer równania
Number of equation

Wóycicki ( )28 0, 050 2 1
1

h
L h h

h
= − − (1)

ertousov ( )0,81
0 1 110,3 1L h Fr= − (2)

Pav ovski ( )0 2 12,5 1,9L h h= − (3)

Smetana ( )0 2 16L h h≈ − (4)

Bakhmeteff, Matzke ( )0 2 15L h h= − (5)

Page 0 25,6L h= (6)

Wu ( ) 0,16
0 2 1 110L h h Fr−= − (7)

Formu y zalecane w praktyce
Equations recommended in practice

0 23L h=
( )( )0 2 14 4,5L h h= − −

0 25L h=

(8)
(9)
(10)

D ugo  walca wodnego cz sto bywa podawana jako wielko  bezwymiarowa, któ-
rej skal  mog  by  poszczególne g boko ci sprz one (h1, h2) lub ich kombinacje, na 
przyk ad (h2 – h1). Najprostsz  i cz sto przedstawian  miar  d ugo ci walca wodnego jest

0
0

1

L
h

λ =  [Busch 1981, Hager i in. 1990]. W tabeli 2 przedstawiono warunki prowadzenia

do wiadcze  przez ró nych autorów w korytach o przekroju prostok tnym szeroko ci B 
oraz propozycje równa  wi cych bezwymiarow  d ugo  walca 0 z liczb  Froude’a 
(Fr1).

Przytoczone wzory odnosz  si  do przypadku odskoku, tworz cego si  w korycie 
o przekroju prostok tnym i dnie poziomym. W mniejszym stopniu rozpoznany jest od-
skok o w a ciwo ciach kszta towanych w sposób sztuczny za pomoc  zag bienia w dnie 
wypadu, zwanego nieck , lub podpi trzenia wody, za odskokiem za pomoc  progu. er-
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tousov [1962] nazywa go odskokiem zatopionym, cechuj cym si  tym, e jest on przysu-
ni ty do ciany przelewu lub otworu wyp ywowego, a spadaj cy strumie  jest zatopiony. 
Taka sytuacja niew tpliwie wp ywa na struktur  przep ywu w odskoku i bezpo rednio za 
nim, a zatem tak e na jego d ugo . Wp yw ten jest jednak s abo rozpoznany.

W pracy przedstawiono wyniki bada  laboratoryjnych przeprowadzonych na mode-
lu jazu z wyp ywem strumienia spod zasuwy, nieck  do rozpraszania energii i p askim, 
poziomym umocnieniem dna w dolnym stanowisku. Podczas do wiadcze  wykonywano 
punktowe pomiary pr dko ci w pionach rozmieszczonych w osiowej p aszczy nie mo-
delu na d ugo ci niecki. Uzyskane rozk ady pr dko ci umo liwi y lokalizacj  przekro-
ju stagnacji wody na powierzchni zwierciad a, uto samianego z ko cowym przekrojem 
odskoku hydraulicznego. Odleg o  od zasuwy pi trz cej do tego przekroju (Lw) by a 
podstaw  okre lenia d ugo ci odskoku (L0) na modelu.

METODYKA I ZAKRES BADA

Badania przeprowadzono na modelu jazu (rys. 1) wykonanym w korycie prostok tnym 
szeroko ci B = 1,0 m. Strumie  wody wyp ywa  spod zasuwy pi trz cej, podnoszonej na 
okre lon  wysoko  (a) podczas ka dego do wiadczenia. Zatopiony odskok hydraulicz-
ny utrzymywany by  w niecce wypadowej. Podstawowe wymiary modelu przedstawiono 
na rysunku 1, a parametry hydrauliczne strumienia w do wiadczeniach w tabeli 3.

0,068
h1

h2

0,056

h

z

0,243 0,111

0,973

s = 4mm

Lw

Ls L0

H

a

Rys. 1. Schemat i podstawowe wymiary modelu jazu [m]
Fig. 1. Schema and base dimensions of model of the dam [m]

Tabela 2. Warunki prowadzenia bada  nad d ugo ci  walca wodnego i propozycje równa  ró nych 
autorów [Hager i in. 1990]

Table 2. Conditions of laboratory experiment over length of water roller and proposition of equ-
ations acording to various authors [Hager at al. 1990]

Autor
Author

B
[cm]

h1
[cm]

Fr1
[–]

Re1·10–5

[–]
Równanie
Equation

Numer
równania

Number of 
equation

Safranez [1929] 49,9 0,71–5,7 1,72–19,1 0,58–2,54  = 6 Fr1 (11)

Pietrkowski [1932] 10,0 0,5–1,46 5,5–19,8 0,83–1,72  = 5,9 Fr1 (12)

Sarma [1973] 30,5 2,1–6,7 1,21–3,79 1,11–1,97  = 6,73 (Fr1 – 1) (13)
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Tabela 3. Hydrauliczne parametry przep ywu na modelu i pomierzone d ugo ci odskoku
Table 3. Hydraulic parameters of  ow on model and measured length of hydraulic jump

q a H h z h1 h2 Fr1 Lw Ls L0 z

m2·s–1 m m m m m m – m m m –

0,049 0,027
0,417 0,133 0,296 0,016 0,166 7,6 0,93 0,07 0,86 1,14
0,425 0,148 0,289 0,016 0,167 7,7 0,91 0,07 0,84 1,22
0,451 0,166 0,297 0,016 0,170 8,0 0,89 0,07 0,82 1,31

0,073 0,038
0,445 0,165 0,292 0,024 0,203 6,5 1,00 0,10 0,90 1,09
0,473 0,192 0,293 0,023 0,207 6,7 0,99 0,10 0,89 1,20
0,499 0,212 0,299 0,022 0,210 7,0 0,99 0,10 0,89 1,28

0,097 0,052
0,462 0,193 0,281 0,031 0,234 5,7 1,07 0,13 0,93 1,06
0,489 0,22 0,281 0,030 0,238 5,9 1,05 0,13 0,92 1,16
0,513 0,24 0,285 0,029 0,241 6,1 1,04 0,13 0,90 1,23

Pierwsz  g boko  sprz on  (h1) obliczono, wykorzystuj c równanie Bernoulliego 
(14), opisuj ce wzniesienie linii energii (E0) w górnym stanowisku nad dnem wypadu:

2
0 1 2 2

12
qE h

g h
α= +
ϕ

 

Warto ci wspó czynników Coriolisa ( ) i pr dko ci (  przyj to równe jedno ci. Dru-
g  g boko  sprz on  (h2) obliczono z równania:

2
1

2 3
1

1 8 1
2
h qh

gh
= + −  

Za koniec odskoku przyj to miejsce stagnacji strug wody, czyli punkt na po-
wierzchni zwierciad a wody, w którym pod u na pr dko  by a zerowa. Lokalizacji 
ko cowego przekroju odskoku hydraulicznego dokonywano na podstawie analizy wy-
ników pomiarów pr dko ci strumienia na wypadzie [Urba ski 2008, Jaworska 2010]. 
Piony pomiarowe rozmieszczone by y w osiowej p aszczy nie koryta na d ugo ci niec-
ki wypadowej i p askiego, poziomego dna za wypadem w dolnym stanowisku (rys. 2). 
W ka dym pionie pomiary wykonano w pi ciu punktach rozmieszczonych nast pu-
j co: p1 w odleg o ci 1 cm nad dnem, p2 na wysoko ci 0,2 hw nad dnem, p3 – 0,5 hw, 
p4 – 0,7 hw, a p5 na g boko ci 2 cm pod zwierciad em wody. G boko  strumienia (hw) 
na wypadzie by a zmienna i w zwi zku z tym mierzona by a w ka dym pionie za po-
moc  wodowskazu szpilkowego. Do pomiarów pr dko ci wykorzystano elektrosond  
PEMS, rejestruj c  z cz stotliwo ci  0,1 s chwilowe warto ci poziomych sk adowych 
wektora pr dko ci. Czas pomiaru pr dko ci w ka dym punkcie wynosi  120 s i by  
wystarczaj cy dla zapewnienia stacjonarno ci i ergodyczno ci pola pr dko ci [Urba -
ski 2003]. Rejestrowane by y zatem ci gi warto ci chwilowych o liczebno ci 1200 
elementów. Na ich podstawie obliczono w ka dym punkcie redni  warto  pr dko ci 
(v r), a nast pnie sporz dzono rozk ady v r w pionach. Umo liwi y one wyznaczenie 
przebiegu tzw. linii zerowej pr dko ci [Bogomolov i Michajlov 1965] w obszarze od-
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skoku hydraulicznego i jej ekstrapolacj  w kierunku zwierciad a wody (rys. 2). Linia 
ta w miejscu styku ze zwierciad em wody wskazywa a po o enie ko cowego przekroju 
odskoku hydraulicznego.

Jako d ugo  odskoku hydraulicznego (L0) przyj to ró nic  odleg o ci mierzonej 
w osi koryta od zasuwy pi trz cej do punktu stagnacji strug (Lw) i odleg o ci spada-
nia strumienia '

sL  pomniejszonej o grubo  zasuwy s  4 mm, tzn. '
0 w sL L L= − , gdzie 

'
s sL L s= −  (rys. 2). Warto  Ls = 2,5a obliczono wed ug zalece  z Wytycznych instrukta-
owych... [1970] dla wyp ywu spod zasuwy bez progu. Przyj ta warto   

'
sL  jest redni  

z przedzia u zalecanego przez ertousova [1962] dla schematu wyp ywu spod zasuwy 
nad dnem p askim. Jako wspó czynnik zatopienia odskoku hydraulicznego ( z), zgodnie

z zaleceniami praktycznymi [D bkowski i in. 1982], przyj to stosunek: 
2

z
h d z

h
+ + Δσ = .

Warto  z, nazywan  spi trzeniem strumienia na wyp ywie z niecki, oblicza si  jako
2 2

2

2
hv v

z
g
−

= , gdzie: vh i v2 s  pr dko ciami w przekrojach strumienia o g boko ciach

odpowiednio h i h2.

WYNIKI I ICH ANALIZA

Pomierzone w do wiadczeniach rozk ady pr dko ci w pionach przedstawiono na 
rysunkach 3, 4 i 5. Kszta ty tachoid s  typowe dla strumienia na wypadzie budowli 
z wyp ywem wody spod zasuwy. Najwi ksze pr dko ci wyst powa y w pobli u dna, co 
zwi zane by o z wyst powaniem strumienia tranzytowego w dolnej cz ci strumienia. 
Bezpo rednio pod zwierciad em wody warto ci pr dko ci by y ujemne. cz c punkty 
przeci cia tachoid z pionami pomiarowymi, wykre lono przebieg linii zerowej pr dko ci 
(rys. 3, 4 i 5) i dokonano jej ekstrapolacji w kierunku zwierciad a wody, lokalizuj c w ten 
sposób ko cowy przekrój odskoku hydraulicznego. Wyniki pomiarów d ugo ci odskoku 
zamieszczono w tabeli 3.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

linia zerowych pr dko ci
line with zero value of velocities

koniec odskoku hydraulicznego
end of hydraulic jump

L s L 0

L w

s

x  [cm]

Rys. 2. Sposób lokalizacji ko ca odskoku hydraulicznego na podstawie przebiegu linii zerowej 
pr dko ci

Fig. 2. Localization method the end of hydraulic jump according to line with zero value of velo-
cities
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Rys. 3. Pomierzone rozk ady pr dko ci w do wiadczeniach z przep ywem q = 0,049 m2·s–1

Fig. 3. Measured distributions of velocity in investigations for  ow q = 0,049 m2·s–1
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Rys. 4. Pomierzone rozk ady pr dko ci w do wiadczeniach z przep ywem q = 0,073 m2·s–1

Fig. 4. Measured distributions of velocity in investigations for  ow q = 0,073 m2·s–1
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Rys. 5. Pomierzone rozk ady pr dko ci w do wiadczeniach z przep ywem q = 0,097 m2·s–1

Fig. 5. Measured distributions of velocity in investigations for  ow q = 0,097 m2·s–1

Dla parametrów hydraulicznych strumienia w do wiadczeniach (tab. 3) obliczono 
d ugo  odskoku (L0), stosuj c wzory z tabeli 1, a porównanie ich z wynikami pomia-
rów tej wielko ci w do wiadczeniach przedstawiono na rysunku 6. Uzyskano du  roz-
bie no  wyników, zarówno d ugo ci (L0) uzyskiwanych ze wzorów, jak i pomierzonych 
w porównaniu z obliczonymi. Najwi ksze warto ci uzyskano ze wzorów Wu i Wójcic-
kiego, a najmniejsze z równania Pav ovskiego. Pomierzone na modelu d ugo ci (L0) 
podczas do wiadcze  z przep ywami q = 0,073 m2·s–1 i q = 0,097 m2·s–1 s  mniejsze od 
obliczonych ze wzorów (1)–(7) (rys. 6a). Przyczyn  tego mo e by  zatopienie odskoku 
hydraulicznego w niecce wypadowej. Wzory zamieszczone w tabeli 1 dotycz  odskoku 
niezatopionego.

Pomierzone na modelu d ugo ci odskoku hydraulicznego porównano tak e z wyni-
kami oblicze  L0 równaniami (8)–(10), zalecanymi do stosowania w praktyce projekto-
wej (rys. 6b). D ugo  odskoku na modelu w wi kszo ci przypadków by a wi ksza od 
obliczonej ze wzorów (8) i (9), a zbli ona do wyznaczonej z równania (10), daj cego 
maksymaln  wielko  L0, której przekraczanie nie jest celowe we wszystkich budowlach 
pi trz cych [D bkowski i in. 1982].

Dla parametrów przep ywów na modelu (tab. 3) obliczono warto ci bezwymiarowej

d ugo ci odskoku 0
0

1

L
h

λ =  wzorami z tabeli 2 i wyniki wraz z pomierzonymi przedsta-

wiono na rysunku 7. Warto ci 0 obliczone ze wzorów (11)–(13) s  zbli one do siebie, 
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b)

a pomierzone w do wiadczeniach przy liczbie Froude’a Fr1 < 6,1 by y mniejsze od obli-
czonych, a przy Fr1 > 7,6 by y wi ksze. Najwi ksz  zgodno  wyników pomiarów i obli-
cze  0 uzyskano w do wiadczeniach z liczb  Froude’a Fr1 = (6,5–7,0) – rysunek 7.

Bezwymiarow  charakterystyk  d ugo ci odskoku ( 0) uzale niono od parametrów

hydraulicznych strumienia wody w do wiadczeniach. Obliczono warto ci ilorazu 
1

q
zv

, 

wi cego jednostkowe nat enie przep ywu (q) ze redni  pr dko ci  (v1 = q/h1) 
w przekroju wyst powania pierwszej g boko ci sprz onej (h1) i ró nic  poziomów

wody górnej i dolnej (z). Zwi zek 0
1

qf
zv

λ =  dla badanych przep ywów przedsta-

wiono na rysunku 8. Na podstawie wyników do wiadcze  otrzymano równanie:
0,79

0
1

5,17 q
zv

−

λ =  

o wspó czynniku determinacji R2 = 0,99.
 

Rys. 6. Pomierzone i obliczone d ugo ci odskoku hydraulicznego: a – wzorami (1)–(7), b – rów-
naniami (8)–(10) zalecanymi do stosowania w praktyce

Fig. 6. Length of hydraulic jump measured and calculated by: a – equations (1)–(7), b – equ-
ations (8)–(10) recommended in practice

a)

b)
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Rys. 7. Zmienno  0 z Fr1 wed ug wzorów (11)–(13) i wed ug pomiarów
Fig. 7. Variability of 0 with Fr1 from measurement on model and equations (11)–(13)

Badano równie  zale no  bezwymiarowej d ugo ci odskoku ( 0) od liczby Froude’a 
(Fr1) – rysunek 9. Wyniki pomiarów na modelu wyrównano funkcj  liniow  i uzyskano 
równanie 0 = f (Fr1), dla Fr1 o warto ciach z przedzia u od 2,7 do 6,6:

0 = 10,9 Fr1 – 34,0 (17)

ze wspó czynnikiem determinacji R2 = 0,97.
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Rys. 9. Zwi zek 0 z liczb  Froude’a (Fr1) dla badanych warunków hydraulicznych
Fig. 9. Relationship between 0 and Froude number (Fr1) for investigated hydraulic conditions

Na rysunku 10 przedstawiono zale no  d ugo ci odskoku (L0) od wspó czynnika jego 
zatopienia ( z). Wraz ze wzrostem z d ugo  odskoku mala a. Zwi kszenie nape nie-
nia koryta (h) w dolnym stanowisku powodowa o wzrost wspó czynnika zatopienia ( z) 
i przysuni cie odskoku do zasuwy pi trz cej, a tym samym zmniejszenie jego d ugo ci.

Rys. 8. Zale no  0
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Fig. 8. Relationship 0
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Rys. 10. Zwi zek d ugo ci odskoku (L0) ze wspó czynnikiem zatopienia ( z)
Fig. 10. Relationship between (L0) and coef  cient ( z)

PODSUMOWANIE

D ugo  odskoku hydraulicznego z uwagi na z o on  struktur  przep ywu jest para-
metrem trudnym do zmierzenia, a identyfikowanie przez badaczy przekroju ko cowego 
odskoku – subiektywne. Rozbie no ci w wynikach oblicze  d ugo ci odskoku z wyko-
rzystaniem proponowanych przez nich wzorów mog  wynika  w a nie z tej przyczyny.

Zalecane do stosowania w praktyce wzory do wymiarowania niecki wypadowej zo-
sta y zaczerpni te z bada  dla p askiego dna na wypadzie. Z przeprowadzonych do wiad-
cze  wynikaj  wyra ne ró nice pomierzonych d ugo ci odskoku w porównaniu z ob-
liczonymi ró nymi wzorami. Przyczyn  rozbie no ci mog  by  ró nice rzeczywistego 
schematu najcz ciej stosowanego dla ma ych jazów i schematu, dla którego opracowano 
wzory na d ugo  odskoku (L0). Wyniki do wiadcze  wykaza y, e wzrost stopnia zato-
pienia odskoku hydraulicznego wp ywa na ograniczenie jego d ugo ci.

Równania (16) i (17), uzyskane na podstawie wyników pomiarów d ugo ci odskoku 
na modelu, maj  du e warto ci wspó czynników determinacji (R2), co dowodzi istnienia 
cis ych zwi zków d ugo ci odskoku z parametrami hydraulicznymi strumienia.
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INVESTIGATIONS OF LENGTH OF HYDRAULIC JUMP ON WEIR MODEL

Abstract. Results the investigation of length of submerged hydraulic jump are presented. 
Experiments were conducted on model taired construction with the out  ow under the closure 
and with bottom stilling basins. Schema of investigated model and hydraulic parameters are 
typical for low head structures existing in the  eld. Measured length of hydraulic jump 
was compared with calculated according to different formulas. Relationships between

nondimensional length of hydraulic jump 0
0

1

L
h

λ =  with hydraulic parameters of  ow q,

v1, Fr1 are calculated and compared with results of experiments. Increase the degree of
submerged hydraulic jump reduces the length.

Key words: physical modeling, weir, length of hydraulic jump
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