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O WRA�LIWO�CI SI� WEWN�TRZNYCH 
W BELKOWYM WIADUKCIE PODWIESZONYM 
DO �UKU NA ZMIANY PARAMETRÓW 
GEOMETRYCZNYCH KONSTRUKCJI

Wojciech Gilewski, Maciej Kieniewicz, Wojciech Radomski
Politechnika Warszawska, Warszawa

Streszczenie. Przedmiotem rozwa�a� jest wiadukt podwieszony do �uku. W trakcie pro-
jektowania konstrukcji zauwa�ono, �e si�y w niektórych linach podwieszenia zmieniaj� 
si� gwa�townie przy zmianach wzajemnego po�o�enia pomostu i �uku, natomiast w innych 
linach tak du�ych zmian nie obserwowano.  Wyja�nienia tego zjawiska poszukiwano na 
gruncie teorii wra�liwo�ci. Wykazano, �e wra�liwo�� si� w linach podwieszenia zale�y od 
po�o�enia lin w konstrukcji. W niektórych linach podwieszenia obserwuje si� znacznie 
zwi�kszon� wra�liwo�� na nawet niewielkie zmiany parametrów geometrycznych zadania. 
Oznacza to konieczno�� zwrócenia szczególnej uwagi na wzajemne relacje parametrów 
geometrycznych konstrukcji, zarówno w procesie projektowania, jak i przy wykonaniu 
obiektu. 

S�owa kluczowe: wra�liwo��, most podwieszony, metoda elementów sko�czonych

WST�P

Przedmiotem przedstawionej tu analizy jest wiadukt drogowy zlokalizowany w w�	le 
„Wa� Miedzeszy�ski” Trasy Siekierkowskiej w Warszawie. Wiadukt ten stanowi alterna-
tywne rozwi�zanie konstrukcyjne w stosunku do zrealizowanego. Wszystkie parametry 
geometryczne (np. promie� �uku poziomego czy szeroko�� jezdni) zachowano zgodnie
z rzeczywistymi, wed�ug Projektu drogowego... [1998]. Genez� powstania wspomnia-
nego projektu alternatywnego by�o d��enie do nadania w�z�owi drogowemu oryginal-
nych cech konstrukcyjnych i estetycznych, jakie cechuj� mosty podwieszone [Jarominiak 
1997, Biliszczuk 2005). 

Widok analizowanego wiaduktu oraz jego podstawowe wymiary pokazano na rysun-
kach 1 i 2. Pod wzgl�dem konstrukcyjno-materia�owym wiadukt jest �elbetowym, jed-
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noprz�s�owym ustrojem belkowym zakrzywionym w planie (R = 55 m), o rozpi�to�ci 
(wzd�u� ci�ciwy) równej 56,38 m i podwieszonym za pomoc� 11 par wieszaków stalo-
wych do niezale�nie posadowionego �elbetowego, bezprzegubowego �uku parabolicznego
o wynios�o�ci 55 m i rozpi�to�ci 133,34 m. Podwieszone do �uku prz�s�o zbudowane jest
z dwóch belek g�ównych i trzynastu poprzecznic oraz z opartej na tych elementach p�yty 
pomostu.

W pierwszej fazie projektowania wzajemne usytuowanie �uku i pomostu przyj�to tak, 
aby spe�ni� wszystkie warunki eksploatacyjne, dotycz�ce przede wszystkim zachowa-
nia skrajni ruchu. Obliczenia statyczne wykonane w odniesieniu do wst�pnie przyj�tego 
uk�adu geometrycznego „pomost-�uk” wykaza�y jednak du�� nierównomierno�� rozk�a-
du si� w wieszakach oraz do�� znaczne boczne wychylenie �uku ju� pod wp�ywem tyl-
ko ci��aru w�asnego (rys. 3). Przeprowadzono zatem korekty po�o�enia �uku wzgl�dem 
niezmiennego po�o�enia pomostu tak, aby wyeliminowa� wychylenie boczne �uku oraz
w mo�liwym stopniu wyrówna� warto�ci si� w wieszakach. Korekty polega�y na kolej-

Rys. 1.  Widok wiaduktu z góry
Fig. 1.  Top view of the viaduct

Rys. 2.  Widok wiaduktu z boku
Fig. 2.  Side view of the viaduct
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nych zmianach wielko�ci �, pokazanej na rysunku 4. Obliczenia wykonane w odniesie-
niu do zmienianych warto�ci � przynios�y bardzo interesuj�ce i nie�atwe do intuicyjnego 
przewidzenia rezultaty. Okaza�o si� bowiem, �e si�y w niektórych wieszakach zmienia�y 
si� w bardzo du�ym stopniu w zale�no�ci od wielko�ci �, w innych za� – stosunkowo 
nieznacznie. Celem opracowania jest wi�c przedstawienie analizy wra�liwo�ci si� w wie-
szakach w zale�no�ci od wzajemnego po�o�enia �uku wzgl�dem pomostu. Celem jest 
te� wskazanie na nierutynow� rol� oblicze� statycznych, zw�aszcza w odniesieniu do 
konstrukcji o skomplikowanym ukszta�towaniu.

Zakres opracowania nie obejmuje sensu stricto optymalizacji po�o�enia �uku wzgl�-
dem pomostu, wyra�onego w funkcji wielko�ci �. Nie sformu�owano bowiem w sposób 
�cis�y kryterium optymalizacji ani jej funkcji celu. Wykonano tylko seri� oblicze�, przyj-
muj�c ró�ne warto�ci � i uznaj�c za najlepsz� tak� warto�� �, która prowadzi do wystar-
czaj�cego pod wzgl�dem in�ynierskim wyrównania si� w wieszakach i nie powoduje 
bocznego wychylenia �uku pod dzia�aniem ci��aru w�asnego konstrukcji.

MODEL OBLICZENIOWY KONSTRUKCJI

Obliczenia statyczne wiaduktu przeprowadzono metod� elementów sko�czonych 
(MES) za pomoc� systemu ROBOT 97 wersja 12. P�yt� pomostu podzielono na trój-
k�tne, trzyw�z�owe elementy sko�czone po��czone z elementami pr�towymi rusztu
z uwzgl�dnieniem niesymetrycznego p�o�enia belek rusztu wzgl�dem osi oboj�tnej p�yty. 

uk wsporczy stanowi� elementy pr�towe po��czone z rusztem pomostu za pomoc� pr�-

Rys. 3.  Stan przemieszczenia wiaduktu od ci��aru w�asnego (� = 0)
Fig. 3.  Displacement of the viaduct caused by self weight (� = 0)
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tów kratowych które przenosz� tylko rozci�ganie. Na rysunku 4 pokazano widok rusztu 
pomostu z góry, a na rysunku 5 model MES wiaduktu w widoku aksonometrycznym. 
Na rysunku 4 i 5 zaznaczono numery poprzecznic, do których zamocowane s� wieszaki 
i numery wieszaków. 

WYNIKI BADA� – OCENA WRA�LIWO�CI SI� WEWN�TRZNYCH 
NA ZMIANY PARAMETRÓW GEOMETRYCZNYCH 

Przedmiotem analizy jest model wiaduktu przy zmieniaj�cym si� po�o�eniu �uku 
wsporczego wzgl�dem pomostu wiaduktu, wyra�onego za pomoc� parametru �. Para-
metr ����� oznacza po�o�enie �uku w wersji pocz�tkowej. W kolejnych wersjach przesu-
wano �uk o 2, 3 i 4 metry wzgl�dem po�o�enia pocz�tkowego.

W tabeli 1 przedstawiono warto�ci przemieszcze� pomostu na osi symetrii oraz 
�uku wsporczego w najwy�szym punkcie. Punkty A, B i C pokazano na rysunkach 4 i 5. 
W tabeli 2 zestawiono warto�ci si� w wieszakach oraz ró�nice warto�ci si� w poszczegól-

Rys. 4.  Model MES – widok z góry
Fig. 4.  FEM model – top view

Rys. 5.  Model MES – widok z boku
Fig. 5.  FEM model – side view
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nych parach wieszaków, zgodnie z numeracj� przedstawion� na rysunkach 4 i 5. W pro-
cesie projektowania konstrukcji starano si� doprowadzi� do sytuacji, w której ró�nice te 
rozk�adaj� si� równomiernie we wszystkich parach wieszaków. Nieznaczny brak symetrii 
rozk�adu si� wynika z niesymetrycznego sposoby podparcia konstrukcji.

Tabela 1.  Warto�ci przemieszcze� pomostu i �uku
Table 1.  Displacements of girder part and arch

Punkty
Points

Przemieszczenia
Displacements

Warto�ci przemieszcze� – Displacement value [cm]
� = 0 � = 2 m ��= 3 m � = 4 m

A Pionowe – Vertical 2,41 2,64 3,58 4,86
A Poziome – Horizontal 0,26 0,09 0,02 –0,03
B Pionowe – Vertical 12,08 5,31 3,65 2,57
B Poziome – Horizontal 0,26 0,09 0,02 –0,03
C Pionowe – Vertical 2,95 2,97 3,18 3,25
C Poziome – Horizontal 17,32 4,72 0,06 4,37

Tabela 2.  Warto�ci si� w wieszakach
Table 2.  Axial forces in suspension rods

Numer pary 
wieszaków

Number of sus-
pension rods pair

Numer wieszaka
Suspension rod 

number

Warto�ci si� – Force values [kN]

� = 0 � = 2 m � = 3 m � = 4 m

1 2 3 4 5 6

1

1A 2012,03 1174,34 690,45 209,29
1B 245,26 673,51 750,62 754,12

Ró�nica
Difference

1766,77 500,83 –60,17 –544,83

2

2A 699,81 687,59 665,71 636,01
2B 699,23 672,91 691,94 726,97

Ró�nica
Difference

0,58 14,68 –26,23 –90,96

3

3A 540,20 623,40 664,46 706,88
3B 720,61 709,33 720,87 741,38

Ró�nica
Difference

–180,41 –85,93 –56,41 –35,50

4

4A 630,62 667,08 679,63 694,77
4B 733,04 757,62 762,23 768,92

Ró�nica
Difference

–103,00 –90,54 –82,60 –74,15

5

5A 677,14 691,98 687,43 687,99
5B 764,49 784,96 784,43 784,96

Ró�nica
Difference

–87,35 –92,98 –95,00 –96,97

6

6A 686,69 698,45 693,47 689,05
6B 776,29 793,79 791,71 790,87

Ró�nica
Difference

–89,60 –95,34 –98,24 –101,82
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Na rysunku 6 przedstawiono wykres przemieszcze� pionowych obu kraw�dzi pomo-
stu w �rodku rozpi�to�ci prz�s�a. W wariancie pierwszym przemieszczenia na zewn�trz 
pomostu by�y blisko czterokrotnie wi�ksze ni� po stronie wewn�trznej. Wraz ze zmian� 
parametru � przemieszczenia na zewn�trz pomostu pocz�tkowo gwa�townie malej�, na-
tomiast po stronie wewn�trznej �agodnie rosn�, osi�gaj�c jednakowe warto�ci przy para-
metrze � równym oko�o 3 metry. Obie przedstawione zale�no�ci maj� charakter wyra	nie 
nieliniowy.

Tabela 2, cd.
Table 2 cont.

1 2 3 4 5 6

7

7A 675,95 690,53 687,92 686,48
7B 763,77 784,14 783,58 784,12

Ró�nica
Difference

–87,82 –93,61 –95,66 –97,64

8

8A 629,47 665,98 678,53 693,67
8B 730,83 755,66 760,36 767,12

Ró�nica
Difference

–101,36 –89,68 –81,83 –73,45

9

9A 545,23 630,74 672,58 715,68
9B 703,00 713,88 725,54 746,12

Ró�nica
Difference

–157,77 –83,14 –52,96 –30,44

10

10A 709,66 702,35 681,67 652,83
10B 675,66 681,53 701,38 736,85

Ró�nica
Difference

34,00 20,82 –19,71 –84,02

11

11A 2010,68 1171,95 688,64 208,32
11B 262,52 678,56 753,06 756,11

Ró�nica
Difference

1748,16 493,39 –64,42 –547,79

Rys. 6.  Przemieszczenia pionowe kraw�dzi pomostu w �rodku rozpi�to�ci
Fig. 6.  Vertical displacement of the middle part of the girder
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Na rysunku 7 przedstawiono wykres zale�no�ci przemieszcze� poziomych i piono-
wych punktu szczytowego �uku wsporczego. Przemieszczenie poziome szybko maleje 
wraz ze zmian� parametru �, przy czym zmiany te maj� charakter niemal liniowy. Dla 
��= 3 m przemieszczenie poziome wierzcho�ka �uku jest równe zeru. Przemieszczenie 
pionowe pozostaje niemal sta�e przy zmianach parametru �. 

Bardzo interesuj�ca jest analiza si� w poszczególnych wieszakach przy zmianie po�o-
�enia �uku wzgl�dem pomostu. Na rysunkach 8–13 przedstawiono wykresy takich zale�-
no�ci w parach wieszaków o numerach od 1 do 6. Analiza wieszaków par o numerach od 
11 do 7 prowadzi do analogicznych wniosków jak par od 1 do 5. Para numer 6 znajduje 
si� na osi symetrii konstrukcji.

Jak wspomniano we wst�pie, przy pocz�tkowym po�o�eniu �uku (��= 0) w pierwszej 
i ostatniej parze wieszaków otrzymano niepokoj�c� dysproporcj� warto�ci si�. W innych 
parach wieszaków tak ra��cych dysproporcji nie by�o. Zjawisko to mo�na wyt�umaczy� 
znacznym bocznym przechy�em �uku oraz jego wypi�trzaniem w okolicy zamocowania 
skrajnych wieszaków.

Zmiana parametru � powodowa�a jako�ciowo ró�ne efekty w ró�nych parach wiesza-
ków. W pierwszej parze wieszaków (rys. 8) zaobserwowano gwa�towny spadek warto�ci 
si�y w jednym z wieszaków – o niemal liniowym charakterze zmian, przy równoczesnym 
niewielkim wzro�cie si�y w drugim wieszaku – o nieliniowym charakterze zmian. Si�a 
w wieszaku 1A okaza�a si� bardzo wra�liwa na zmiany parametru �. 

Zupe�nie inny charakter zmian obserwuje si� w wieszakach pary numer 2 (rys. 8). 
Zmiany maj� charakter silnie nieliniowy. Po pocz�tkowej niewielkiej ró�nicy si� w wie-
szakach (dla � z przedzia�u od 0 do 3) nast�puje gwa�towny wzrost tej ró�nicy.

Jeszcze inny charakter zmian obserwuje si� w nast�pnych parach wieszaków. W pa-
rze numer 3 (rys. 8) jedna z si� ro�nie liniowo, podczas gdy druga pozostaje niemal sta�a. 
W parach wieszaków o numerach od 4 do 6 (rys. 8) obserwujemy niewielkie zmiany warto-
�ci si� pod�u�nych w wieszakach, przy zachowaniu niemal sta�ej ró�nicy warto�ci tych si�. 

Podobn� analiz� mo�na przeprowadzi�, obserwuj�c ró�nic� si� w poszczególnych pa-
rach wieszaków. Przy projektowaniu wiaduktu d��ymy do sytuacji, aby si�y we wszyst-

Rys. 7.  Przemieszczenia pionowe i poziome punktu szczytowego �uku
Fig. 7.  Vertical and horizontal displacement of the top of the arch



48                                                                                                                                            W. Gilewski, M. Kieniewicz, W. Radomski

Acta Sci. Pol.

kich wieszakach by�y w miar� równomierne. Na rysunku 9 wida�, �e dla pierwszej pary 
wieszaków wykres nie mie�ci si� w skali dobranej dla nast�pnych par. Dlatego na rysun-
ku 10 przedstawiono oddzielnie ró�nice si� w pierwszej parze wieszaków i w pozosta�ych 
parach. Analiza jako�ciowa tych wykresów wskazuje, �e jedynie dla drugiej pary wiesza-
ków mamy do czynienia z zale�no�ci� silnie nieliniow�, dla pary numer 3 – z zale�no�ci� 
lekko nieliniow�, a dla pozosta�ych par (w��cznie z par� numer 1) – z zale�no�ciami 
niemal liniowymi.

Rys. 8.  Si�y w wieszakach par nr 1, 2, 3, 4, 5 i 6
Fig. 8.  Axial forces in the suspension rods No 1, 2, 3, 4, 5 and 6
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Je�eli wykresy na rysunku 8 potraktujemy jako zale�no�ci typu N(�), to wra�liwo�� 

si� na zmiany parametru zadania rozumiana jest jako pochodna N�
��

 (Kleiber i in. 1997) . 

W rozwa�anym przedziale zmienno�ci parametru � obserwujemy zmienno�� parametru 
wra�liwo�ci w przedziale od 0 do prawie 500. Przyjmuj�c tak� skal� porównawcz�, mo�-
na powiedzie�, �e:

–�pary wieszaków o numerach 4, 5, 6 oraz wieszak 3B pary numer 3 s� niemal nieczu-
�e na zmiany parametru � (wra�liwo�� mniejsza ni� 20),

– para wieszaków numer 2 jest nieco bardziej wra�liwa (wra�liwo�� od 6 do 35),
– wieszak 3A pary numer 3 ma wra�liwo�� niemal dwukrotnie wi�ksz� od wy�ej 

wymienionych (od 40 do 80),
– najbardziej wra�liwa jest para wieszaków numer 1,
– wieszak 1B tej pary ma du�� wra�liwo�� (rz�du 200) dla parametrów � z przedzia�u 

od 0 do 2, po czym wra�liwo�� tego wieszaka maleje niemal do 0,
– wieszak 1A jest najbardziej wra�liwy (wra�liwo�� od 420 do 480) w ca�ym rozwa-

�anym przedziale zmienno�ci parametru �, wra�liwo�� wieszaka 1A jest oko�o 200 razy 
wi�ksza ni� wieszaków z wewn�trznej cz��ci wiaduktu.

Przeanalizujmy na koniec rozk�ad si� w wieszakach od strony wkl�s�ej �uku pomostu 
(strona A) i od strony wypuk�ej �uku pomostu (strona B) w zakresie parametru projekto-
wego � od 2 do 4 metrów (rys. 11). Przyjmuj�c � oko�o 3 m, otrzymujemy niemal rów-
nomierny rozk�ad si� w wieszakach od strony wewn�trznej �uku pomostu. Nieco wi�ksze 
zró�nicowanie rozk�adu si� obserwujemy od strony wypuk�ej �uku pomostu. Rozk�adu 
bardziej równomiernego spodziewa� si� mo�na przy parametrze � wi�kszym od 4 m.

Rys. 9.  Ró�nice si� we wszystkich parach wieszaków
Fig. 9.  Differences between forces in each pair of suspension rods

Rys. 10.  Ró�nice si� w parach wieszaków nr 1 oraz nr 2–6
Fig. 10.  Diffenences between forces in the pair No 1 and No 2–6
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PODSUMOWANIE

W pracy przeanalizowano wra�liwo�� si� pod�u�nych w wieszakach wiaduktu na 
zmiany wzajemnego po�o�enia �uku wsporczego i pomostu. Wra�liwo�� ta jest bardzo 
zró�nicowana. Wieszaki w skrajnych parach s� kilkasetkrotnie bardziej wra�liwe od wie-
szaków w �rodkowej cz��ci wiaduktu. Oznacza to konieczno�� zwrócenia szczególnej 
uwagi na wzajemne relacje parametrów geometrycznych konstrukcji zarówno w procesie 
projektowania, jak i przy wykonaniu obiektu.
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ON SENSITIVITY ANALYSIS OF INTERNAL FORCES IN BEAM VIADUCT 
SUSPENDED TO ARCH ON CHANGES OF GEOMETRICAL PARAMETERS 
OF THE STRUCTURE

Abstract. The subject of interest is a girder bridge suspended to the arch. As it was recog-
nised during design, the internal forces in some of suspension rods  are changing rapidly 
with a change of selected geometrical parameters of the structure.  The sensitivity analysis 
of axial forces in all suspension rods depending on location of the arch with respect to the 
girder part of the bridge is performed.

Key words: sensitivity, suspended bridge, � nite element method
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Rys. 11.  Rozk�ad si� we wszystkich wieszakach od strony A i B
Fig. 11.  Distribution of forces in suspension rods on side A and B


